Matematikai feladatmegoldd verseny 2014 /15.
1. forduld - megoldasok

1. Egyszeri algebrai atalakitdsokat hasznalva kapjuk, hogy
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2. Teljes indukcioval konnyen ellendrizhetd, hogy 0 < a,, < % teljestl minden n = 1,2, .. .-re, hiszen ha
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Mivel

ezért az {a,} sorozat monoton néve. De ekkor kovergens is, azaz létezik az
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egyenlet mindkét oldalanak véve a hatarértékét kapjuk, hogy
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amibdl a = % adédik.

3. Az ismert csticsok koordindtaib6l: AL = (1,3,4) és AC = (1,2,5).
Az egyenes hasdb AD éle merdleges az alaplapra, és mivel a feltétel szerint az zﬁ, R , ﬁ élek
jobb rendszert alkotnak, az AD él pozitiv skaldrszorosa a

v=AB x AC = (1,3,4) x (1,2,5) = (7, -1, 1)

vektornak. Mivel |v| = v/51, igy az Zﬁ vektorral megegyez6 iranyu egységvektor
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A hasdb magassdga m = /204, igy

204
AD =m-v, = Y22 (7.—1,—1) = (14, -2, —2
b= Y2 1) = (14,22



Innen az A csticsot ismerve D meghatarozhaté: D = (15, —1
Mivel

—1).

DE=AB=(1,3,4), foy E=(16,23),

illetve

DE=AC=(1,2,5), foy F=(16,1,4).

4. a) Egy lehetséges példa a feltételeknek megfeleld bazistranszformécids tabldzatra:

ay a2 a3 a4 3s
ap 1 0 2 5 0
as 0 1 3 0 0
as O 0 0 0 1
eqs O 0 0 0 0
b) A V =L(H) altér 3 dimenziés, melynek egy bazisa
B ={a,,a5,a5}.

A V1, Vs és V3 alterek egy lehetséges megvialasztasa:

(1)
Vii=L({e}) ={A-e[AeR}.

Ekkor Vi 1 dimenzids altér, melynek egy bazisa By = {e,}.
Mivel
dim (V) +dim (V;) =3+ 1 =4 = dim (R?),

tovdbb4 a B U B; vektorhalmaz bazis R*-ben, igy V@ Vi =

Voi=L({es,e}) ={A ez +p-e [N peR}

2 dimenziés altér, melynek egy bédzisa Ba = {e5, ¢4} -
Ekkor
dim (V) + dim (V3) = 3 + 2 > dim (R*),

ezért V @ Vi # R*Mivel B U B, generitorrendszer R*-ben, ezért minden R*-beli vektor
felbonthaté (nem egyértelmfien) V-beli és Va-beli dsszetevékre, azaz V + Vo = R4

Vai=L(a)) ={r-a, [N e R}

1 dimenzids altér, melynek egy bazisa By = {a;}.
Mivel ezesetben a B U B3 = {a,,a,,a5} vektorhalmaz nem generdtorrendszer az R* vek-
tortérben, ezért V + V3 # R*.

5. Ha A* = (), akkor az allitds nyilvdnvald, hiszen ekkor f(A*) = 0.
Tegyiik fel most, hogy b € f(A*). Ekkor b = f(a) valamely a € A*-ra. De igy a € A, minden

n=0,1,2,...-re, amib6l kovetkezik, hogy b = f(a) € A,+1 minden n =0,1,2,.. .-re. fgy
be () Anpr=[)An= A",
n=0 n=0

mivel A, C A= Ay minden n =1,2,...-re



6. A feltétel szerint létezik ¢ : A — C bijekci6 és 1 : B — D bijekcié. Legyen adott v € B4, azaz egy
~v: A — B leképezés. Ehhez tekintsiik a

C—D, cm (6 ()

leképezést. Megjegyezziik, hogy mivel ¢ bijektiv ezért ¢~! : C' — A szintén bijektiv leképezés, azaz
oyoglis leképezés lesz.

Definidljuk az f : B4 — D¢ leképezést az
f(y) =voyos™
képlettel. Megmutatjuk, hogy f bijekcié B4 és D€ kozott.
Legyen 8 € D¢, azaz 3: C — D. Ekkor az o = ¢~ 0 B o ¢ leképezésre o : A — B, és
fla)=yoaod™ =¢po(¥ tofog)op ™ =(Yoypt)ofo(po¢ ) =idsofoidc=p.

Azaz f szirjektiv.

Legyenek oy # ay kiilonbozé leképezések BA-ban. Ekkor valamely ag € A-ra o1 (ag) # asz(ag). Legyen
bo = ¢(ap). Ekkor hasznélva, hogy ¥ bijektiv, és igy injektiv is, kapjuk, hogy

flar)(bo) = (o097 )(bo) = P(e1 (¢ (bo))) = P(cu(a0)) # ¥ (z(ag)) = (Yoasod™")(bo) = f(az)(bo).
De ekkor f(ay) # f(as), azaz f injektiv. Ezzel beldttuk, hogy f bijektiv.



