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A D halmaz korlatos és zart, ezért Weierstrass tétele szerint mindkét szélséérték létezik. Mivel

D1 f(x,y) = 2z, Do f(x,y) = -2y,

f egyetlen kritikus pontja D belsejében a (0,0) pont, ahol f(0,0) = 0. Ezért a szélsGértékeit f
vagy a (0,0) pontban vagy pedig D hatéran — az z? 4+ y? = 4 korvonal pontjaiban veszi fel. Az
x? + 3% = 4 kérvonalon

flay)=a? -y =2t + 2 — 2> =4 - 2y% < 4,

és egyenldség y = O-ra, azaz a (2,0) és (—2,0) pontokban teljestil. Tehat f legnagyobb értéke 4.
Mivel az 22 + y? = 4 feltételbél |y| < 2 kdvetkezik, a korvonalon

flr,y) =4—-2y*>4-2.22 = 4,

mikdzben egyenléség y = +2-re és y = —2-re, azaz a (0,2) és (0, —2) pontokban teljesiil. Ezért f
legkisebb értéke —4.

Vegyiik észre, hogy
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A kettés integral 1étezik, mert az integrandus folytonos. Mivel a H halmaz a
H:{(x,y)ERQ\nggl, azgygl}

alakban is irhaté, azt kapjuk, hogy

//e_(x_1)2d:z:dy =
H

1
/e_(z_1)2dy dx =

T

o _

—(2—1)? L (1) b -1
(x—1)e dx = 3¢ 25(1—6 ).
0

I
o _

Tehat az integral értéke %(1 —e ).



4. A G grafbdl kiindulva készitsiink egy G’ gréfot, ugy, hogy a G grafban megkettéziink minden élet.
Ekkor a G’ is dsszefiiggd graf lesz, és G'-ben minden pont fokszdma paros lesz. Igy G'-ben 1étezik
zart Euler-vonal. Ebben a zart sétdban a hozzaadott éleket azonositva az eredeti élekkel egy olyan
zart sétat kapunk, amely mentén a G graf minden élét kétszer bejarva mehetiink végig.

5. Jelolje ny,...,n; az egyes komponensek csucspontjainak szamat. Ekkor az egyes komponensek
pontosan akkor tartalmaznak legkevesebb élet, ha azok fak. De ekkor a graf éleinek szama

ng—1+--+np—1l=n+---+np—k=n—k

Ezzel az alsé becslést belattuk.

A fels6 becslés igazolasahoz elészor vegyiik észre, hogy az nq, ..., ny pontokbdl 4116 komponensekben
akkor van a legtobb él, ha minden komponens teljes graf. Konnyen igazolhatd, hogy ha n; > 2 és
n; > 2, akkor teljesiil az

nl(nl — 1) nj(nj — 1) (TLZ +n; — 1)(711 +n; — 2)
2 + 2 < 2

egyenldtlenség. Ez viszont azt jelenti, hogy az m; és n; pontokbdl all6 teljes graf élei szdmdnak
Osszege kisebb, mint az 1 pontbdl all6 graf (nincs benne él) és az n; + nj — 1 pontbdl 4ll6 teljes
graf éleinek Osszege. Azaz, akkor kapjuk a legtobb élet, ha &k — 1 db izolalt pont és egy n — k + 1
pontbdl allo teljes graf alkotja a k db komponenst. Egy n — k + 1 pontbdl all6 teljes graf éleinek

szama pedig
n—k+1
()

6. Mivel a,, = c1 A\T+c2Ay alaki (ahol \; = 44+/15 és Ay = 4—+/15), ezért a,, megoldasa egy masodfoki
homogén, konstans egytitthatés differenciaegyenletnek, amelynek karakterisztikus egyenlete

A=A =) =22 = (AL + X))+ Mo = A2 —8A + 1.
Ezért a,, teljesiti az
apt2 = 8ant1 — an

differenciaegyenletet. Mivel
ag = 65 és ap = 10,

azért a rekurzié miatt a, minden n-re egész szdm lesz, és oszthatd 5-tel.



