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TARTALOMJEGYZEK

#4## = szerkesztés alatt, hidanyos,

V = van utmutatas,

¢ = van részletes megoldas,

+ = érdekes

I' = tanulsagos feladat,

* = nehezebb, becsapds feladat,

+ = felhasznalhato, érdekes feladat,

© = kiegészités, megjegyzés, érdekesség,
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Rész 1
Feladatok






Fejezet 12

Kétvaltozos integral

12.1 Elemi feladatok

12.1.V) Szamitsuk ki az aldbbi szukcessziv') (ismételt) integralokat:

7 /5 2 /9
aé) f(fx2—|—y3dx) dy , f(fx5y3dy) de |
3 \1 1 \B
bé) [ [f ahol f(x,y) ==x/y é H az A(2,3), B(2,5), C(6,5),
H
D(6,3) pontok altal hatdrolt téglalap.

c) [ [ (22®+ 32y + 4y?) dady .

[1,2]x [0,3]
b v(z)
12.2.V$) Szémitsa ki az aldbbi [ [ f(z,y)dydz integrdlokat, ahol
a u(x)

a) u(r)=12>-2x—4,v(x)=32>+8z, f(xv,y) = 32% + 8y* — zy ,
0= —6.83, b—8.49,

b) u(r)=a2*+2—4,v(r) =3r+8z, f(r,y) =2*+ay,a=3,b=09.

12.3.V) Szamitsa ki az alébbi [ [ f integrdlokat, ahol a H tartoményt alulrél
és feliilrol a g és h fiiggvényg('j?bék hataroljak:

a¥) f(r,y)=z+y, gl@)=2>+2z, h(r)=4-27,

bé) flr,y) =2y, g(z)=2>, hlz)=z+2,

D) egymds uténi (lat.)
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c) flz,y)=ycos(z), g¢g(x)=sin(x),h(r)=2sin(z), 0<z<r.

12.4.V) Szamitsa ki az aldbbi [ [ f integrdlokat. (Minden esetben rajzolja
H

fel a H tartomanyt is. Ahol lehet, szamitsa ki az integralt mind fligg6legesen,
mind vizszintesen is.)

a®) f(x,y)=2*+y+1, H-tazux-tengely, y-tengely ésazz+2y =1
egyenes hataroljék,

b®) f(z,y)=vV1—2a2 é H={(r,y):z<y<1 0<z<1},

c) f(z,y) ==y és H akoordindtatengelyek és az y = 1 — = egyenes
altal bezart korldtos halmaz,

d!'¢) f(z,y)=2>+y*>, H=ABCA = az A(3,2), B(5,8) és C(9,4)
pontok altal meghatarozott haromszog.

ed) f(z,y)=yx és H =az(1,0) kozepii egységsugari kor = tengely
feletti fele,

f14) f(x,y)=vy és H = origdkozepii egységsugari kor I. siknegyedbe
esO negyede,

f2) flz,y)=1422y és Haz y=+/v, y=2x—1ésx=0gorbék
altal hatarolt korlatos halmaz.

f3) flx,y) =2e¥ és H-tazax=0,y=0,y=2¢éy=4—2x
egyenesek hataroljak,

12.5.V4#) Adja meg a H tartomanyt az aldbbi feladatokban:

3 4dzx—z2

a) 1f 1f f(z,y) dydz
V3/2 /1-y?

by [ [ flxy)dedy,

V32 1/2
I4+v1—y

) f2 T f (@y) dedy |

12.6.V) Cserélje fel az integralas sorrendjét (azaz vizszintes és fliggbleges
irdnyat) az aldbbi feladatokban:

1.5 3—y/2 3 dx—z2

) [ oy, Ojjm,y)dxdy, [T ey dyde.

0 1 1
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1 1y V32 /192
[ [ fydedy, [ [ flz,y)dedy,
0 _1i—y? V32 v
3 a2 4 22
b*¢) fff:vydydx+f ffxydydx
0 2x—6

c) a 12.5) feladatban szerepl integrdlokban.

12.7.V$) Szémitsa ki az aldbbi [ [ f integrélt:
H

a) f(z,y)=e", H-tazax-tengely, az y = z és az © = 1 egyenesek
hataroljak.

12.2 Transzformaciok

12.8.V) Szdmitsuk ki az aldbbi [ [ f integrélokat polartranszformdcié segitségével,
H

ahol:

a®#) f(x,y)=vy és H =origdkozepi egységsugaru kor I. siknegyedbe
esO negyede,

b®) f(z,y) =yx és H =az(1,0)kozepli egységsugari kor = tengely
feletti fele,

c1) flzy)= a2 +y2 és H={(z,y): 2> +9y* <1, y> —a},
c) flr,y)=In(1+22+y?) é H={(z,y):1<2?+y> <4},
) floy)=at-2ey & H={(@y):1<a®+y? <4, Yo <y< Vi),

Q) flay)=sc+y & H={@y:5+%5 <1},

12.9.V) Szamitsuk ki az aldbbi [ [ f integrdlokat linedris transzformécié
o

segitségével, ahol:

a¢) f(x,y) =22 —y*> é H = az A(0,0), B(3,1), C(5,4), D(2,3)
pontok altal meghatarozott paralelogramma,

b) f(z,y) =2y é H = az A(0,0), B(1,2), C(1,3), D(2,1) pontok
altal meghatarozott paralelogramma,

c) flz,y) =x+y é H =az A(=2,0), B(0,3), C(2,0), D(0,-3)
pontok altal meghatarozott paralelogramma,
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12.10.V) Szdmitsuk ki az aldbbi [ [ f integrdlokat egyéb transzformdcié
H
segitségével, ahol:

a®) f(ryy)=y/x, H=az y=
gorbék altal meghatarozott korlatos sikrész,

b) f(z,y)=1, H=az y=2%/2, y=22>, y=16é y=
gorbék altal meghatarozott korlatos sikrész.

y=1xés y =20

8] =

Y=



Rész 11

Utmutatasok






Fejezet 12

Kétvaltozos integral

12.1 Elemi feladatok

12.1.) Amennyiben H az x = a , x =0b, y = ¢ és y = d egyenesek &ltal
hatarolt téglalap, akkor:

"vizszintes” integralas esetén

//f/d(/bm,y) d:c> dy=/d<Fx<b,y>—Fx<a,y>> dy = G (d) - G ()

c C

ahol F,(x,y) az f(x,y) fiiggvény z szerinti primitiv fiiggvénye, azaz

%Fx (2,y) = f(@,y)  ((2,y) € Dom(f))

és G (y) az  F (b,y) — F, (a,y) egyvéltozds fiiggvény primitiv fliggvénye;

"fliggoleges” integralds esetén
b [ d
//f —/ /f(x,y) dy | doe = /(Fy(x,d) — F,(x,¢)) do = H (b) — H (a)
H a c

ahol F(z,y) az f(z,y) fiiggvény y szerinti primitiv fiiggvénye, azaz

0

gyl @y = Iy ((@y) € Dom())

11
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és H (z) az F,(x,d) — F,(z,c) egyvaltozds fliggvény primiti fiiggvénye.

Fubini tétele szerint a fenti két szamitasi moédszer egyenértékii (ugyanazt
az eredményt adja). A gyakorlatban sok esetben az egyik irdny kiszamolhato,
a masik nem, ezért érdemes mindkét iranyt megtanulnunk.

12.2. Hasznaljuk az el6zo feladatban ismertetett szukcessziv integralas
alabbi, dltaldnositott képletét:

b [ v(z b

)
/ [z y)dy | doe = / (Fy (z,0(x)) = Fy (z,u(z))) dv = K (b) — K (a)

a u(m) a
ahol K () az F,(z,v(z)) — F, (z,u(z)) egyvaltozds fliggvény primitiv
fliggvénye.

12.3. El6szor szamitsa ki a g és h fiiggvénygorbék metszéspontjait, majd
allapitsa meg, hogy g és h kozil melyik alkotja H alsé- és felsé hatarat, végiil

szamoljon a 12.2. feladatok mintajara.

12.4.d) Az ABCA oldalegyeneseihez hasznélhatja az alabbi képletet:
az U(uy,uz), V(v,v9) pontokon dtmend egyenes egyenlete

(x —v1) (ug —ve) = (ug —v1) (y —v2) . O

12.5. Minden esetben készitsen abrat a H halmazrdl!
12.6. Készitsen dbrat a H halmazrdl!

12.7. Néhany feladatban az integrél csak egyik iranyban lehetséges (vagy
fiigglegesen, vagy vizszintesen.)

12.2 Transzformaciok

ALTALABAN a transzforméciékrol:
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Az [ [ f(z,y)dzdy integrdlbanaz x = u(k,l),y=v(k,{) helyettesitést
B

alkalmazvaa J: (k,{) — (x,y), pontosabbana  J(k,?) = (u(k,{),v(k,{))
fliggvény determindnséra (in. Jacobi -determindns)  van sziikségiink:

sru(k, 0) gu(k,l)
det(J) = det
arv(k 0) (k. 0)

ami alapjén
//f(x,y)d:vdy: //f(u(k,ﬁ),v(k,ﬁ))-det(J) dkdl

ahol J'M =H (vagyis Dom(J) = M és Im(J) = H).
12.8. Az
r=1r-cos(p)+uy, y=r-sin(p)+uvy

helyettesitést hivjuk polartranszformacionak. Ekkor a helyettesités deter-
minansa

et | 08 (p) —r-sin(p) | _ .
J(r,¢) = det sin (¢) 7 -cos(p) - H

A poléartranszformaciot legtobbszor kor alaku H tartomanyok esetén hasznaljuk,
ahol (ug,v9) = a kor kozéppontja.

Ellipszis alakii H tartomany esetén a fenti transzformacio
r=a-r-cos(p)+uy, y=>b-r-sin(p)+uv

valtozatat, az in. Yvory transzformaciét hasznaljuk, melynek deter-
minansa

a-cos(p) —r-a-sin(yp)

b-sin(p) r-b-cos(p) =reab. U

Y (r,p) = det

12.9. Ha a H tartomény paralelogramma alaku, vagyis az @ = (aq, by)
és T = (ag, by) vektorok feszitik ki, kezdéesicsa A(cq, co) , akkor az

r=amk+bl+c, y=ak+bl+c (0<k(<1)
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helyettesitést alkalmazzuk'), amit linedris transzformaciénak hivunk. Ekkor
a helyettesités determinansa

det (J(k, 0)) = det [ @

az

bl :| = a1b2 — (Igbl O
by

12.10. Altaldban, ha a H tartomdnyt az y = ky - o), y=rko p(x)
illetve az  y ={01-(x), y={ly-1(x) gorbék zarjék kozre, akkor H minden
P(z,y) pontja az  y = k- ¢(x) és y = £ - (x) gorbék metszéspontjaként
megkaphaté (k; < k < ky , {1 < £ < {5), ami alapjan felirhatunk egy
J: (k,0) — (x,y) transzformécidt.

a) ki=1,k =4 61—1 by = 2. Azy—zesy—ﬁx gorbék
P(z,y) metszéspontjat az y = % = lx egyenletrendszer megoldasabdl kapjuk,

vagyis P(x,y) = ( Zv\/_) ) Tehat a

J: (k,0) —> <\/§ @)

helyettesitést (transzformaciét) kell alkalmaznunk, aminek determindnsa

1 =1 [k 1
o owke 20 el L
det(J) = det N
2 k 2 l
hiszen
) o [k 1 1
—u(k,l) = _\/j: —
ok ok\ ¢ 25\@ 9
0 9 [k 1 3/2_—1\/E
et (k0 = 84\/;_ 2 VEEH? = AN
és

%U(k@ ak\/_zz— \[ v (k,0) agx/_e—2\[.

1) ugyanis ekkor a paralelogramma minden pontjéra P(x,y) = A+ k%@ + (7 ahol
0<k£<1.



Rész 111
Megoldasok
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Fejezet 12

Kétvaltozos integral

12.1 Elemi feladatok

12.1.a;) El6szor a bels6 zardjelet szamitjuk ki:
Ja?+y? de = %x?’—ky?’x—i—C’,
5
r=>5
[ o de = [ 447 75 = (35 4 0°9) = (54 404) = S 07
ezutén [ S +P dy =Sy + 1yt + O,
7
- T_
végil [[f=[%+ydy=[Fy+])
= (&.7+17) — (2 -3+ 13%) ~661.3333
ap) El6szor a belsé zaréjelet szamitjuk ki:
[Py dy = 2°3y* + C,
9
[a®y dy = a*3 [yl Ts = a5 (0" - 8) = M,
ezutan f %xf’ dy = 2465 1 28+ C = 2465x6 +C

4

végiil fff f 26515 Jp = 265 [6]77 — 2185 (96 _ 1) = 6470.625.

=1 " 24

b) "Filiggblegesen” integralva: fff f (fmdy)

Eloszor a belso zéardjelet szamitjuk ki:

17
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fmdy:xfidy:xln|y]+0,

< |

We—

2y = [Infy[])=5 = = (In(5) = In(3)) = (3) ,
ezutén  [zln(2)de=In(3) 122+ C, végil
[[f= facln (3)dz =1In(3) [%xz}g =In(3)-1(6*—2%) ~8.1732.
H )
5 /6
?Vizszintesen” integralva: [ [ f= [ < J 5dx)
H 3 \2

El6szor a bels6 zardjelet szamitjuk ki:

f%dx:%fxdyzﬁxz—i-C,

/

ezutan [ dy = 16Infy| +C, végil

=6
dy= 3 i = 5 (62— 2) =1

2y ’

< |8

I{ff = 3f5§dy = 16[In|y[]5 = 16 (In (5) — In(3)) ~ 8.1732 .

12.2.a) Elészor

sot yhe 2 2 2 8 1, 2]y=3z"+8z
2 2f 4 (322 + 8y? — xy) dy = 32y + Sy° — Jay ]y:x2_2x_4 =

= <3x2 (32 + 8x) + § (32% + 8z)* — 1z (32?2 + 8x)2> —

—<3x2(x2—2:17—4)+§(a:2—2x—4)3—%m(x2—2$—4)2> =

= 28,6 + 5882° + 15162* + 0443 4 202 + 2647 4 242

mésodszor
8.49

[ (BRaf 45882 + 15162 + 25103 4 2027 + 2642 + %32) du =
—6.83

r=849
=—6.83

— [208 7+98:L’ + 1516:E5+941£C4+20 3+132:E +512 ]
= (3 -8.497 + 98- 8.49° + 130 . 8 49% 4 2L . 8 49% + 20 . 8493+
+132-8.49% + 222 . 8. 49)
— (25 . (—6.83)" +98 - (—6.83)° + 1316 . (—6.83)° + 4L . (—6.83)" +

+2.(—6.83)" + 132 (—6.83)* + 212 . (—6.83) ) ~
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~ 8.3951 x 107 .

3z +8z
=3/z+8x
b) [ (P +ay)dy =[Py + e N =
2 4+x—4

= <$2 (3T + 8z) + 3= (3\/5—1-8:6)2)—(3:2 (2 +x—4)+ 32 (I2+SC—4)2> =
= Lg% ot 1 83 4 By gy 4 97 (/7)
I{ff f(——:v — 2zt + 884+ B 8:U+27(\/_)>dx:

9
_ |54 78,44 2,3 2.5 _ 1.6_ 4.2 _—
—[7(\/§)+8x+6x 21’ — 5T 495}3—

L8 /3y TS 90248 9814 .

12.3.a) ¢ és h metszéspontjai pontosan a g(z) = h(z) azaz az
22+ 22 =4 — 2% egyenlet megolddsai: 1 = -2, 25 =1.
A [-2,1] intervallumon 2% +2r <4 —2? | tehdt

fff f( f x+y)dy) dm:fl([fy+y2/2]y x2+2x>dx_

“2 \a212s 2

= [ (m(4—x2)+(4—:p2)2/2—:1c(m2—|—2x)—(x2+2x)2/2>dm:

= [ (~42° 82>+ du 4 8)dw = [~a* — a4+ 207 + 8], =

=(-1-5+2+8) - (—(-2)' - 3(-2>+2(-2)*+8(-2)) =9.

b) g és h metszéspontjai:az > =1+ 2 egyenlet megolddsai:
Ty =—1,2,=2. A[-1,2] intervallumon 22 <z +2, tehdt

p10= 1 (Tavw)as= f () [ esor - e

1 51
2 2
= [(—a*+2? +4z +4)dx = [—%x5+%x3+2x2+4x]_1:2 :

-1

y=1/2—x/2

1
12.4.a) Fiiggblegesen: [ [f= [ ( [ (@@+y+1) dy) dx =
H 0

y=0
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y=1/2—z/2 dor —

1
= [+ + o),

1
zof(—%x3+§x2—%x+§) dx = [—1$4+%9§3—§x2+§x}é =

=145 _3,.5_g=1
=—s5tua—§5ts-0=3.

Vizszintesen:

1/2 /z=1-2y 1/2 e
fff:f( f (m2+y+1)dx>dy:f<[§$3+yx+x}m:0 y)dy:
H 0 =0 0
12 1/2

_ Of Fr-29’+y(1-2y)+(1—-2y)—0)dy = bf (=3y° +2y° =3y + ) dy

_[_2,4,23 3.2 4 1/2 _ 2
= [+ -yl =3

y=

1 1 1 —
12.4.b) Fiiggblegesen: [ [f= [ ( | v1i- :U%Zg;) de = [ [yv/1— xz}z;i dr =
H 0 \y=x 0

1 1 1
= [Vi—-a22—zV1—22de=[V1—22de+ L[ —22(1 -2 V2 gy =
2
0 0

0
= [% arcsin(x) + zllSin(2 . arcsin(x))}(l) + % [%(1 _ m2)3/2}é _
= (% arcsin(1) + 4 sin(2 - arcsin(1)) — 0) + 4 - 2(0 — 1) =
=(2+0)—1=2-1~04521

mivel a 9.13c;) feladat) szerint

[ V1 —a2dz = § arcsin(z) + 1 sin(2 - arcsin(z)) + C' .

1 /z=y
Vizszintesen: [ [f=[( [ V1-— x%lx) dy =
i} 0 \a=0

ismét a 9.13c;) feladat szerint:

1
[ [} arcsin(z) + 1 sin(2 - aresin(z))]"_; dy =
0

=0

(% arcsin(y) + isin(Q -arcsin(y)) — 0) dy = (&)

I
o .
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ahol 1 [arcsin(y)dy =1 <y -arcsin(y) + /1 — y2> /Ltip.hely./

és sin(2 - arcsin(y)) = 2y\/1 —y?  miatt
Loy /1 dy —1.22(1 42" /Ltip.hely./
TEHAT
1

(R = [% (y-arcsm + \/7> +1-30 _y2)3/2} —

0
:(%(arcsin(1)+0)+0)—(%(0—1—1)%—%'%2'1):%_%NO‘4521'

12.4.d)
a = BC egyenes egyenlete (x —5)(4—8)=(9—-5)(y—38)
azaz y=-—x+13 vagy x=-y+ 13,
b= AC egyenes egyenlete (x—3)(4—2)=(9-3)(y—2)
azaz y:%x+1 vagy T =3y —3,
c = AB egyenes egyenlete (z—3)(8—-2)=(5-3)(y—2)
azaz Yy =3x — 7 vagy a:z%y%—% :
"Fliggblegesen” integralva (x = 5 -nél el kell vdgnunk):

1= f(ffxydy>dx+f<y7“f<m,y>dy>dx,

y=b

5 y=3x—T7 5
az els6 tényezd [ [ @+y?)dy|de= [ ([95 y+ 41194]5—32:1) dr =
3 y:%z«kl 3

(2 Ge -7+ 1B -7 =2 (Ja+1) = 4 (Jo +1)") do =

—u P—u

(124110 1'4 5(2)2;2 513'3 + 1960 513'2 303881, + 600) dr =

w
[\
oo

5 1;57)8 4 + 1960.CE3 1544 2 +600[B:| o —

8

w
[\
oo

I

— — W
|
—

_55_13?8 54 1960'53—%'524-600'5)—

(328 35 1258 34 1960 33 15344 . 32 + 600 - 3) _ 5181152 ~ 631. 5062

oo
—_

9 [ y=—z+13 9
a mdsodik tényez6 = [ [ @+ dy|de=[ <[$ Y+ 41194] z:,zﬁg

)dx:
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(xQ(—x+13)+§(—x+13)4— 2(lp41) =1 (Lo +1) )dx:

—w© “*—o

(20 — 383 4 16,2 65925 4 7140) do =

ix&'y g;lA‘i‘ 796 3 — 3296 2+7140 }

I
— —
oo
—

4 97 796 3296
&-90—51.91 4 T6.93_ 3296.92 4 7140 9) —

1
— (& 5" — 55"+ 00 .55 — 32052 4 7140 - 5) = 1218 &~ 1891.1605,

tehat

fff 51 152 1521184 - @ ~ 2522.6667 .

"Vizszintes” integralds esetén y = 4 -nél kell elvagni:

[15=] (T swas)an ] (T rwaie)an = = 0

12.4.e) H képlete: H = {(z,y): (z — 1)’ +12<1,0< yb, ezért

2 1—(z—1) 9
fffofyx dxdy:f f y-xdy d‘r:fx'[%yQ]z:\/l—(a}—l)Q dr —
H H 0 5

=0
0

2 2
[l o= 102 = 0)do = } [ (- + 20 dr = } [ha* + 307] -

N[ =

1(_1 2 2
=5 (-3 2'+3-2°-0)=3
(Lésd még a 12.8.b) feladat megoldésat is.)

12.4.f;) H képlete: H ={(x,y):2*+¢y*<1,0<z, 0<y}, ezért
"Fliggolegesen” integralva:
=/1—

1 [y 2 1 Y 1
fff:f( J ydy)deI[%yQ]z_ol de =3 [1—a”de =
H 0 0 0

y=0
L. 1,310 1 _1)_1
=3[z 395}0*2(1 5) =35
"Vizszintesen” integralva:

r=1/1—y2

1 1 1
[[r=] [ yde|dy= [y\/1—y2dy=3 [—2 )2 dy =
H 0 0 0

=0
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1
3/2 _
——%'5[(1_1/2)/h:?l‘é(o—l):%-

(Lasd még a 12.8.a) feladat megoldésat is )

12.5.
a) H={(r,y):1<y<dr—2? 1<zx<3}, tehdt H -t az y =
4r — x? parabola és az x = 1 , = 3 és y = 1 egyenesek hatdroljik.

b) H = {(x,y):%gxgﬂ, #Syg‘é}, tehat H -t az
1?+y? =1 kornek az x = 3 egyenestdl jobbra esd szeletének az y = %ﬁ és
Yy = */75 egyenesek kozotti darabja alkotja. Mivel azonban ez utébbi egyenesek
éppen a korszelet " cstuicsain” haladnak at, nincs is szerepiik H hatarolasaban.

Ez azt jelenti, hogy H pontosan az origd kozépponti, egyégsugarti korbol

az r = % egyenes altal levagott kisebbik korszelet.

c) H:{(x,y):yga:gl—i—\/l— , 0§y§2}. Mivel azonban 1 <
y esetén a /1 — y kifejezés nem értelmezheto, ezért ilyen y -ok nem adnak
tényleges pontokat H -hoz. Igy

H = {(m,y):ygxgl—i-\/lT, Ogygl}, tehat H -t az y =
1 — (x —1)® parabola és az y = x (jobbra), y = 0 (=z tengely, felfel¢) és
y = 1 egyenes (lefelé) hataroljdk. Az y = 1 egyenesre nincs sziikség, az el6z6
feladathoz hasonlé okok miatt.

12.6.

a;) A feladatban felirt képlet vizszintesen integral. Ekkor H éppen az
A(0,0), B(0,1.5) , C(2.25,1.5) és D(3,0) pontok altal meghatarozott trapéz
(készitsen &brat!), ezért fiiggéleges integralaskor x = 2.25 -nél ketté kell
vagnunk a H tartoményt. Mivel az x = 3 — %y egyenes ekvivalens y = 6 — 2x

-el, igy

1.5 [ z=3-y/2 2.25 [ y=1.5 3 [y=6-—2x
f( J f(m,y)dx)dy: / ( i f(x,y)dy)dx—i—f < S f(x,y)dy)dx.

0 =0 0 y=0 2.25 y=0

b*) A feladatban felirt képlet fiiggélegesen integral. A H tartomanyt
az x tengely, az y = x? parabola, az x = 4 fiiggbleges és az y = 2z — 6 (ferde)
egyenes hataroljak (készitsen dbrat!). A két egyenes a (4,2) pontban metszi
egymast, ezért vizszintes integralaskor y = 2 -nél ketté kell vagnunk a H
tartomanyt. Mivel az y = 2x — 6 egyenlet ekvivalens z = £ + 6 -al, igy

2 [ z=y/24+6 16 [ x=4
I{ff:f( Ik f(x,y)dx)derzf(f f(:v,y)dx)dy.

0\ »=yy =i
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12.7.a) H tulajdonképpen az O(0,0), A(1, 1) és B(1,0) pontok altal meghatérozott
haromszog. A vizszintes és a fiiggoleges lehetOségek:

pir=f ()= (jen)a

Liouville tétele szerint az [ e*” dz primitiv fiiggvény képlettel nem irhato
fel, ezért csak fiiggolegesen tudunk integralni:

1

I{ff = Ofl (Z erd?J) de = [ ([yeﬂy:x> dx = } <$6$2 - 0) dr = %Olexerdm =

0 y=0 0

9 1
] =5~ 13501
0

N |+

12.2 Transzformaciok

12.8.a) Az {z=r-cos(p)+uy, y=r-sin(p)+ve} helyettesitésnél (ug,vy) =

0,0) a kor kozéppontja, 0 <r <1és0<p <x/2, tehat
¥

[ utsty= (st rar) o - P (foa) as -

0

71'/2 1 7r/2
= bf sin () - [3r°] , dp = Of sin () dp = L [~ cos ()]7/* = 1

b) Haszndljukaz {z =1-cos(¢)+up, y=r-sin(p)+ vy} helyettesitést:
(uo,v0) = (1,0), 0<r<1é0<p<m, tehdt

1= st (om0t
= (s @)cos()+ rsin o) ) o=
 J (s 6o 3], 0[5 i =

- %Of%sin@so) do+1 f () dip = L1 [L (— cos (20))] "+1 [(~ cos ()] =

_ 1 _ 2
= 0+3(14+1)=2.
(Lésd még a 12.4.e) feladat megoldését is.)
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12.9.a) A paralelogrammat az w = (3,1) és T = (2, 3) vektorok feszitik
kit tehat alkalmazzuk az {z = 3k + 2, y = k + 3¢} helyettesitést:

fff=f1]1"(3k+2€ — (k430 (3-3—1-2) dkdl =

11 1 1
= [ [ (8K + 6kt — 5¢2) - 7 dkdl =T [ (f (8K? + 6k — 5(2) dk) dt =
00 0 0
F (1813 . 62 21.]k=1 (s 6 2
:76[<[§k +§k:€—5£k}k:0>d€:7b[(§+§€—5£ —0)dl =
1
=T+ =530 =T(G+3-3-0) =%

12.10.a) Az Utmutatds alapjan {x = \/g LY = \/ﬂ} , det(J) = % és
1<k<4,1</(¢<2. Ezek alapjan

gfy/xdxdy— <f\/_/\f 1dk) lf(f%dk;) :j(f%dk)dﬁ:

ASPRL= "3 3912 _ 3
:Llf[§k}k:1d£:i/‘§d€: 34, =3

eof

D ellenérzés: B+ v =D+ 7w =C.



