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Mesék a valoszinuségszamitasbol

Szalkai Istvan, Veszpréem
szalkai@almos.uni-pannon.hu

Néhany klasszikus feladatot jokedvii mesébe burkoltunk, igy a tapasztalatok szerint a dia-
kok veszik a lapot, matekoran még nevetni is szoktak. A feladatokat témak szerint csopor-
tositottuk, nem feltétleniil az elején vannak az érdekesek és a végén az unalmasak. Hamarosan
kozzétessziik a megoldasokat is.

Koszonet Tarjdn Kldra és Orbdn Eva kolléganéimnek az otletekért!

Bér az legtobb matematikai kdnyvben, cikkben, és a tanordkon az "esély" sz6 a "valoszini-
ség" szinonimaja, az egészségiigyi statisztikaban, és még sok masutt nem az (lasd példaul
[wiki-Odds]) :

Esély (O - odds): ,,hanyszor akkora a valdszinlsége annak, hogy
az esemény bekdvetkezik, mint annak, hogy nem kovetkezik be
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Eseményalgebra, elemi feladatok

(E1) Jel6lje A azt az eseményt hogy a meleg, mig B azt hogy hideg csapot nyitottuk meg.

a) Mit jelent A+B illetve A-B?

b) frjale A ésB kozotti miiveletekkel azt, hogy tiizforrd, megtelt a kad, iires, langyos, .... .

c) Jelolje C azt, hogy a lefolyédugdt is kihtiztuk. Folytassa.

(E2) Harom vadasz 0.7, 0.5 illetve 0.9 valdsziniiséggel talalja el a vadat. Mekkora esélye

van a disznonak?

(E3) Egy hallgaté két helyre adja be palyazatat, ahol egymastol fiiggetlentil 0,4 - 0,4 valo-
szinliséggel utasitjak el. Mennyi a valoszintlisége, hogy legalabb az egyik palyazatat elfogad-

jak?

(E4) A Catan telepesei jatékban miért kisebb par szamkartya (példaul 2 és 11) , azaz allito-
lag kisebb valoszintiségii a két kocka 0sszege? (Lasd még az (E20) feladatot is.)

(E5) a) Ha a fiuk és a lanyok sziiletéseinek valosziniisége p ill. q=1-p, egymastol (és az
apatol is) fliggetleniil, akkor egy kétgyermekes csalddban melyiknek nagyobb a valdsziniisé-

ge: azonos vagy kiilonbézé nemiek a gyermekek?

b) Mi a helyzet a haromgyermekes csaladokban, ha p=0.51 ¢és q=0.49 ?

(Lasd még a (B7) feladatot is.)

(E6) Az 5-fubatkis pénzérme p= 1

valdszinliséggel fej, mig 1-p valdszinliséggel iras.

a) Az érmét haromszor feldobva mekkora valosziniiséggel lesz a harom dobas azonos (csak

3 fej vagy csak 3 irés) ?

b) Kétszer feldobva mekkora valoszintiséggel kapunk egy fej és egy irast? (Sorrend nem

szamit!)

(E7) Tegyiik fel. hogy minden héten a beérkezett érvényes lottoszelvények szama 2 millio.
Mennyi a valésziniisége, hogy 20 egymas utani héten at nincs ottalalatos lottoszelvény ?

(E8) Egy kisérletnél azt tapasztaltak, hogy annak a valosziniisége, hogy egy allat virus-
fert6zésben megbetegszik 0,1. Melyik eseménynek nagyobb a valdszintisége: 20 allatbol leg-
feljebb 2 betegszik meg, vagy 10 allatbol legfeljebb 1 betegszik meg, ha az allatok egymastol

fiiggetlentiil betegszenek meg?

(E9) Tegyiik fel, hogy az év 365 napjan ugyanolyan valosziniiséggel

szliletnek az emberek.

a) Mennyi a valdszinlisége annak, hogy 4 tetszélegesen kivalasztott
ember koziil mindenkinek mds napon van a sziiletésnapja ?

b) Mennyi a valoszinlisége annak, hogy 3 embernek ugyanazon a
napon van a sziiletésnapja ?

KETSZER DUPLA SZULINAP

A torténet nem mindennapos: négy €v kiilonbséggel, ugyanazon a napon
adott életet egy-egy ikerparnak egy angliai anya. Mindkét alkalommal ter-
mészetes Uton esett teherbe fiaival. Mindkét ikerpar keétpetéjd, ami fovabb
ndveli az eset ritkasagat. Matematikusok szerint ennek minddssze
1:500 000-hez az esélye. Kim Hafer 2008. jilius 18-an sziilte meg az elsd
ikerpart, Tristant és Blake-et, akiknek kistestvért szerettek volna a sziilok.
Leginkabb lanyt és foleg csak egyet. Nagy volt a meglepetés, amikor kideriilt,
hogy Kim ismét ikrekke! terhes, akik szintén kétpetéjliek, és ismét mindket-
ten fiuk, Az asszony magas vérnyomasa miatt a sziilés a szamitottnal két
héttel elobb megindult, igy Devon és Logan nem késlekedett, hanem pont
bétyjaik sziiletésnapjara érkeztek. Ez a négyes sziilinap nem lesz éppen olcso
mulatsag a sziiléknek...

Naplo, 2007.0kt.12.

Minden Cotton
gyerek egy
napon sziiletett

Marysville (nt) — Nem
nehéz megjegyeznie gye-
rekei sziiletésnapjat egy
sziil§i parasnak az Egye-
siilt Allamokban: immar
harmadik potontyuk szi-
letett okt6ber 2-4n.

Cottonék — Jenna és Willi-
am Cotton — 2007. okt6ber 2-
4n egy lnnyal szaporodtak,
2003 és 2006 oktGberének
mdsodik napjin pedig egy-
egy fitval.

Az Ohio Egyetem statiszti-
kaprofesszora szerint annak
az esélye, hogy egy harom-

gyermekes csalddban mind-

egyik utéd mds-méds év
ugyanazon napjén ldssa meg a
napvildgot, egy a 133 ezerhez.



C) Mennyi a valosziniisége annak, hogy 23 ember kozott van kettd, akinek ugyanazon a
napon van a sziiletésnapja ?

d) Legalabb hany tagu tarsasag esetén mondhatjuk ki 99% valosziniiséggel, hogy van kettd,
akinek ugyanazon a napon van a sziiletésnapja ? (Lasd még az (E17) feladatot is.)

(E10) Egy 31 f6s osztalyban a szokasos modon akarjak egymast karacsonykor megajandé-
kozni a gyerekek: december elején az egyik osztalyfonoki oran egy kalapba beleteszik a 31
nevet, és sorban mindenki kihtizza annak a nevét, akinek ajandékot készit.

a) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a hiizast meg kell ismételni,mert valaki a sajat nevét
hazta? b) Mekkora ennek a valosziniisége n gyerek esetén ?

(E11) A szabalyos ("Platoni") testekkel (tetraéder, kocka, okta-, dodeka- és ikozaéder)
csak Otféle egyenletes eloszlast (1/n) tudunk kisérletileg eldallitani (n=4,6,8,12,21). Adjunk
meg minden n>1 -re egy olyan térbeli testet, amellyel az 1/n egyenletes eloszlas eléallithato.

(E12) Egy szorolapterjesztd véletlenszerlien tesz szorolapot néhany postaladaba egy 1ép-
cs6hazban. Jeldlje A és B azokat az eseményeket, hogy Aladar illetve Béla postaladajaba tett
lapot.

0) Hétkoznapi szavakkal ismertesse az alabbi adatokat: P(A)=0,9, P(B)=0,6 , P(AB)=0,55.
Fejezze ki A és B -vel az alabbi eseményeket €s szamitsa ki valoszintiségiiket: "A terjesztd
Aladar és Béla postaladai koziil ...

a) valamelyik postaladaba tesz szordlapot, b) valamelyik postaladaba nem tesz szorélapot,

C) egyik postaladaba sem tesz szordlapot, d) egyikbe tesz, masikba nem tesz szordlapot.

(E13) Kétfajta sorsjatékon jatszom. Legyen A az az esemény, hogy az elsé sorsjatékon
nyerek, B az az esemény, hogy a masodik sorsjatékon nyerek. Tegyiik fel, hogy P(A)=0,01,
P(B)=0,03, valamint A és B fliggetlenck. Fejezziik ki A-val és B-vel az alabbi eseményeket és
adjuk meg valdszintiségiiket:

a) egyiken sem nyerek, b) legalabb az egyiken nem nyerek,
c) legalabb az egyiken nyerek, d) egyiken nyerek, masikon nem.

(E14) A Mackoé keresztez6désben a jobboldali savban az autdk jobbra kanyarodhatnak
vagy egyenesen haladhatnak tovabb. A zold id6tartama alatt legfeljebb 4 autd tud atjutni a
keresztezédésen. Ha egy autd jobbra kivan kikanyarodni, akkor a mogotte levd autd egye-
nesen tovabb tud menni, de jobbra kanyarodni mar nem tud. Minden aut6 a tobbitdl fligget-
leniil 0,6 valoszinliséggel akar egyenesen tovabb haladni és 0,4 valdsziniliséggel jobbra ka-
nyarodni. Mennyi a valdszintisége, hogy a z6ld id6tartama alatt mind a négy varakozo auto
atjut a keresztez6désen?

(E15***) Tapasztalat: annak ellenére, hogy egyre tobb ember van a F6ldon / Magyarorsza-
gon, egyes csaladnevek véglegesen kihalnak. Mi lehet ennek az oka?
Jelolje po, p1, P2, ..., Pk, ... annak valosziniiségét, hogy egy felnétt férfinak 0,1,2, ..., K, ...
fitgyermeke sziiletik. Ekkor az atlagos fiigyermekszam m = 2= k-px . Adjuk meg a csalad-
név kihaldsanak valdszintiségét!

(E16) Egy idomar bedugja a fejét az oroszlan szajaba, a mutatvany 93% valoszintiséggel
sikeriil. Mekkora a valészintisége annak, hogy a 100. adast is megéri az idomar?
(Lasd még az (F5) feladatot is.)

(E17) Mi a valdszintisége a kovetkezo allitasoknak: " Az én sziilinapom ma van, egypetéjii
ikertestvérem sziilinapja pedig ...

a) holnap lesz, b) holnaputan lesz, c) két nap mulva lesz, d) harom nap mulva lesz." ?
(Lasd még az (E9) feladatot is.)



(E18) A kozismert "k6-papir-ollo” jatékban mekkora valdszintiséggel lesz
a) dontetlen két jatékos esetén, b) harman "korbeverik™ egymast ?
(Lasd még a kovetkezo feladatot is.)

(E19) Szamozzunk meg harom kockat a kdvetkez6 modon:
A-rairjuk a 18, 10,9, 8, 7,5 szamokat, B-re a 17, 16, 15, 4, 3, 2,

C -repediga 14,13, 12, 11, 6, 1 szdmokat.

a) Szamitsuk ki a kovetkez6 valoszintiségeket: P(A>B), P(B>C),
P(C>A). b) Mi a tanulsag? c) Készitheték -e ilyen kockak 1 és 6
kozotti szamokkal ?

(E20) a) Két kockaval dobunk. Ha a dobott szamok dsszege
paros, akkor A nyer, ha a dobott szamok 6sszege paratlan, akkor B.
Ki nyer nagyobb valosziniiséggel ?

b***) Adjuk meg két/harom/... kockadobas 0sszegének eloszlasat.
(Lasd még az (E4) feladatot is.)

w E21*) Mekkora valdszinii-
SZULINAPI. .

P séggel dobunk négy kockaval
DOBJ; ES T ; 20-at7
VASARLASOD ERTEKENEK AKAR

%'AT VISSZAKAPOD 2 (E22**) Hogyan lehetséges,
- AJANDEKKARTVAN! hogy péntek 13-a nagyobb va-
Vasarlas utan dobj B 16szintiséggel fordul eld, mint
4 dobokockavalll mas datum-nap egybeesés?
az aruhazakban erre
kijelolt helyen, és ha a
dobott érték 20, akkor (E23) Az alabbi harom tab-

. - . lazat alapjan allapitsuk meg,
* OKTOBER 13'AN o/ . hogy a gyogyszer segiti-e a

- OKTOBER 14. ES 20. koz6tt 20%—3 ve az 0sszes beteg esetében ?
visszakapod ajandékkartyan!

férfiak nék dsszesen

kezelt | nem kezelt || kezelt |nem kezelt | kezelt | nem kezelt

gyogyult 700 80 150 400 850 480

nem gyogyult | 800 130 70 280 870 410




Geometriai valosziniiség

(G1) Mari és Jozsi a konyvtarban beszél meg randevut. Elfoglalt emberek 1évén csak
annyiban tudnak megallapodni: délutén 3 és 4 kdzott mindenképpen beugranak, de nem lehet
tudni, mikor, valamint legfeljebb csak 10 percig tudnak varni a masikra. Mennyi P(¥)=?
(Lasd még a (G5) és (G6) feladatokat is.)

(G2) Egy 1m -es léc véletleniil két helyen eltort. Mekkora valosziniiséggel
a) lesz mindegyik darab legalabb 2dm hosza,
b*) lehet az igy keletkezett harom szakaszbol haromszdget szerkeszteni ?

(G3) Mekkora valoszintiséggel talaljuk el a 30 cm sugart céltabla 5 cm sugara k6zépso
korét?

(G4) Mekkora valdoszintiséggel talalja el a labda a 70x80cm -es és 50x50 cm -es ablakok
valamelyikét a 3x5m -es tlizfalon?

(G5) A niion és piion (nem 1étezd) elemi részecskék élettartama 3-1073s illetve 2-107%s.
Mekkora valészintiséggel lathatjuk mindkett6t egyszerre a kodkamraban, ha feltételezzik,
hogy az 1s megfigyelési id6 alatt mindkett6 (pontosan) egyszer (valamikor) 1étrejon?

(G6*) Xénia, Yvett és Zita a konyvtarban besz¢él meg randevit. Elfoglalt emberek 1évén
csak annyiban tudnak megallapodni, hogy délutan 12 és 8 kozott mindenképpen beugranak,
de nem lehet tudni, mikor, valamint pontosan 1 6raig maradnak. Mennyi a valdszinlisége,
hogy mindharman 6sszefutnak ?

(G7) Egy pok a baloldali abran lathatdo modon szétte be a 40cm x 40cm-es pinceablakot.
Mekkora valosziniiséggel varja a pok az aldozatat a halo valamelyik egyenes szakaszan?

) il

(G8) Mennyi a valoszinlisége annak, hogy Peches Panka fiilbevaldjabdl a piciny dragakd
éppen beleessen a fiirddszoba lefolyoba, ha a tragikus esemény, azaz a k6 kipottyanasa pon-
tosan a lefolyo folott kovetkezett be. A lefolyd egy 10cm sugara kor, melyen a nyildsok
0,5cm szélesek és 8, 14, illetve 16cm hosszuak.

Bayes tétele

(B1) Piroska sétai soran 10%, 25% ¢és 65% gyakorisaggal valaszt azt erdei 6svény,
folduat és autdbuszjarat kozott, ahol rendre 80%, 60% és 5% valoszintliséggel talalkozik a
Farkassal (aki azonnal be is kapja).

a) P(Hamm) =7
b) Megérkezve Nagymamahoz Piroska csak annyit rebeg mosolyogva, hogy "a folduton
jottem" . Milyen eséllyel hihet neki a Nagyi ?



(B2) A fidkok méretei alapjan reggelente (almosan) 50%, 32% és 18% eséllyel huzok ki
zoknit a sajat, feleségem ill. fiam fidkjabol, melyekben atlagosan 90%, 73% ill. 14% a ram
méretes par.

a) Mekkora valoszintiséggel nem késem el munkahelyemr6l ?
b) Ha nem jon fel, akkor mekkora eséllyel huztam a fiam fiokjabol ?

(B3) Az aruhaz liftjei 0,13, 0,21 ill. 0,09 valészintiséggel romlanak el, és az utasok rend-
re 60%, 16% ¢és 24% esetben valasztjak Oket.
a) Mi a valdszinlisége annak, hogy egy vasarld akadalytalanul feljut az emeletre ?
b) Ha segitségkérést hallunk, akkor az mekkora valosziniiséggel jon a masodik liftb61?
C) Az emeleten tartozkodo véasarlo mekkora valosziniiséggel hasznalta az elsd liftet?

(B4) Egy patkany négy labirintus barmelyikébe egyenld eséllyel fut be. Annak a valoszinii-
sége, hogy 3 perc alatt kijut beldliik, rendre 0,6; 0,3; 0,2 és 0,1 .
a) Mekkora valoszintiséggel bukkan ki 3 perc mulva ?
b) Ha még nem bujt ki, mi a valdszinlisége annak, hogy a negyedikben rekedt?

(B5) Négy termel6tol szallitjak az alma/tej/stb. 1/10, 1/4, 2/5 illetve 5/20 részét, melyek-
nek rendre 40%; 50%; 20%; illetve 90% -a hibatlan.
a) Mekkora valoszintiséggel kapok jo almat?
b) Ha iit6dottet kapok, mekkora valoszinliséggel szarmazik az els6 termel6t61?

(B6) Egy varosban a lakossag fele férfi fele n6. Jarvany esetén a nék 30% mig a férfiak
20% valoszintiséggel betegszenek meg. A koérhazban levo betegek hany % -a férfi ?

(B7) Tegyiik fel, hogy a fiuk és lanyok sziiletési valosziniisége 50%-50% , és tobbgyerme-
kes csaladokban az egyes gyermekek nemei egymastol fiiggetlenek.

a) A kétgyermekes csaladban tudjuk, hogy a nagyobbik fia. Mennyi a valdsziniisége annak,
hogy mindkettd fiu?

b) Ha egy kétgyermekes csaladrol annyit mar tudunk, hogy van legalabb egy fiu, akkor
mekkora valosziniiséggel mondhatjuk, hogy mindketté fia?

c) Mia helyzet a lanyokkal ?

d) Haegy hdromgyermekes csaladrol annyit mar tudunk, hogy van legalabb egy fia, akkor
mekkora valoszintiséggel varhatjuk, hogy lany is van a csaladban?

(B8) Egy drogteszt érzékenysége 90% (a drogot fogyasztok 90% -at helyesen ismeri fel),
valamint specifikussaga 80% (a nem fogyasztok 80% -at ismeri fel helyesen). Ha feltételez-
ziik, hogy a drogfogyasztas prevalencidgja 5% (vagyis az emberek 5% -a hasznal drogot),
akkor mekkora valoszinliséggel valoban drogfogyasztd egy pozitiv teszttel rendelkezd, vélet-
leniil kivélasztott személy ?

(B9) Egy jatékban harom ajtdé valamelyike mogott nagy nyeremény van elrejtve, a masik
két ajto mogott nincs semmi. Ha a jatékos azt ajtdt nyittatja ki, amely mogott a nyeremény
talalhatd, megnyeri azt, egyébként tires kézzel térhet haza.

A jatékos ramutat az egyik ajtora, de a jatékvezetd, hogy tovabb fokozza az izgalmat,
Kinyittat egy masik ajtot, amely mogott nincs semmi, és felajanlja a jatékosnak, hogy tjra
valaszthat a még kettd zart ajto kozil.

Mikor nagyobb a jatékos nyerésének valoszintisége: ha marad az eredeti tippjénél, vagy ha
uj tippet mond ? (A jatékvezet6 tudja, hol a nyeremény, biztosan olyan ajtot nyittat ki, ami
mogott nincs nyeremény, és ha lehet valasztani, akkor ezek koziil véletlenszeriien valaszt.)

(B10) Egy zalogosdi jatékban a "blinds" a kovetkezO "biintetést” kapta. Eléje tettek 20
egyforma poharat, melyek koziil 10-ben édes szorp, a masik 10-ben pedig keserti 16tty van, az
elitélt latja, hogy melyik poharban mi van. A poharakat két asztalra tetszése szerint teheti, de



egyik asztal sem maradhat iires. Ezutan a "zaloghaz" egyik alkalmazottja bekotott szemmel
bejon, valamelyik asztalrdl felveszi valamelyik poharat, és a elitéltnek azt kell kiinnia.

a) Elérheti -e a biinds, hogy legalabb 75% -ban édes szorpot kelljen felhajtania?

b) Oldjuk meg a feladatot 20 helyett altalaban 2-n poharral!

(B11) Philip Josephiné hazmester megfigyelései szerint a meggyilkolt Eustace Leonides
otthonaban a latogatasok 24% -ban Aristide Leonides, 22% -ban Brenda Leonides, 26% -ban
Clemency Leonides és 28% -ban Daudit Leonides volt jelen. Mr. Herculet Poirot szamitasai
szerint a felsoroltak rendre 75%, 80%, 78% ¢és 72% valdszinliséggel palyaztak az elhunyt
vagyonara. Kit gyanusitson meg a legnagyobb valoszintiséggel?

(B12) Faipari termék eléallitasakor, ha kivalasztok 1 hibatlant, akkor mekkora valoszinii-
séggel késziilt ez a kivalasztott termék égerfabol? A készlet és zardjelben a selejtaranyok:
biikk 13t (2%), fenyd 7t (5%), éger 0,1t (0.5%), tolgy 2t (0,7%) .

Fuggetlenség

(F1) Fiiggetlen-e a kovetkez6 két esemény: egy lapot huzok, A=piros, B=asz ?

(F2) Fiiggetlen-e a kovetkezd két esemény: A = van 6-0s, B =van 1-es, ha
a) kétszer guritok kockat, b) 6tszor guritok kockat.

(F3) Két kockaval dobva legyen: A =van hatos, B = 0sszeg legalabb 9. Melyik esemény
erdsiti/gyengiti a masikat ?

(F4*) Mutassuk meg, hogy tetszéleges A, B eseményekre | P(AB) - P(A)-P(B) |<1/4.
(Tudjuk, hogy az A és B események pontosan akkor fiiggetlenek, ha P(AB)=P(A)-P(B).)

(F5) a) Ha egymastol fiiggetlen események az év barmely napjan 99%-os valdszintiséggel
kovetkeznek be, akkor mekkora valoszintiséggel kovetkeznek be az év mindegyik napjan?
b) Mi a helyzet 99.9% illetve 99.99% valoszinliségek esetén?

(Lasd még az (E16) feladatot is.)

(F6*) Dobjunk ol két szabalyos pénzérmét, és legyen A az az esemény, hogy az els6 dobas
eredménye fej, B az az esemény, hogy a masodik dobas fej, C pedig jelentse azt, hogy a két
dobas koziil valamelyik (de csak az egyik) fej.

Mutassuk meg, hogy ekkor az A, B és C események koziil barmelyik kett6 fliggetlen egy-
mastol, ugyanakkor barmelyik kettd meg is hatarozza a harmadikat.

(F7*) Legyen egy bizottsagnak &t tagja: A, B, C, D és E, akik tobbségi szavazassal donte-
nek, A és B 5%, Cés D 10%, E pedig20% valdsziniiséggel téved (a tévedések egymastol
fliggetlenek).

a) Mekkora a tévedés valoszinlisége?
b) Mi torténik, ha a legtobbet tévedo tag (E) mindig ugy dont, ahogyan a legkevesebbet
tévedd (A) ?



Szemléltetések:

Diszkrét valoszintiségi valtozo: Kukori tojashozama,

Folytonos: Riska tejhozama.

Varhaté érték: Két statisztikus az erddben 16: egyikiik jobbra téveszti el a célt 1m -rel,
masikuk balra. "Hurrd! (atlagban) Eltaldltuk!”

Diszkrét eloszlasok

(D1) Esténként hazatérve Arisztid 0,35 valdszintiséggel tudja a kulcsot a zarba illeszteni,
egymas utani probalkozasai egymastol fiiggetlenek. Mi a valdszinlisége annak, hogy legfel-
jebb 9 probalko-zas utan bejut a lakasba?

(D2) A vizsga atlagosan a hallgatok 15% -anak nem sikeriil. Mekkora valoszintiséggel lesz
elég hét vizsgalehetdség ?

(D3) A "Ki nevet a végén" ("Man ich argere dich nicht") tarsasjatékot az kezdi, aki két
kockaval dobva legalabb az egyik hatos. Mekkora valdszintiséggel lesz elegendé ehhez leg-
feljebb 4 dobas? Adja meg & eloszlasat, varhatd értékét és szorasat! / )

D4) Egy kalapacsiités 75%-ban repeszti meg a diot. Hany kalapacsiités hatasos 99% 3
valdszintiséggel ? ——

(D5) a) Ketten felvaltva dobnak egy pénzérmét. Az nyer, aki eldszor fejet dob. Mekkora
valdszinliséggel nyer a kezdd illetve a méasodik jatékos?
b) Ketten felvaltva 16nek egymasra, a talalat valoszintisége pe (els6) és pm (masodik).
Mekkora valosziniliséggel nyer az elsé illetve a masodik parbajozo?

(D6) Adjuk meg a pénztarnal alkalmazott (azaz a végdsszeg utolso jegyét 0 vagy 5 Ft-ra)
kerekités eloszlasat a vasarld szemszogébdl, és szamoljuk ki a varhato értéket, szorast.

(D7) a) Egy iitésre a forrd vas hémérséklete 10% -kal csokken. Hany {ités utan csokken a
hémeérséklete 50% illetve 10% ala?

b) Egy iitésre a forré vas hémérséklete 15% valoszintiséggel csokken a megengedett ala.
Mekkora valosziniiséggel tithetiink ra 6tot ugy, hogy még mindig ne csokkenjen le a hémér-
séklete a megengedett ala ?

€) A kors6 minden, a kutra torténd sétaja alkalmaval 1,9% valosziniiséggel torik Gssze.
Mekkora valdszintiséggel hasznéalhatjuk a korséot 100 vizhordasig?

(D8) Szindbad el6tt elvonul a harem 6sszes holgye, akik kozott szépség tekintetében egy-
értelmii sorrend all fenn. Szindbad célja, hogy kivalassza a legszebbet. Minden elvonulonal
Szindbad nyilatkozhat, hogy az aktudlis holgyet vélasztja-e vagy nem, de késébb mar nem
valaszthatja a korabban elvonultakat. Szindbad "k stratégiaja" a kovetkezo: elenged k szamu
holgyet, és az ezt kovetdk koziil azt valasztja, aki a korabban elvonultak mindegyikénél
szebb, ha ilyen nincs, akkor az utolsot. Mennyi a valoszinlisége, hogy sikeriil a legszebb
holgyet kivalasztania? (A holgyek szamat jelolje N és k<N.)

(D9) A raktaron lev6 120 konzerv 5% -a lejart. Mekkora valdsziniiséggel lesz 10 kivalasz-
tott dobozbdl a) éppen 2 lejart, b) legfeljebb 3 lejart ?



(D10) A Biblia ismert torténete "Jakobnak csudalatos szerzodése Labannal”, amely szerint
Jakob a szolgalat fejében minden évben megkapta Laban (elenyészden kevés) tarka és fekete
baranyait, amelyek részaranya sokkal kisebb volt, mint a Labannal marado6 részarany, azon-
ban idével mégis Jakob lett a gazdagabb.

Tételezziik fel, hogy minden juhnak minden évben atlagosan u darab utdda lesz (nincs el-
hullas), melyek atlagosan p -ed része nem tarka vagy fekete. Jel6lje Jn Jakob, Ln pedig Laban
juhainak szamat az n-edik évben, kezdetben Jo=0 és Lo > 0 valamilyen pozitiv szam.

a) Irjunk fel (szimultan) rekurziv 6sszefiiggést Ln és Jn -re, és oldjuk meg.
b) p=90% és u=2 esetén a kétszer hét év szolgalat utan hanyszor t6bb juha lesz Jakobnak
mint Labannak ?

(D11*) Egy szabalyos pénzérmét addig dobunk fel, amig a) két fej (FF), b) egy fej és
egy iras (FI) nem jon ki kdzvetleniil egymas utan (ebben a sorrendben). Hatarozzuk meg a
sziikséges dobasok szadmanak varhato értékét az a) és b) esetekben.

Poisson eloszlas
(P1) Egy 1 kg-os husvéti kalacsba 50 szem mazsolat tettiink, majd 10 dkg-os szeletekre
vagtuk. Mi a valoésziniisége annak, hogy a kivalasztott szeletben 7 szem mazsola van ?

(P2) Augusztusban az egy ora alatt megfigyelt hullocsillagok szama atlagosan 11, Poisson
eloszlast kovet. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy 15 perc alatt legfeljebb 2 hullécsillagot
latunk ?

(P3) Egy szovetanyagon 10 méterenként atlagosan 6 hiba van, a hibak szama Poisson el-
oszlast kdvet. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy egy 4m szakaszon 3-nal kevesebb hiba
van?

(P4) Egy 1000 palack készitésére elegendd livegmasszaban 300 kavics volt. Mi a valo-
szinlisége annak, hogy egy taladlomra kivalasztott tivegben legalabb 2 kavics van?

(P5) Evente atlagosan 3 féltégla esik fejemre. Mekkora valosziniiséggel iszom meg a mai
napot?

Folytonos eloszlasok

(f1) Adjuk meg egy R sugaru céltablara 16vés kozépponttol vald tavolsaganak eloszlasat
(kumulativ eloszlasfiggvényét és stiriiségfliiggvényét), varhato értékét €s szorasat !

(f2) Gyermekiink véletlenszertien (egyenletes eloszlassal) tartja a vizibombdat a csap ala
legfeljebb 10 masodpercig. Hatarozzuk meg a lufi armérdjének eloszlasat.
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Exponencialis eloszlas

(el) Ha az izzok atlagos élettartamat 100 oranak és élettartamuk eloszlasat exponencialis-
nak tételezziik fel, akkor mekkora valdszinliséggel hasznalhatjuk a frissen vasarolt égot leg-
alabb a) 70 6raig, b) 100 oraig (“atlag™) ?

(e2) Annak a valosziniisége, hogy egy benzinkutnal a tankolasra 6 percnél tobbet kell varni
0,3. Adjuk meg azt az id6t, amin beliil 0,9 valdszintiséggel sorra keriiliink, ha a varakozasi
1d6t exponencidalis eloszlasa!

(e3) Az A telefontarsasag folytonos alapon szamlaz, 20 Ft/perc dijjal, a B tarsasag perc ala-
pon szamlaz 15 Ft/perc dijjal (minden megkezdett perc utan fizetni kell). Melyik szamlazasi
moédot érdemes valasztani, ha hivasunk hossza atlagosan 2 perc (és exponencialis eloszlasu) ?

(e4) Szaharai utazas alatt 4 gumival 6342 km-t utazunk, indulaskor mind j6. A gumi élet-
tartalma a gyart6 szerint 30.000 km.
a) Az utat egy-egy gumi mekkora valosziniiséggel éli tal?
b) Mekkora valésziniiséggel nem kell gumit cserélniink az egész ut soran ?

Normalis eloszlas

(N1) A Balaton szeletek névleges toltési tomege 31 + 6 gr. Mekkora valoszintiséggel lesz
egy szelet tomege legalabb 29 gr ? (Ugyanez kristalycukorral, stb.)

(N2) A valddi és a megjosolt hdmérséklet eltérése normalis eloszlast kovet (-2,4) paraméte-
rekkel. Ha a meteorologus " 22C" -t josol, akkor mekkora valdsziniiséggel lesz a holnapi
hémérséklet 20 és 24 C kozott ?

(N3) A tapasztalat szerint a kenyérgyarban gyartott 1 kg-os kenyér tomege normalis el-
oszlasu, 100 dkg varhato értékkel. Mekkora a szoras, ha a kenyerek 99% -a 102 dkg -nal
kénnyebb?

(N4) A huszéves férfiak magassaga N(190,11cm) normalis eloszlast. Mekkora val6szini-
séggel taldlunk kozottiik 180 cm -nél magasabb férfiakat ?

(N5) Egy liftet 8 felnott személyre méreteznek. A beszallok tomege atlagosan 75 kg, 15 kg
szorassal. Mennyi legyen a lift teherbird képessége, ha azt szeretnénk, hogy 4 személy
beszallasa esetén 0.99 valdszinliséggel ne gyulladjon ki a talterheltséget jelz6 lampa?

(N6) Egy vallalat napi cement felhasznalasa 4q + 0,7q. Peti raktaros egy (6tnapos) hétre
19q -t vett. Mekkora a valoszinlisége, hogy Petit nem ragjak ki (elég lesz a cement)?

(N7) A férfiak magassaga N(190,11cm), a nék magassaga N(180,10cm). Véletlenszeriien
kivalasztva egy férfit és egy n6t, mekkora valosziniiséggel lesz a férfi magasabb a nénél?
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Centralis hatareloszlas tétel

(C1) Egy el6adasra 300 ember jelentkezett be. Minden jelentkez6 0.9 valoszinliséggel jele-
nik meg az eléadason.
a) Mennyi a valosziniisége, hogy a megjelendk szama legalabb 160 de legfeljebb 280 ?
b) Legfeljebb hany ember jelenik meg 0.9 valdsziniiséggel?
c) Hany ember jelentkezhet be, ha azt szeretnénk, hogy 0.99 valdsziniiséggel legfeljebb 300
jelenjen meg 0.99 valészintiséggel?

(C2) Egy izzo élettartama exponencialis eloszlast valoszintliségi valtozé 2000 ora varhatd
értekkel.
a) Mennyi a valoszintisége annak, hogy egy izz6 élettartama 1500 és 3000 o6ra k6zé esik?
b) Mennyi a valosziniisége, hogy 100 izz6 élettartamanak atlaga 1500 és 3000 6ra kozé esik?
c) Legalabb mennyi egy izz6 élettartama 0.98 valosziniiséggel?
d) Legalabb mennyi 100 izz6 élettartamanak atlaga 0.98 valdszintiséggel?
e) Adjunk olyan 2000 6érara szimmetrikus intervallumot, amibe egy izz6 élettartama 0.8 valo-
szinliséggel beleesik!
f) Adjunk olyan 2000 6rara szimmetrikus intervallumot, amibe 100 izz6 élettartamanak atla-
ga 0.8 valoszinliséggel belesik!

(C3) Feladat: 1000-szer elguritunk egy kockat. Legyen &£ a dobott hatosok szama.
a) Mennyi a valoszinlisége, hogy a dobott hatosok relativ gyakorisaga 0.16 és 0.17 koz¢é esik?
b) Adjunk olyan 1/6 -ra szimmetrikus intervallumot, amibe a relativ gyakorisag 0.9 valoszi-
niséggel beleesik!
€) Hanyszor guritsuk el a kockat, ha azt szeretnénk, hogy a hatosok szamanak relativ gyakori-
saga a hatos dobas valdszintiségét 0.01-nél kisebb hibaval kozelitse 0.9 valoszintiséggel?

(C4) Szabalyos érmével fej vagy iras jatékot jatszunk, az érmét 100 -szor dobjuk fel. Mi a
valoszinlisége a kovetkezd eseményeknek:
a) pontosan 50 fejet dobunk,
b) legalabb 60 fejet dobunk?
c) legalabb 55 fejet dobunk?
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®(X) kiszamitasa szamologéppel

®(x) azért van tablazatban, mert Liouville tétele szerint (lasd [Szl 2012b]) pontos képlettel
nem adhaté meg. Az alabbiakban par kozelité formulat ismertetiink [wiki-Norm] és [RA]
alapjan.

B(2) = 24— e A
T)=—+—"-¢€ T+ —
'TY T o 3 '35 ' 3.5.7
vagy
1/ o
5 (l — V1 —e 2 f”) haz <0
D(z)~={
1
5 (l + 1 - 6—2“%’“) ha0 <z
vagy
, 1 tanh (0.8 - . -
D(z) = >+ mi)x) = 0.5+ 0.4z — 0.0853332% + 0.0218452° — 0.00565927 + 0.00146762°
e* —e * ) ) i
ahol tanh(z) = pEmp— a tangens-hiberbolikusz fiigegvény (z € R)
e’ + e *

\/—1.:STUT96 In (1 — (29)%) ha 0 <y < 0.5
P! (y) ~

1— \/—1.570796 ‘In(1-(2y—1°% ha05<y<l1
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