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O Torténeti attekintés

O Kordbbi axiomarendszerek

O Cantor, Boole, Peano
O Hilbert programja
O Zermelo-Fraenkel halmazelmélet és a kivdalasztdsi axioma

O Axiomdak
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O Axioma: alapigazsag

O Olyan kiindulasi feltételt jelent (példdul a filozéfia dgaiban, vagy a
matematikaban), amit adottnak veszink az érvelések sordn

O Egyszery
O Ellentmonddsmentes

O MAsra vissza nem vezethetd

O Axidbmarendszer: axiomak csoportja, mely egy elmélet logikai
felépitésenél haszndalatos

O Teljes
O Ellentmonddsmentesseg
O Egyes axiomdk fuggetlensége
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George Boole és Augustus de Morgan

Arisztotelészi szillogisztikus logikat igyekezett az algebra
formalizalasanak mintdjara matematikai formuldkkal
megfogalmazni

Az axiomarendszert Edward Vermilye Huntington alkotta meg
beldle

Az elsérendU és mdasodrendU logika alapjat képezi
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Boole axiomarendszer

Boole-algebrak axiomai

B=X.U.N,",0,1)

kommutativitas
asszoclativitds
disztributivitds
elnyelési tulajdonsagok

@ és I tulajdonsageai

AUB=BUA
ANB=BnNA
AU(BUC)=(AUB)UC
AN(BNO)=(ANBYNC

AU(BNC)y=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(AnB)=A
AN(AUB)=A
AUA=1
ANA=7
Auf=A
Anp=1¢
AuT =T
Anr=A4
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SANNY NANNN
Irenaszer

Peano axi )lﬁﬁt

O Giuseppe Peano jegyezte le 1889-ben

O A természetes szamok egy elsérendU axibmarendszere

O Szokd&sos jeldlese: PA

O Négy jelet haszndlt

O 0-nulla, S —rdakdvetkezés, + - 0sszeadds, * - szorzds

. =dzsz=0 — A nulla semminek sem rakdvetkezdje.

. Vevy(sz=sy—z=y) — Amiknek a rakdvetkezdi is azonosak, azok maguk is azonosak.

. Yz(z+0)=2z — A nullaval jobbrdél valé 6sszegzés hatastalan.

. Vavy(z+sy)=s(z+y) — a rakdvetkezdvel vald dsszegzés visszavezethetd az dsszeg rakodvetkezdjére.

. ¥z(z-0)=0 — A nullaval jobbrdél valé szorzas nullat ad.

. VaVy(z-sy)=(z-y)+z — A rakdvetkezdvel vald szorzas visszavezethetd a masik tagnak az szorzathoz valé még
egyszeri hozzaadasara.

. (i [0]AVz(p—r, [s2])) 2Vap — A teljes indukcid axiomasémaja: Ha a ¢ formula igaz a nullara, tovabba a foremula
igazsaga a rakoévetkezés soran orékloédik, akkor ez a formula minden szamra igaz.
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Levezetheto tulajdonsagok
(részlet)

Miveleti tulajdonsagok tételei

asszociativitas
kommutativitas
egységelem

asszociativitas
kommutativitas

disztributivitas

PARY2VyYz((z+y)+2z)=(a+(y+2))
PARYzvVy(z+y)=(y+x)
PAFYz(z1)=2
PAFYavyY2((z-y)-2)=(z-(y-2)
PAFYzYy(z-y)=(y-a)

PARVzVYVz(z-(y+2))=((zy)+(z-2))

A gyenge rendezés tételei

0 minimalis elem

< reflexiv

< antiszimmetrikus
< tranzitiv

< linearis

<ésa+

<eésa-

PARVz0<z

PA-Yzz<x
PARYzVy(z<yry=z)—z=y
PARY Yy z((z<yry<z)—z<z)
PARY2Vy((z<yVaz=y)Vy<zx)
PARVavyVz(z<y—(x+2)<(y+2))

PARVzYyVz(z<y—(2-2)<(y-2))

Szigoru rendezés tetelei
0 infimum PAF—Fzz<0
< irreflexiv PARVz-z<z
< antiszimmetrikus = PARYzVy(z<yry<z)—z=y
< tranzitiv PARYaVyvz((z<yry<z)—z<z)
< linearis PARVaVy((z<yVz=y)Vr>y)
< ésa+ PARYaVyVz(z<y— (2+2)<(y+2))

<esa- PARYzVyVz((z<yn0<z)—=(z-2) <(y-2))

oszthatosagi relacio tetelei
reflexivitas PAd|d
antiszimmetria | PAFvYzVy((z|yAy|z)—z=y)
tranzitivitas PARYzVyvz((z|yry|z)—x|y)
1 egység PARYzl|x

|, + PAF(d|z—(d|(z+y)+dly))




Madsik nevén naiv halmazelmélet

Alapjait Georg Cantor rakta le egy 1874-ben megjelent cikkében

Minden tulajdonsdghoz tartozik egy halmaz, amibe azok a dolgok
tartoznak, amik azzal a tulajdonsdggal rendelkeznek

Megteremtette a veégtelen szadmossagok eiméletét (Cantor féle

diagondlis moédszer)

A diagonalizacioé segitségével bizonyitotta a
hatvanyhalmazok |étezését

Ec=mmmmmmmmmmnmMmim -

E,=M W WIMWIIL WII WIl W -
E=WIMWIMWDNWIIWIIMmW -
E=WIHIIMWWIINMWII WII W -
Ec=MWIMWWIWIwlwii -
Ec=IM WILWWINWWILWIIW -
E-=WmMmWmMmWIMWIIMLWIMmW
E,=smMmwhwh Wil Wl Wil
E=wMwhIlwWwIlwwhw -
E=sWwWmMwWIWLWONwIm

Eu‘-'-. WIMwwIIlwIIMmMmmw -
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O T: tulajdonsag, x: valtozo

O T(x): nyitott mondat, még nem értelmezhetd, behelyettesitve igaz
vagy hamis

O T. Kutya
O T(Buksi) ->igaz
O T(Cirmi) -> hamis

{z | T()} = {= | « kutya}
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O 23 Hilbert probléma

O A Peano-axiomarendszer ellentmonddsmentességének bebizonyitdsa

O Primszam problémdk (Riemann-sejtés, Goldbach-sejtés, ikerprimszém-
NSIEY

O Cantor Konfinuum hipotézise

O nincs olyan halmaz, amelynek szdmossaga a valds szamok
szamossaga (kontinuum-szadmossag) €s a fermészetes szadmok
szamossaga (megszamldlhatéan végtelen) kdzé esne

O MOodszer a diofantoszi egyenletek megoldhatosagdanak
elddntésére
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O Matematika megingdsa a 20. szazadban

O Russell paradoxon, Hilbert problémak
O Inkonzisztencidk (Cantor)

O Nem elég erds axiomarendszerek (Peano)

O Célja a metamatematika megalkotdasa

O Hilbert Ugy vélte, hogy a bizonyitdsoknak csak logikai axiomdakbdl és
szabdlyokbdl szabad felépUlnie

O Ezeknek a bizonyitdsoknak félreértelmezhetetlenek kell lenniuk
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Nemteljesség: Minden olyan konzisztens elméletben, amely
legaldbb olyan erds, mint az aritmetika, vannak olyan feltevések,
amelyeket sem bizonyitani, sem cafolni nem tudunk

Konzisztencia bizonyithatatlansaga: egy elmélet konzisztencidjat
nem lehet 6nmagadval bizonyitani

Ezek a tételek A Hilbert programot teljesen felboritottak

A tételek kimonddsa utan Hilbert programjat Ujra kellett gondolni

O Ha a matematika egészét nem is lehet lefedni, a matematika haszndlt
részet lehet formalizaini

O Ha mdr nem lehet minden axiomarendszert bizonyitani, pdr fontosabb
rendszert azért lehet (pelddaul Boole)
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O Konzisztencia

O Nem lehet ellentmonddst Iétrehozni az axiomdakbdl a matematikai
szabdlyokat felhaszndlva

O Teljesseg
O Minden helyes matematikai formula elddnthetd
O Eldénthetdseg
O Algoritmussal elddnthetd egy formuldrdl annak igazsaga
O Matematika formalizacioja
O Minden matematikai dllitas egyértelmden leirhatdé formuldaval
O Megorzes

O Egy bizonyitds ami ,,gyakorlati” dologra ad kdvetkeztetést egy
~elméleti” dolog felhaszndldsaval (példdaul megszadmldlihatatlan 13/31
halmaz) bebizonyithatd csak ,,gyakorlati” dolog haszndalataval



@)
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Axoimatikus rendszer

O Csak az axiomdk segitségével hoz kdvetkeztetéseket
Napjaink standard axidmarendszere

1908-ban Ernst Zermelo alkotta meg az elsé ellentfmonddsmentes
halmazelméleti axiomarendszert.

Abraham Fraenkel és Thoralf Skolem 1922-ben kibdvitette

Végul 1930-ban Zermelo-Fraenkel halmazelmélet néven valt ismertté

Késébb hozzavették a kivalasztasi axiomat (Axiom of choice), de ez
nem képezi az axibmarendszer szerves részet
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O Egyesek gyengének, masok tul erds axiomarendszernek tartjak

O EgyszerU axiomarendszereket gyengébb rendszerrel is be lehet
bizonyitani

O Bonyolultabb rendszerekhez elég csak egy része (Pl: ZC)
O Univerzdlis halmazt nem tartalmazza a ZFC

O Vannak elddnthetetlen problémdk (kontinuum hipotézis)
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O OO O O0OO0OO0OO0OO0OO

Az Ures halmaz axiomdja

Meghatdrozottsagi axioma
Paraxidma

Unié axioma
Hatvanyhalmaz axioma
Részhalmaz axioma
Végtelenségi axioma
Kivalasztasi axioma

A helyettesités axiomaja

A regularitas axiomaja

O O OO OO O o o o

Axiom of empty set

Axiom of extensionality

Axiom of pairing

Axiom of union

Axiom of power set

Axiom schema of specification
Axiom of infinity

Axiom of choice

Axiom schema of replacement

Axiom of regularity
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A halmazelmélet azon a feltételezésen alapszik, hogy Iétezik egy
alapvetd reldacio (€)

Az axiomdak nem defindljdk ezt a relaciot, mint ahogy a halmazt
sem

Az axiomdk csak megmutatjak, hogyan lehet ezeket haszndlni
(ezdltal adnak egyfajta ,,definiciot”)

Exy)=x¢y & a(x€y)
X Cys Va:(aeEx>a€y)

X=ySXCSCYyANyCx
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O Létezik egy olyan halmaz, ami nem tartalmaz egy elemet sem

O Tétel: csak egy ilyen halmaz létezik
O Bizonyitas (informdailis):

Il
2
S

4.

TegyuUk fel, hogy X és X' Ures halmazok

Vy:(y€X) = (y€X')
Ebbdl kdvetkezik, hogy X € X'

Forditva: vy : (y e X') = (y € X)
Ebbdl kdvetkezik: hogy X' € X

Osszegezve: X = X'
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Adott egy A és egy B halmaz

Ha minden X halmazra igaz az, hogy X eleme A-nak akkor és csak
akkor ha X eleme B-nek is, akkor A és B egyenld

Ha van olyan X halmaz, ami A-ba beletartozik, de B-be nem (vagy
forditva), akkor az A és B halmaz nem egyenld

(ZFC-be csak halmazokat haszndalunk)

19/31



VAVBICVD[D e C <= (D= AV D = B)]

O Legyenek A és B halmazok. Ekkor |étezik egy C halmaz melynek
elemei pontosan ezen A és B halmazok.

O Az axioma segitsegével megmutathatd, hogy csak egy ilyen C
halmaz létezik.
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VAIBVce(ce B <= 3D(ce DA D € A))

O Bdrmely A halmazra igaz, hogy létezik egy UA halmaz amely csak
az A halmaz elemének elemeit tartalmazza.

O Altaldnos jeldlés:
O Egy halmazra: {{a},{b}} = A = UA = {a, b}
O Két halmazra AUB = U{A4, B}

O Korldtozds: Végtelen sok halmazt tudunk egy halmazba
dsszegyujteni, de nem tdbbet, mint amennyi elfér egy halmazban.
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O Minden x halmazhoz Iétezik egy P(x) halmaz ugy, hogy az
tartalmazza x &sszes részhalmazat.

O Példa: m ={a,b} = P(m) = {0,{a},{b},{a, b}}

O Koévetkezmény: A hatvanyhalmaz axiomaval egyszerien
definialhatova valt két halmaz Descartes szorzata:

XxY={(z,y):xe XNyeY}
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D eI AVzel((zU{z}) €I)).

Létezik egy | halmaz, ami tartalmazza az Gres halmazt, €s minden x
elemére igaz, hogy ez az | halmaz tartalmazza a {x}-t is elemeként.

Példa: {QS, {8}, {{2}}, {{{®}}}, } -0,1,2,3,..(N)

Megjegyzés: hasonld modon tudjuk definidini a valds szadmok
halmazdtis R : P(N)
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O Minden nem Ures X halmazra igaz, hogy tartalmaz egy Y halmazt
ugy, hogy a két halmaznak nincs kdzds eleme

O Koévetkezmények
O Nem létezik olyan halmaz, amely tartalmazza dnmagdt
O Végtelenségig egymasba agyazott halmazok nincsenek

O Minden halmazt az Gres halmazbdl kell felépiteni
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Vwi, ..., w, VAIBVYz (x € B& [x € AN p(z,wy,...,w,, A)])

O Axidbma sema: Egy formula daltal generdlt végtelen axioma
halmaza

O Minden A halmazhoz Iétezik B halmaz ugy, egy x halmaz akkor €s
csak akkor van benne B halmazban, ha az benne van A-ban is és
@ Igaz x-re

O B részhalmaza A-nak

O A ¢ csak A halmaz elemeibdl valaszt {x € A | P(x)} (P: predikatum)
O Ha ¢ minden elem k&zUl vdlasztana, a Russel-paradoxonhoz jutndnk
O {x|P(x)}

O Példaul: vegyuk az 6sszes olyan X halmazt, amire igaz, hogy X nem
tartalmazza 6nmagat 25/3]



Ywi,...,w, VA([Vz € Adlyp(z,y, w1,...,w,, A)
= dBYy|ly € B< Jdr € A¢(z,y,w,..

O

Minden A halmazhoz Iétezik egy B halmaz ugy, hogy minden B-beli
y elemre igaz az, hogy |étezik A-ban egy x elem, amelynek képe vy

3!y : pontosan egy olyan vy létezik
~fuggvenyek definialasa”
VAIBVy(y€EB ©3Ix€A:y=F(x))

O O O O

Ha van egy F leképezés A halmazbdl, akkor
annak képe is egy halmaz lesz




VX [0g X = 3 X~ |JX vAeX(f(4)e4)|.

Barmilyen X nemUres halmazokhoz Ietezik egy F fGggvény, ami
kivalaszt minden halmazbdl egy elemet

Legyen X egy olyan halmaz, amelynek elemei, nem Ures €s
kolcsdndsen diszjunkt halmazok. Ekkor [étezik egy olyan Y halmaz,
amely pontosan egy elemet tartalmaz, X halmaz minden eleméebal.

Pelda: (nincs szukseg az axiomara)
X : {{bal cip6 1,jobb cip6 1},{bal cipb 2, jobb cip6 2}, ...}
Y : { bal cip6 1, bal cip6 2, ...}

Ellen példa: (szUkseg van az axiomara, mert nem tudjuk
megkulonbdztetni az elemeket)

X : {{(bal) zokni 1, (]'obb) zokni 1},{(bal) zokni 2, (jobb) zokni 2}, ...}
Y : {zokni 1,zokni 2, .

Megjegyzes: Az axioma segitségével bizonyithatd, hogy minden
vektorternek van bazisa.
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O Az axioma nem konstruktiv, pontosabban feltételezi egy bizonyos
tulajdonsaggal rendelekezd C halmaz Iétezését, de semmi
iranymutatdast nem ad arra vonatkozéan, hogy hogyan
konstrudljuk meg azt. Ami hianyzik, az a kivdlaszté fuggveny

O Rengeteg kritikat kapott emiatt

O A kivdlasztasi axioma felhaszndalasaval Stefan Banach és Alfred
Tarski bizonyitotta, hogy egy egy 3 dimenzids, tomor gdmbot fel
lehet vagni véges sok olyan (nem mérhetd) darabra, amelyekbdl
két, az eredeti gdbmbbel megegyezd méretU tomor gdmb ot lehet
dsszedllitani.

O (Banach-Tarski-paradoxon)

28/31



O Torténeti attekintés

O Kordbbi axiomarendszerek

O Cantor, Boole, Peano
O Hilbert programja

O Zermelo-Fraenkel halmazelmélet és a kivalasztdasi axioma
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https://en.wikipedia.org/wiki/Zermelo%E2%80%93Fraenkel set the

ory
https://www.youtube.com/watchev=xalFtiY-JOQ
https://www.youtube.com/watch2ev=AAJB?I-HAZs

https://www.quora.com/What-is-ZFC-Zermelo-Fraenkel-set-theory-
and-why-is-it-important

A Survey of Mathematical Logic, Part I: Pre-1931; The
Mathematical Gazette, Vol. 80, No. 487

O http://www jstor.org/stable/3620335
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https://en.wikipedia.org/wiki/Zermelo%E2%80%93Fraenkel_set_theory
https://www.youtube.com/watch?v=xalFtiY-JoQ
https://www.youtube.com/watch?v=AAJB9l-HAZs
https://www.quora.com/What-is-ZFC-Zermelo-Fraenkel-set-theory-and-why-is-it-important

