Bolyai Janos matematikai munkassaga

1. Bevezetés

A magyar tudomany egyik leghiresebb alakjaként tartjadk szamon Bolyai Farkas
matematikus fiat, és egyben tanitvanyat: Bolyai Janost. A "geometria Kopernikusza" [1]
1802 telén latta meg a napvilagot Kolozsvarott a csalad elsé gyermekeként. Valdsagos
csodagyereknek tartottak. Mar hét évesen jelét adta nem mindennapi képességének azaltal,
hogy ilyen fiatalon németiil tanult, valamint a zene irant érdeklédve hegediilni is elkezdett
tanulni. Mitobb, tizenkét évesen mar a kollégium padjait
koptatta, rdadasul rogton negyedik osztalyosként vagott neki
az iskolanak. Apja szerette volna a Gottingeni Egyetemre
jaratni a fiat, azonban Gauss, a vilaghiri matematikus - akKi
Bolyai Janos életének alakuldsdban késébb is szerepet jatszott -
nem segitett az ifji tehetségnek az egyetemre valé bekertilésben.
Emiatt Janos a bécsi hadmérnoki akadémian folytatta

tanulmanyait. Az akadémia tananyag nem kototte le az ereje

teljében 1évo Bolyait igy iskola mellett elkezdhette gyarapitani
matematikai felfedezései hosszu sorat. A kdvetkezOkben
bemutatom néhany bekezdésben azokat a természettudomanyos és matematikai

"

eredményeket, amivel Bolyai Janos kiérdemelhette "az erdélyi tudomanyossag

legkiemelkeddbb képviseldje" cimet.
2. Geometria
2.1. Szogharmadolas

Egyik didkkori eredményével kezdeném, amely az Okor egyik hires problémajara, a

A Trisectio J. Bolyai szerint szogharmadolasra vonatkozik. Ez a feladat azt
,C;‘.=1 kéri, hogy csak korzd és vonalzd segitségével
\Cr’u:“(-}" @ osszunk fel egy tetszoleges szoget harom

r o o egyenlé részre. Amint késébb beigazolodott, a

23 — > kitlizott szerkesztés altalanos esetben nem
’ / végezheto el. Janos 17 éves koraban kimutatta,
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hogy ha felhasznalhatja azt a meghuzott gorbét, amit mi egyenlé oldali hiperbolanak

neveziink, akkor a szogharmadolés elvégezhetd.
2.2. Nem-euklideszi geometria

Az elsO, leginkabb korszakalkotéonak mondhato felfedezése, amit 1820 és 1823 kozott
dolgozott ki, mindossze 20 évesen, az a nem-euklideszi geometria. Azzal a ténnyel 6 maga is
tisztaban volt, hogy nagy dolgot alkotott meg, ugyanis e sorokat irta apjanak Temesvarrol,
amelyben 1j geometriai eredményeirdl szamolt be. A levél szokasosan kezdddik, hosszasan
valaszolt benne apjanak a binomialis képlettel kapcsolatos felvetésére, majd a végén, mintegy
mellékesen, odavetette: ,, ... olyan felséges dolgokat hoztam ki, hogy magam elamultam, s
orokos kar volna elveszni; ha meglatia Edes Apam, megismeri; most tobbet nem széllhatok,
csak annyit: hogy semmibdl egy ujj mas vilagot teremtettem, mindaz, valamit eddig kiildottem,
csak kartyahdz a toronyhoz képest. Meg vagyok gyézédve, hogy nem sokkal fog kevesebb
becsiiletemre szolgalni, mintha feltalaltam volna. ’[2] A nem-euklideszi geometria - amelyet
abszolut, illetve hiperbolikus geometrianak neveztek neves kortarsai - egy az euklideszi
geometria axiomarendszerétél eltéré alapokra épitett rendszer[3]. A probléma ami
elvezette Ot a geometria ezen 0j 4gahoz, az ,,paralellak” problémadja volt, amivel 18 évesen

kezdett foglalkozni, apja intelmei ellenére. Nézziik magat a problémat és Bolyai megoldasat:

Eukleidész az Elemek I. konyvében definidlja az egyenesek parhuzamossagat:
23. definicio: Két egyenes parhuzamos, ha azok egy sikban fekszenek és mindkét iranyban

meghosszabbitva nem metszik egymadst.

Az évezredes problémat okozo 5. posztulatum pedig kimondja,
hogy:
Ha egy egyenes ugy metsz két egyenest, hogy az egyik oldalan

keletkezo6 belso szogek dsszege kisebb két derékszégnél, akkor e

i‘““‘-.
Y

két egyenes a metszonek ezen oldalan meghosszabbitva metszi

egymdst.

Elemzok ugy vélik, hogy Eukleidész a posztulatumban megfogalmazott allitdst a
bizonyitasanak sikertelensége miatt emelte ki a tételek preciz sorozatabdl. Mar
Eukleidész els6 kommentatorainak feltiint, hogy a parhuzamoshoz nagyon kozeli metszok
nagyon tavoli taldlkozasa tapasztalattal nem ellendrizhetd, tehat az 5. posztulatum nem

magatol értetddd, mem olyan, amit bizonyitas nélkiil el lehetne fogadni, s ezért
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megkisérelték levezetni. Probalkoztak azzal is, hogy a posztulatumot, vagy a parhuzamosok
axiomak nem vezettek célra. [5] Mint Bolyai és kortarsa, Lobacsevszkij eredményébdl is
kideriilt, az allitas a tobbi feltételbdl (maradék axiomarendszer) nem kovetkezik, igy csak
axioma (alapfeltevés) lehet. Bolyai ezen elméletének bemutatdé miive, az Appendix, 1832-
ben jelent meg, fiiggelékként apja Tentamen cimii két kitetes matematikai miivéhez. A nem-
euklideszi geometria megjelenése varatlan eseménye volt a kor matematikajanak. Sot, az
egész matematikai kézvélemény ennek épp az ellenkez6jét varta — tehat a parhuzamosok

problémadjanak klasszikus értelemben torténd megoldasat. [4]
2.3. A nem-euklideszi geometria ellentmondés-mentessége

Bolyai Janost élete végéig foglalkoztatta az uj geometridjanak ellentmondas-mentessége,
valamint, hogy a valdsagban, vagyis a vilagegyetem térviszonyainak leirasaban melyik
geometriai rendszer érvényes, a E vagy az S. Ezt a kérdést még az Appendix-be is bevette. Azt
mar az Appendix-ben kimutatta, hogy az S-rendszerbeli F feliileten az euklideszi geometria
érvényes. Tehat ha az euklideszi geometriaban valamilyen ellentmondas észlelhetd, akkor
ez megjelenik az S rendszerben is, és ugyanakkor, ha az S-ben nincs logikai ellentmondas,
akkor nem lehet a hiperbolikus térbe (S-rendszerbe) beagyazott paraszféran (F feliileten) sem.
Bolyai tehat ezen az uton észrevette, hogy az S ellentmondastalansagabol kovetkezik a ),
ellentmondas-mentessége. A Bolyai altal megvilagitott helyes megoldasi ut az tigynevezett
modellmédszer. Hangstilyozando, hogy a modell fogalma és annak alkalmazasa Bolyai
Janos miivében fordul elé eloszor. O tudta és tobbszor kijelentette, hogy bizonyos S-
rendszerbeli feliileteknek megvan a maguk sajatos belsd geometriaja. Vilagosan felismerte,
hogy a paraszféran az euklideszi, a hiperszféran a hiperbolikus geometria tételei

érvényesek.[6]
2.4. Komplex szamok a geometriaban

A tér abszolut igaz tudomanyanak a kidolgozasa utdn Bolyai Janosnak a komplex szdmokra
vonatkozo kutatdsai a legjelentdsebbek. Kézirataiban Bolyai tobbszor hangoztatja, hogy az
altala felfedezett wj geometriaban észrevette a komplex szamok jelentoségét. Bolyai
idejében nem tekintették altalanosan elfogadott fogalomnak a komplex szdmokat még
matematikus korokben sem, ugyanis a komplex szamok elméletének kidolgozasa még

gyerekcipdben jart. Janos, apjanak koszonhette azt, hogy lehetdsége nyilt egy palyazat
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keretében bemutatnia a komplex szamokrol alkotott téziseit, masodik legjelentésebb miive, a
Responsio kozvetitésével. Bar a kiiras a képzetes mennyiségek szerkesztésérdl szolt, Janos
inkdbb az értelmezésiikkel, geometriai szerepiikkel és mas hasonl6 mély problémaval
foglalkozott. Az altala elegynyi vagy elegyes szam névvel illetett komplex szamokat, a kortars
Hamiltonhoz hasonléan rendezett valos szamparként fogta fel. A komplex szamok mértani
alkalmazasat illetéen pedig visszautalt az Appendixben kifejtett geometriajara. Bolyait a
palyazat eredménye hatalmas csalédasként érte, ugyanis a birdk egyaltalan nem ismerték
muvét, st még a jeloléseit sem, igy az elmélet szokatlansdga és a vazlatos kidolgozottsag
miatt nem értékelték a miivet érdemének megfeleléen. Paul Stickel, aki a legtobbet tett a
Responsio nemzetkdzi megismertetése érdekében, igy ir: ,,Ha nem is volt elég ereje, hogy
gondolatait tisztazza és kialakitsa, ha fajdalom, nem adatott meg neki, hogy ifjusaga sokat
igéero gyiimolcsét megerlelje, a képzetes mennyiségek elméletére vonatkozo alkotdsai mégis
méltok az Appendix szerzdjéhez, és 6rok idore helyet biztositanak neki ennek az elméletnek a
torténetében ." [7] Bolyait lestjtotta ugyan a sikertelenség, és visszakérte a dolgozatot, ennek

ellenére tovabb foglalkozott a komplex szamokkal.

2.5. Raumlehre

A Raumlehre Bolyai utols6 nagyobb terjedelmii matematikai munkaja. Ebben a német
nyelvii kéziratban igyekezett egy axiomakra épitett geometriai rendszert kialakitani,
azonban szellemi- és alkotdereje mar 48 éves koraban sajnos kezdte elhagyni, ezért a
magyarul Tértannak nevezett dokumentumbol mar hianyzik az Appendix-re végig jellemzé
csodalatos, kristalytiszta logikai felépités és eléadasmod. Még itt-ott felcsillannak a Bolyait
jellemzo eredeti Gtletek, azonban egy-két paragrafusban til messze elkalandozik, és néha alig
lehet megérteni, hogy mit is akar mondani. Bolyai szellemi hanyatlasa ellenére miivében
sikeriilt lerakni annak a topologianak az alapjait, ami csak fél évszazaddal késobb sziiletett
meg. Ezen kiviil foglalkozott még irasaban a egyszerii mértani alakzatokkal, a ponttal,
egyenessel, az abszolut sikkal, szerkesztésekkel, szogekkel és sokszogekkel is. SOt a
Raumlehre-hez késziilt jegyzeteiben még mas kérdésekre is valaszokat keres. Paul Stickel
mutatott rd, hogy milyen nagy jelent6séggel birnak Bolyainak a Raumlehre cimii munkahoz
csatolt jegyzetei. Ezekben a poliéderekre vonatkozo Euler-féle osszefiiggéssel valamint az
egyszeri feliiletek kiilonboz6 fajainak a targyalasaval foglalkozik. A targyalt mii a

bizonysaga annak, hogy alkotoképességét - habar meggyengiilve is - €lete végéig megorizte.
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3. Szamelmélet

3.1. Komplex szdmok a szamelméletben

Ujabb ismeretek szerint Janos célja az volt, hogy a szamelmélet egyes fogalmait és tételeit a
komplex szamokra is Kiterjessze. Foglalkozott tobbek kozott a primszamokkal,
primtényezOkre vald bontédssal, illetve a komplex szamok kongruenciajaval is, ez utobbit
illetéen pedig tobb figyelemre méltd megallapitast is tett. S6t abban az esetben, ha Bolyai
ezeket a felfedezéseit olyan részletességgel publikalja, mint ahogy tervezte, akkor minden
bizonnyal ma az egész vilagon a komplex szamok elméletének egyik legjelentésebb
megalapozdjaként tartanak szamon, ebben azonban rossz egészségiigyi allapota
megakaddlyozta. Mindezeket az informdaciokat Kiss Elemér kutatasai révén tudhatjuk
magunkénak. Mindezzel boviilt ismeretanyagunk Bolyai Jdnos komplex szamok terén végzett

kutatéasairol, és ezzel egyiitt a Bolyai-kutatas egyik fehér foltja tiint el.
3.2. Alprimszam

Szamelmélet munkaja koziil megemlitendd az elsé alprimszam megtalalasa. A kis-Fermat
tétel forditottjanak bizonyitdsan munkalkodott, hogy megtaldlja a hdén 4hitott
primszamképletet, amit fel kellett, hogy adjon, ugyanis, mint kideriilt a kis-Fermat tétel
forditottja altalanosan nem érvényes. A képlet helyett azonban az alprimszamokba botlott

bele.
3.3. Primszamok

Tovéabba, Bolyai Janos négyféleképpen bizonyitotta azt a tételt, mely szerint a 4n + 1 alaka
primszamok, ahol n egy természetes szam, egyértelmiien felirhatok két egész szam
négyzetének oOsszegeként, miutan apja felhivta ezen primszamokra fia figyelmét.
Bizonyitasanal Janos a komplex egészeket is felhasznalta. Bolyai foglalkozott még a 2n + 1,
valamint az ugynevezett Fermat-féle szamokkal is. Ezek a szamok tobbek kozott - amint az
Appendix befejez0 mondatai igazoljak - azért foglalkoztattdk 6t, mert komoly szerepet
jatszanak a szabalyos sokszogek korzdvel és vonalzdval torténd gaussi szerkeszthetdségi

elméletében.
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3.4. Wilson-tétel és megforditasa

Bolyai Janos kézirataiban a Wilson tételével kapcsolatos gondolatok is el6fordulnak. Ez a
tétel kimondja, hogy ha p primszam, akkor (p-1)! +1 oszthaté p-vel. Ennek a tételnek a
forditottja is igaz: ha (n-1)! +1 oszthatdé n-nel, akkor n primszam. Gauss a Disquisitiones
arithmeticae cimii munkajaban - amelybdl a Bolyaiak szdmelméleti ismereteik legnagyobb
részét meritették - furcsamodon nem tesz emlitést a forditott tételrél ugyanis még miivének
megjelenése el6tt mar masok is igazoltak. Farkas errél mit sem tudva, felveti a forditott tétel
bizonyitasanak a gondolatat. Apja kezdeményezésére Janos azonnal megadja ennek
bizonyitasat. Illetve, annak ellenére, hogy a Gauss mivében mar megtalalta a Wilson-tétel

bizonyitasat Janos kidolgozta a sajatjat is.
3.5. Mersenne-féle szam

Bolyai Janos egy id6ben azt sejtette, hogy a primszamok képletét a 2"-1 alaka szdmokban
fogja majd megtalalni. Igy jutott el a Mersenne-féle szamhoz. Bolyai nem értesiilt Mersenne
azon észrevételérdl, hogy 21-1 Ssszetett szam, viszont erre kortarsatol fiiggetleniil is rajott,
mint ahogy levelében olvasatjuk:

., Azt megmutatni, hogy bdarmely 2°-1 alakii szdam prim mihelyt p prim, ugyanakkor amikor

22m+1-gyel bajlodtam,magam is megkiséreltem, mert amint irataim megmutatjak én is abban
a sejtelemben voltam, hogy 2°-1 mindig prim, ha p prim. Ez egy torténeti fontossdgi
felfedezése volna a legelsé olyan fiiggvénynek, mely mindig primet ad. Azonban ez sem

valésul meg, mert példaul 2"'-1 = 2047 = 23 + 89. . " [8]
3.6. Ruffini-Abel tétel

Kiilonos jelentdséggel bir annak a kérdésnek a tisztazasa is, hogy egy adott algebrai egyenlet
esetében hogyan kapjuk meg az egyenlet gyokeit. Ez a kérdés a 16. szdzadtol kezdve élénken
foglalkoztatta a matematikusokat. Bolyai éveken at foglalkozott a négynél magasabb foku
egyenletek megoldasi lehetdségeivel, azonban idovel tudatosan felmérte probalkozasainak
sikertelenségét, és két kiilonbozé kézirati toredékben megfogalmazta a Ruffini-Abel-tételt,
azaz hogy a négynél magasabb foku altalanos algebrai egyenletek esetében nincsenek
gyokmeghatarozo képletek. S6t az egyikben annak bizonyitdsat is megkezdte, de sajnos

folytatasa hidnyzik.
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3.7. Minden differencial véges intergralasa

A Bolyai altal kitlizott témakorok kozott szerepel még egy masik ,,megoldhatatlan" probléma
»,minden differencial véges integralasa" cimen. Ezt a témakort szintén abban az idében
tisztaztak. Kimutattdk, hogy az ugynevezett elliptikus integralok eredményei nem
fejezhetok ki véges alakban irt elemi fiiggvényekkel. Bolyai az ilyen tipusu fiiggvények
integralasanak a nehézségeibe foleg akkor iitkdzott, amikor a hiperbolikus térbeli tetraé¢derek
kobtartalmat akarta kiszdmitani. Ezen a téren végzett vizsgalatair6l kéziratai talin még

mindig tartogatnak meglepetéseket.
3.8. Blivos négyzet

Erdemes emlitést tenni a Bolyai Janos altal szerkesztett biivos négyzetrdl. A biivos négyzet
egy természetes szamokkal képezett olyan négyzetes matrix, amelynek minden sordban,
minden oszlopaban és minden atlgjaban 1évé szamok oOsszege ugyanaz. A Bolyai bilivos
négyzete altalinosan van megszerkesztve igy, ha a betiik helyére kiilonboz6 értékeket
helyettesitiink, mikozben figyeliink arra, hogy csakis természetes szdmokat kapjunk, akkor
mas-mas felépitési blivos négyzetekhez jutunk. Gauss annak a tételnek a bizonyitasat adja
erre, hogy minden komplex egyiitthatdju algebrai egyenletnek van megoldasa (gyoke) a

komplex szdmok testében.
3.9. Bolyai algebrai sokszintisége

Befejezésiil mindenképpen megemlitendd az, Bolyai Janos a fentebb felsoroltakon kiviil még
rengeteg szamelméleti problémaval foglalkozott:

Egyik feljegyzésében a kovetkezd kijelentés bizonyitasat talaljuk: ha a és b egymashoz relativ
prim szamok, akkor 2% - 1 és 2° - | is relativ prim szamok. A kijelentés forditottjat nem emliti
Bolyai, viszont az is igaz.

Janos a kettes szamrendszerrdl és annak hasznossagardl is nyilatkozott: "erd kiméléséért s
egyszertiségert inkabb a kettos szam irasmodot kellene bevenni..."

Bolyai megfigyelte, hogy a természetes szamok kozott rendkiviil szabéalytalanul fordulnak eld
a primszamok. Foglalkozott tehat a primszamok siiriiségével is.

A matematikus felismerte azt is, hogy 4272943 egy primszam. Hogy hogyan jutott erre a

kovetkeztetésre azt nem tudni.
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Egyéb szamelméleti kalandozasaiban érintette tobbek kozott: az elséfoku diofantikus

egyenleteket, a Pell-féle egyenleteket, az eratoszthenészi szitat és a tokéletes szamokat is.
4. Osszegzés

Osszegezve elmondhatd, hogy Bolyai Janos egy eredeti tudéds volt, akit a matematikdnak
minden aga ¢rdekelt. Legkedvesebb témakorének a geometriat tartotta, ezzel érte el
legnagyobb felfedezéseit. Megalkotott egy uj geometriat, amit nem-euklideszi geometrianak
neveziink, foglalkozott még a geometriak ellentmondas-mentességével, valamint a
Riemann-terekkel. A geometriaval kapcsolatban érintette még a komplex szamok kérdés
korét is. Foglalkozott tovabba szamelmélettel, amelyben tobb olyan tulajdonsagot és tételt
fedezett fel, melyeket joval késObbi, de szerencsésebb koriilmények kozott dolgozo
matematikusok tjra feltalaltak és nyomtatasban kozoltek, ezért ma ezek az eredmények
az 6 neveikhez fiizédnek. Mindenképpen tudni kell, hogy Bolyai Janos ugy lett a magyar
tudomany egyik legnagyobb alakja, hogy tudomanyos segédeszkozei is hianyosak voltak.
Nem jutottak el hozza koranak matematikai folydiratai, igy szinte a vilagtol elzarva alkotta

meg jelentds matematikai elméleteit.

,,Nemcsak kis Erdélyiink, hanem az ésszes tudos vilag, mely eldtt egy rovid szamtani miivével
honunknak fényt, dicsoséget szerzett, sokat vesztett kora haldla altal, mert nagybecsii
kéziratait nem adhata, elhatarozott czélja szerint, sajto ald, s kérdés vajon sikeriilend-e
avatott kezeknek ugy rendbeszedni s vilag elibe bocsatani, hogy magas értékok szerint mélto
elismerést vivianak ki. Mint nyelvész és hegediimiivész is rendkiviili egyéniség volt.”

Do6zsa Daéaniel nekrologja a Kolozsvari Kozlony 1860. februar 5-1  szamdban
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