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Mit tudhat egy szamoléléc'?

Nem egy uj szerkezet{i logarlécet kivanok itt ismertetni, inkdbb egy mdd-
szert, aminek a segitségével magunk készithetiink kilonbozé kétvaltozds fligg-
vények értékének gyors kiszamitasdra szolgdld eszkozt. Minden szdmoldvonal-
z0 mikodése szakaszok osszeaddsan alapszik. Ha két mm beosztast vonalzét
egymis mellett elcsusztatunk, akkor 2 jegy pontossaggal tudunk oOsszeadast
gyorsan elvégezni. Az egyik dsszeadandot megkeressiik az egyik vonalzon, a ma-
sik vonalzo ,,0” jelét hozzdallitjuk, s a méasik vonalzén megkeresett érték alatt
leolvassuk az eredményt. Példaul az 1. abrin a 4,6 +3,9= 8,5 6sszeget szamol-
tuk ki.
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Ha a kezdSponttdl az egyik sszeadandd @ mm-re, a masik Osszeadandd
ett$l b mm-re van, az Osszeg (@+b) mm-re lesz. Ha nem mme-es (egyenletes)
beosztdsti skaldt, hanem logaritmikus beosztésa skalat alkalmazunk, akkor a
szorzdst tudjuk pillanatok alatt elvégezni. Hiszen az egyik tényezo lg @ mm-re,
a masik lg b mm-re van a kezd6ponttdl, s a szorzat lg (eb)=lg a +Ilg b mm-re
van (ha a skdlikat a vonalzbhoz hasonléan mozgattuk). Igy a szorzast szaka-
szok (lg @ és 1g b mm hosszu szakaszok) Osszeaddsara vezettiik vissza. Példaul:
2,5.3,5=8,75 (2. abra, ldsd a IL. o. gimn. tankdényv 300. oldalat és Balogh
Arthur: A logarléc ¢. kinyvének ,,A léc kezelésének alapelvei” c. fejezetetét a
19—21. oldalakon.)
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Az altaldnosan haszndlt és a boltokban is kaphatd logarlécek két logarit-
mikus skalat és tobb segédskalat (sinus, tangens, exponencidlis, négyzetes,
reciprok értékek kiszdmitasdra szolgdlé skaldkat) tartalmaznak. Ezek segitségé-
vel gyorsan ki lehet szdmolni bizonyos kétvaltozos fliggvények helyettesitcsi
értékét, de csak egyvaltozds fiiggvényekre vald lebontassal. Kozben a részered-
mények lejegyzése, dsszeaddsa és tobb léc- vagy ablakeltolas is sziikséges. Ez
fileg bonyolultabb képleteknél, vagy sok, aranylag egyszer( képlet egymds utan
valo hasznélatakor jelent nehézséget, hibalehetdséget. Modszeremmel bizonyos
tipust kétvaltozos fiiggvények értéke egyetlen bedllitassal leolvashatd, s a fent
emlitett kellemetlenségek megsziinnek.

Mddszerem a kovetkezG: tartozzon harom alkalmasan megvalasztott skala
minden specidlis feladathoz. Ha az egyik valtozé nem 6nmagéiban szerepel, ha-

1 Orémmel kozoljitk ezt a ciklet, mert ezzel is bétoritani akarjuk olvaséinkat, hogy
kiildjék meg nekiink kutatdsaik kbzlésre érdemes eredményeit. — A Szerk.
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nem valamely egyviltosds fiiggvényében (pl. 224 8z — 3 +Vx, vagy Ig «!), akkor
ne kelljen ezt kiilén (mas skalan) ,,kiszdmolni”’, hanem a fliggvény értéke mar
magan a skalin legyen dbrdzolva. De hogyan? Készitsiink gondolathan egy
egyenletes beosztdsi skdlat (vagy dolgozzunk milliméterpapiron). 0-tél indui-
junk, de ne azt irjuk a skalira, hogy hany egységnyi tdvolsigra vagyunk a kez-
d6ponttol, hanem azt az x értéket, amit ha behelyettesitiink a széban forgéd
fiiggvénybe, akkor a kezd&pontidl mért (el6jeles) tavolsagot kapjuk. Hogy ért-
het6bb legyen, mondok egy példat. Vegyiik pl. az (22+ - 1) polinomot. Ekkor
pl. a 0-tdl 3 egységnyire levd ponthoz nem 8-at irunk, hanem 1-et, mert 1-1 4
+1+1=3. Hasonl6an 7 helyére 2-t, 13 helyére 3-at irunk és igy tovabb. Ezt
barmilyen szigordan monoton fiiggvénnyel megtehetjilkk. fgy az eredményt
nem kell més skdlara 4tiiltetniink, amivel hibakat és pontatlansdgot keriil-
hetiink el. S6t le sem tudjuk olvasni az értékeket (erre kiilon skala kellene, egy-
ségnyi beosztasokkal), de minem is akarjuk tudni ezeket az értékeket, csak szé-
molni veliik.

Ha mdr a helyettesitési értéket felrajzoltuk a milliméterpapirra, akkor egy
masik milliméterpapirra egy masik egyvaltozds fiiggvényt rajzolunk fel, pl. az
y*—y+1 fliggvényt. Itt az egyes szdm egységnyire lesz a 0-t6l, a kettes 3, a har-
mas 7 egységnyire sth. Mire volt j6 e két skala elkészitése ¢ Ha alaposabban meg-
nézzitk, mir csak egy lépés vdlaszt el az igazdn hasznos logarléctél, de ne vag-
junk a dolgok elébe, el6bb fejezzik be az dltaldnositdst. Mivel két egyenletes
skalaval dolgozunk, ezért a két skdla egymés melletti elestisatatdséval a fiigg-
vényértékeket OSSZEADHATJUK vagy KIVONHATJUK. Formuldval
fx) £ g(y). Ha az igy kapott eredmény leolvasisira szolgald egyenletes milli-
méterskalat is dtalakitjuk az el6bbi két skalahoz hasonléan, akkor a mar kapott
eredmény EGYVALTOZOS fuggvényét kapjuk, formuldval: F(f(z)+ g(y))
ahol F' tetszéleges (szigortian monoton) egyvaltozés fiiggvény lehet.

A leolvasé skila elkészitése: ki kell szémitanunk, hogy az alapskala min-
den egyes pontjihoz tartozé szémot F(z)-be helyettesitve milyen eredményt
kapunk, s ezt irjuk a ponthoz. Tulajdonképpen az (f(x) tg(y)) eredményt he-
lyezziik az F(z) egyvaltozés fliggvénybe, és az eredményt irjuk a skéléra.

Mivel tovdbbra is az egészeket szeretnénk a skélakon feltiintetni, az eddig
elmondottak azt jelentik, hogy az 4116 (illetve a mozgé) skdldn az n egész helyét
az origotdl szamitott f(n) (illetve g(n)} milliméterre jeloljiik ki, az all6 skala
folott elhelyezett leolvaso skdlan pedig az n egészet az origétol £ (n) millimé-
terre tessziik, ahol F'7! az F fliggvény inverze.

Nézziink egy egyszerii példat! Mindenki ismeri Pitagorasz tételét, mely-
nek csak a®+0b%=c? része érdekel minket. Ebb6] a sokszor hasznalt képlet:
z=)a®+y% Ebben az esethen f(x)=2x2? és g(y) =42 tchat fia) =g(y), ezért két
egyforma skdlaval dolgozunk. Ha a leolvasé skalat is elkészitettiik, azt a mii-
veletvégz6 skaldlkhoz teljesen hasonldnak taldljuk. Ha végiggondoljuk, hogyan
is készitettiik el a skdldkat, akkor ez egészen természetesnek fog tiinni. Az f(x)
és g(y) skalak a négyzetre emelés skalai, #(z) pedig ennek inverzéé, a négyzet-
gyokvondsé, de f(x) skdlajat forditott modon készitettiik el, mint F(z)-6t. A le-
olvasé skala igy felesleges, két skdlaval is szimolhatunk. Egyetlen léceltolissal
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— feltéve, hogy megfelel§ alapra felragasztottuk a skdlakat — elvégezhetjiik a
szamolast. Megtakaritottuk a Fiiggvénytablizat hédromszori alkalmazisat és
egy Osszeaddst. A kész skdldkat a 3. dbran lathatjuk, egy alkalmazasi példaval
egylitt (3% +4%=5%). Eszkoziink persze arra is haszndlhat6, hogy az 4tfogo és az
egyik befogd hosszabél a mésik befogd hosszit meghatdrozzuk. (Hogyan?)

Nézziink bonyolultabb példak utédn! 22+ px+4=0 mdasodfoka egyenlet

megolddképlete:
p_|/®
= —Ein*q-

Léthatjuk, hogy jelenlegi médszeriinkkel a képlet kiszdmitdsira egyetlen léc-
eltolds nem elegendd. De a benne szerepld } p?/4 — g kifejezés mar megfelel cél-
jainknak, ezt ugyanis az f(x) = p?/4 és g(y) = — ¢, valamint F(z) =}z fiiggvények-
kel ki tudjuk szdmolni. :

Az f(x) skala megrajzoldsakor a kezdGponthoz ismét a 0 szdm keriil (mert
0%/4=0). Az l-es szamot 0,25 mm-re rajzoljuk, a 2-es szdmot 1 mm-re (mert
12/4=0,25 és 2%/4=1), és altalaban az » szamot n?/4 mm-re.

A g(y)= —y skila elkészitése — remélem — nem okoz kiilonosebb nehéz-
séget, hiszen az egy olyan forditott szémegyenes, amelynek egysége e=1 mm.
J0, ha a nulla a skila kozepén van, hiszen pozitiv és negativ szdmokkal egy-
ardnt szamolni fogunk. Mivel most méar '~ nem azonos f-fel, sziikségiink van a
leolvasé skélara is, ez kiilonben azonos az eldzd példaban szercpls skélival
(4. 4bra, a cstszka alldsa szerint V(6,3/2)2— (— 18) =5,3). Tulajdonképpen f(x)
most nem monoton, de szerencsénkre paros figgvény, igy a +n, —n szdmokat
egy helyen tiintethetjiik fel a skalan. Furcsdnak taldlhatjuk, hogy az F skéla
minden z szdma alatt az fskala 2z pontja taldlhaté. De ha utinagondolunk,
hogy egy tetszbleges P ponthoz milyen tulajdonsdgi szdmot irtunk ezeken a
skaldkon, akkor ez természetes lesz.

A misodfoki megoldoképlet ezen részénél tehat megtakaritottuk a Fiigg-
vénytablizat kétszeri alkalmazésit, egy osatast és egy kivondst. Lathatd, hogy
ez a logarléc mér egyszerfibb feladatokndl mekkora segitséget nyujt, hat még
bonyolultabbakn4l!

Csak néhany példdt mutatok a matematika, fizika és a csillagdszat targy-
korébél :

logb, fla)=—lg(ga), g¢b)=lg(gb), F(z)=10%
nlk!,  fin)=lg (n!), glk)=1g (k)),  F(z)=107;

a harmadfokd egyenlet megold6képletének egy részlete:
PRT+¢4,  fp)=pY21, glg)=¢*4, F()=Vz;

A
| 012 3 4 3 & 1 ! 8 |
+20 - +10 0 -10 -20 -0 g
1 | ] 1 | 1
TET T 1 I 1 T T T 1 T I T T T
[0 t4t516 27 +8 19 0 [N 2 B k5 % |
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& Lorenz-transzformaecio;

M 1 2
_V—_:q—’? ,  fMy=log M, g(v)= —Elg(l—?) ,  F(z)=10%
1—— .

c

és még sok egyéb képlet, példaul 1/t+1/k+1/f=0, vagy sin afsin 8, r’z.-m/3
sth. De ezzel logarléciink lehet&ségeit még mindig nem aknaztuk ki. Haszpra
Otté és Palmay Lérant Nomogramok cim{i konyvében (Tankonyvkiadé, Bp.,
1962. a tovabbiakban H. P.) az 52. oldalon médszert taldlunk az

af(x)g(y) +bf(x) +egly) + dh{z) +e=0

alaku kapesolatok f(x) +g(y) +%(z) = 0 alakra hozasdra, és megjegyzéseketarra
nézve, hogy mely Osszefiiggések hozhatok abrazolhaté alakra. Az osszes ilyen
osszefilggés kiszdmitasara készithetiink logarlécet. A skalak elkészitése el6tt is
érdemes gondolkodni az 4talakitdsi lehet&ségeken, mert a szerkesztés egetleg
lényegesen egyszertisithetd.

"~ Nézziik a tobbvaltozés figgvényeket. Ha ezzel a médszerrel dolgozunk,
akkor a cikk elején, a skalak alkalmazdsaval és elméletével kapesolatban irtakat
teljes indukcidszertien ismételve s az el6bb emlitettekkel egybevetve belathat-
juk, hogy az aldbbi mddszerrel lehet Gijabb viltozdkat bevezetni. A leolvasott
F(f(x)+g(y)) eredményt tekintjiik » valtozdnak, és az z, y valtozékhoz hason-
loan a H(h(u) £ k(v)) figgvényt szdmoljuk ki. Az eljarast folytatjuk, ameddig
meg nem unjuk, kiszamolhatjuk az

F[. . (flfilx) £ folw)] L folz) £ .. ]

fiiggvényt, ahol & =2z, és f(x) =, = f(y) is lehet. Itt Ggy jartunk el, mint a no-
mogramoknél, amikor tobbvaltozos fiiggvény értékét kellett kiszamitanunk
(lasd H. P. 72. oldal).

Visszatérve a kétvéltozés fiiggvényekre, szeretnénk elérni, hogy olyan
fiiggvények helyettesitési értékét is tudjuk léccel szdmitani, amelyek nem az
eddig tdrgyaltak tipusédba tartoznak. Vagyis nem x-nek és y-nak vesszitkegy-egy
egyvaltozos fiiggvényét, és a két fliggvényt adjuk ossze, és az eredménynek
vessziik egy egyvaltozds fliggvényét. Sziikség van erre, mert dltalaban a kétval-
tozds fiiggvények nem ilyen tipusiak, mint azt a Yoy +xy, vagy (x¥[y?—a2y)>
példdk mutatjak. Lehet-e az eddig tdrgyalt médszerrel (amely a szakaszok
osszeadédsan alapszik) szerkeszteni olyan lécet, amely az dltalanos f(x, y) kiszé-
molast gyorsan elvégzi, csak a két skaldn beallitott «, y szamok segitségével ?
A vilasz: nem lehet. Ennek a beldtédsat az olvasora hagyjuk. J6 lenne pedig 4l-
taldnosabb kétvaltozés fiiggvényeket is szdmol6léccel szdmolni. Ha barkinek
volna haszndlhaté otlete, irja meg nekem.

Most a logarléc gyakorlati elkészitéséhez szeretnék adni néhdny hasznos
tanacsot. Fontos a skélahossz és az egység megvilasztdsa. Ha a skdla hosszat
és az 4brdzolni kivint intervallumot megadjuk, akkor egyszer(i szamitissal
meghatirozhatjuk az egységet, és a skdlit elkészithetjilk. Ha viszont az dbré-
zolni kivant intervallum és a pontossdg van megadva, akkor mér nehéz a skéla
hosszédnak vagy egységének a megdllapitdsa.

Az egyenletes skala abszolut hibdja, a logaritmikus skdla relativ hibdja
dllandé egy logarlécen beliil, de mas skaldnak sem a relativ, sem az abszolut
hibaja nem allandé. Ha tul nagy az egység vagy t1l kicsi, bizonyos szamok nem
lesznek olvashatéak. En a 250 mm-es skalét ajanlom, mely eléggé sttekinthetd
és konnyen kezelhet§, ezenkiviil a megfelels egység megdllapitdasa mellett elég-
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gé pontos. Legtobbszor az 1 mm-es egység a legmegfelelGbb. A kereskedelemben
kaphaté logaritmikus papir 90 mm-es egysége legtobbszor megfelelS. (Lasd
H. P. 90. oldaldnak utols6 bekezdését, és a 19. oldalon kezd6do ,,Adott pontos-
sdgu skala elkészitése” c. fejezetet.)

Rajzlapbdl elkészitve hasznos kis segitséget kapunk gyors szdmoldsok el-
végzésére. A lg z fliggvény dbrizolasihoz 180 mm-es, az x! fiiggvény elkészi-
téséhez 9; 0,9; 0,09; és 0,009 mm-es egységeket ajanlok. A skaldk elkészitésekor
a 80k és bonyolult, 4dttekinthetetlen szamolds helyett egyszeriibb megszerkesz-
teni a skdlat. Ha elég nagy abrat készitiink, és elég gondosan dolgozunk, szer-
kesztésiink nem lesz pontatlanabb, mint a kiszamitott értékek felrajzolisa
esetén.,

A médszer azon alapszik, hogy ha az f(x) fiiggvényt az el6bb ismertetett
moédon miiveletvégzd skaldn dbrazoljuk, és utana felrajzoljuk a szam 0-t6l valé
tédvolsag fiiggvényt Descartes-féle koordindta-rendszerben, akkor ugyanolyan
leképezési gorbét kapunk, mintha az eredeti fiiggvényt dbrdzoltuk volna. Ez
magétdl értetédének fog tiinni, ha arra gondolunk, hogyan is szerkesztettiik
meg a figgvényskdlat. Innen mar kénnyd kitaldlni azt a mddszert, amellyel a
,Skéla szerkesztése fliggvénygorbe alapjan” lehet6vé valik.

1. lépés: derékszogii koordinata-rendszerben abrazoljuk az f(x) fiiggvényt.

2. lépés: az x tengely nevezetes pontjaibdl (egész, esetleg fél, tizedes, x, e,
C stb.-bdl) merslegeseket 4llitunk. A merélegesek és a fiiggvénygorbe metszés-
pontjait kivetitjiik az y tengelyre.

3. lépés: a kivetitett pontokhoz azon szamokat irjuk, amibél kiindulé merd-
leges metszéspontjanak kivetitett képe (l. az 5. dbrat).

4. lépés: az Gjraszdmozott y tengely megadja a miiveletvégzG skdlat. Azt
allapithatjuk meg, hogy ha a fiiggvény derivaltja né, akkor az egész értékek
kozti tavolsdg a skaldn nd, és ha a derivalt csokken, a beosztdsok kozti tavol-
sdg is csokken,

Ezt konnyt belatni. Ha az osztasokat (az egészek osztasait, amik a hossz-
skaldn egyenletesen helyezkednek el) a fiiggvénygorbén keresztiil az y tengely-
re kivetitjiik, a logarléc elkészitett miiveletvégzd skaldjanak beosztisait kap-
juk. Ha megvizsgaljuk az x tengely osztédsainak és kivetitett képeinek viszo-
ny4t, felismerhetjitk a kapcsolatot a figgvény derivaltjaval (1. az 5. 4brdt).

Ha tobb skéla azonos, és mindegyik a lécen vagy mindegyik a testen van
(vagy az egyiken dbrazolt szimok n-szeresei a mésikon Abrdzolt szimoknak),
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felesleges mindegyiknek kiilon skalat késziteni. Elég egy megkiilonboztets szin-
nel az egész szamok f61é n-szeresiiket is folirni, figyelmeztetésiil (lésd a masod-
foka egyenlet megold6képletének f(x) és F(z) skalait). A gyakorlds utén egészen
kénnyen és gyorsan haszndljuk majd logarlééiinket, akiresak a megszokott
altalanos léceket. Még ajanlom H. P. 26. oldalan talalhaté , Skala szerkesztése
fiiggvénygorbe utdn. Grafikus interpoldcié” c. fejezeteit. A szerkesztéseknél
felhagznalhat6 a ,,Fiiggvényhalézatok’ c. fejezet is.

A logarléc hasznalhatésdgat még az is megszabja, hogy az dbrdzolt tobb-
valtozds fliggvény milyen gyakran fordul elg, és milyen bonyolult, milyen ha-
mar és pontosan lehet a, logarléccel kiszdmitani.

Végiil, de nem utolsésorban koszinetet mondok Békefi Zsuzsanna tandr-
némnek, aki onzetleniil segitett cikkem megirasaban.

Mindenkinek sok dromet és sikert kivanok sajat készitési szamololécének

hasznalatahoz!

: Szalkai Istvan III. o. t.

Veszprém, Lovassy Laszl6 Gimndzium

Feladatmegoldasok
F. 2061. Igazoljuk, hogy cos x? fiiggvény nem periodikus.

I. megoldas. Vizsgaljuk a cos z? fiilggvény pozitiv zérushelyeinck elhelyez-
kedését. A nagysag szerint k-adik zérushely

xk=]/(2lc—1)% k=1,2,3, ...).

A szomszédos zérushelyek tavolsaga:
7 7 V2n
X ==l (2k+1 —~—V 2%k —1)—= ]
Ebbél 1athaté, hogy a szomszédos zérushelyek tavolsiga egyre csokken:

Tip2 ™ Tpp1 < Lppy— Tpe

Emiatt a cos «? fiiggvény valéban nem lehet periodikus, hiszen ha az lenne, az
orig6tdl tetszdlegesen messze is fordulndnak el$ olyan szomszédos gyskhelyei,
amelyek tavolsdga megegyezik (x,—x,)-gyel.

Hajnal Péter (Szeged, Radnéti M. Gimn., II. o. t.)

II. megoidés. Tegyiik fel, hogy a cos z? fiiggvény periodikus, periédusit
jeloljiik p-vel (p =>0). Ekkor minden val6s z-re

(1) cos (x+p):=cos x?,

ahonnan azt kapjuk, hogy minden rogzitett z-re van olyan % egész szdm, hogy
vagy

(2) (x+p)2=a2+2kxn vagy
(3) (x+p)2= —a%+2kn.
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