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Kivonat

A kémiai reakciék nagyon sok koztes atomesoport ("molekulakezdemény")
kozott végbemend elemi reakcidk sorozatai. A lehetséges reakcidk koziil
a minidlis reakciokat keressiik, vagyis olyanokat, amelyekben a résztvevo
atomcsoportok koziil egyik sem hagyhato el (egyik sem felesleges). Az egyes
atomcsoportokat tobbdimenzids vektoroknak megfeleltetve a vektorok mini-
mdlisan 0sszefliggo részhalmazait, az un. linedris algebrai szimplexeket
keressiik.

A dolgozat elsé részében egy optimadlis algoritmust mutatunk be adott
vektorhalmaz szimplexeinek megkeresésére, vagyis az adott atomcsoportok
kozotti 6sszes minimadlis reakcié felsoroldsdra. Az algoritmust alkalmazzuk
tobb, az irodalomban szereplé problémara, és eredményeinket tsszehasonlit-
juk mésok eredményeivel.

Megmutatjuk, hogy a linedris eqyenletrendszerek minimalis megolddsaibdl
az Osszes megoldas elddllithatd, vagyis a minimélis reakciékbél minden reak-
ci6 megkaphaté.

Eles alsé és felst korlatokat adunk adott méretii vektorhalmazban talal-
hat6 szimplexek (reakciok) szamdara, kiilon megvizsgalva azt az esetet, amikor
a vektorok kozott nincsenek parhuzamosak (izomer molekuldk, tobbszoros
doézisok). Reészletesen leirjuk a széls6séges vektorhalmazok (legtobb ill. legke-
vesebb reakci6t megvalésité atomesoportok), dltaldban egyértelmii szerkezetét
is.

A felhaszndlt kombinatorikai médszerek segitségével hasonlé korlatokat
adunk matroidok és hipergrdfok koreinek és bézisainak szdmara.

A kiértékelési operdtor és kozismert linedris algebrai osszefiiggések segit-
ségével a reakciok mérhetd mennyiségeivel kapcsolatban fogalmazunk meg
altaldanos észrevételeket.

A dolgozatban tobb sejtést is megfogalmazunk.



Abstract
An Algorithmic and Mathematical Investigation of Reactions

Istvan Szalkai, Veszprém, Hungary

Many species ("pre-molecules", represented as high dimensional vectors)
and reactions (linear combinations) play role in complex chemical reactions.
We call minimal linearly dependent set of vectors a simplex.

First we introduce an optimal algorithm for listing all simplexes (minimal
reactions) in a given set of vectors (species). Next we show that minimal
solutions of systems of linear equalities generate all solutions.

We give general sharp upper and lower bounds for the numbers of sim-
plexes contained in sets of vectors, the unique structures of the extremal
sets are described, too. We investigate separately the case when no parallel
vectors are allowed. We give bounds for the number of bases and circuits in
matroitds and hypergraphs and describe the structure of the extremal config-
urations, too. Several conjectures are also stated.

Auszug

Algorithmische und Mathematische Untersuchungen von
Reaktionen

Istvdn Szalkai, Veszprém, Ungarn

Viele Atomgruppe (z.B. pre-Molekiile oder hoher-dimensionale Vektoren)
und Basis-Reaktionen (Linearkombinationen) spielen eine Rolle in komplexen
chemischen Reaktionen. Wir nennen eine minimal linear abhéingige Menge
von Vektoren einen Simplex.

Zuerst stellen wir einen optimalen Algorithmus zum Auffinden aller Sim-
plexe (minimale Reaktionen) in jeder gegebenen Menge von Vektoren (Spezies)
vor. Danach zeigen wir, dass minimale Losungen von linearen Gleichungssys-
temen alle Losungen erzeugen.

Wir bestimmen scharfe untere und obere Schranken fiir die Anzahl von
Simplexen, die in einer Vektormenge enthalten sind. Ebenfalls beschreiben
wir die eindeutige Struktur dieser extremalen Mengen. Separat untersuchen
wir den Fall, wenn keine parallelen Vektoren (isomire Molekiile) erlaubt sind.
Wir berechnen scharfe untere und obere Schranken fiir die Anzahl von Basen
und Kreisen in Matroiden und Hypergraphen mit extremaler Struktur.

Zuletzt weisen wir auf ungeloste Probleme hin und listen einige Vermu-
tungen auf.



0. fejezet

Bevezetés

A kémiai reakciok, mint példaul a legegyszeriibb
2H; + Oy = 2H50 (1)

reakcid, a valésdgban nem egyetlen 1épésben torténnek, hanem nagyon sok
koztes atomesoport (instabil molekula, "molekulakezdemény", pl. H, Ha,
0, O, O3, H20, HyO4, HO, HO,) kozott végbemend tobb (40-50) reakcio-
lépés (elemi reakcid) bonyolult sorozataként, igy (1)-et Osszetett (vagy
kémiai) reakciénak, vagy csak egyszerfien reakciénak hivjuk!). Médsze-
riink az izotdpokat (elektrontobblet vagy -hidny) is figyelembe veszi. Az
elemi reakcidk jelenléte és sorozatai ugyan magdtol értetdodod természetes je-
lenségek, de mind az elméleti kutatds, mind a gyakorlati technolégidk elé
nagy nehézséget dllitanak, hiszen Osszetettebb reakcidk (tobblépcsds eljars-
sok) esetén a folyamat bonyolultsdga és a résztvevd atomcsoportok széma
exponencidlisan novekszik!

A fobb megoldandd feladatok tehdt a kévetkezoek:

I) Adott atomcsoportok kozotti osszes lehetséges elemi reakcié listdzésa,
vizsgalata, majd a kapott elemi reakciok dltal megvaldsithaté dsszetett (végso)
reakciok megkeresése.

IT) Adott kiinduldsi és végtermékek (termindlis molekuldk) kozotti
reakcickat (mint pl. (1)) eredményez6 elemi reakcidk sorozatainak, vagyis
osszetett reakciok megkeresése (az elsd feladat "megforditdsa).

Az els feladathoz hasonlé fontos probléma még: adott (kémiai) reakciok
egymads utdni sorozata éltal alkotott mechanizmusok, és e mechanizmusok
altal végsd soron létrehozott (Osszetett) reakcick megkeresése.

1) Rdaddsul a vegyészek kozott sincs egyetértés (1) részleteit illetéen, [TNZs13]-ben
tobbféle elméletet is részletesen Gsszehasonlitanak.
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Természetesen a felesleges atomcsoportokat nem tartalmazé, vagyis a
minimalis reakciokat keressiik. Hasonléan csak olyan mechanizmusokat vizs-
galunk, amelyek felesleges reakciékat nem sorolnak fel.

Mint emlitettiik, a jelen lev$ atomcsoportok és (rész-) reakciok nagy (ex-
ponencidlis) szdma miatt a fenti feladatok megolddsa még a modern szamito-
gépek és az algoritmuselmélet korszer{i eredményei ellenére sem varhaté a
kozeljovoben.

1. Alapfogalmak és alkalmazasok

Vizsgdlati médszeriink elsésorban a linedris algebra fogalmaira és méd-
szereire épiil. Tobb linedris algebrai bevezeté mi is utal egyszeriibb kémiai
alkalmazdsokra, mint példdul [BM10].

Mindegyik atomcsoportnak és molekuldnak egy-egy vektort feleltetiink
meg (a résztvevd atomok és atomi részecskék és sorrendjiik rogzitése mellett,
a dimenzid az atomok és részecskék egyiittes szama). Ekkor minden (elemi
és Osszetett) reakcié ezen vektorok linedris kombindcidja, melynek végered-
ménye 0 , az anyagmegmaradds torvénye szerint?). Igy feladatunk nem
mds, mint adott homogén linedris egyenletrendszerek minimdlis megoldasait
(amiben a nemnulla ismeretlenek halmaza nem cstkkenthet) megkeresni.

Roviden: linedris algebrai szimplexnek nevezziik R" minimadlis 6ssze-
fliggo T C R™ részhalmazait, vagyis T linedrisan Osszefiiggd, de barmely
S ; T valédi részhalmaza fiiggetlen. Dolgozatunkban els6sorban linedris al-
gebrai szimplexekkel foglalkozunk, ezért a "linedris" jelzot legtobbszor nem
irjuk le.

Az altalunk bevezetett fogalmak és a problémdak pontosabb matematikai
alakjdt az 1.5. "Matematikai definiciok és elemi osszefiiggések" és az 1.6. "A
felvetett problémdk"” alfejezetekben mutatjuk be, elsésorban az 1.7. Defini-
cioban és az 1.24. Probléméban.

Reakciémechanizmusok dtfogébb vizsgalatat (pl. dinamika, egyéb fizikai
jellemz6k) Turdanyi Tamds [T10] kényvében ismerhetjiik meg, mi csak a fenti,
linedris algebrai modellel foglalkozunk.

Az 1.3., 1.4. alfejezetekben és az 5. " Matroidok és hipergrafok" fejezetben
a szimplex fogalmdt altalanositjuk, hiszen a haszndlt linedris algebrai modell,
a linedris algebra nyelvén felvetett és megoldott problémak mas tudomédny-
teriileteken is relevansak (fizika, matroidok, halmazrendszerek, stb.).

2) A nem megfordithaté reakcick irdnyanak probléméjaval az 1.1. és 1.2. Megjegyzések-
ben foglalkozunk.
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2. Az algoritmus

A 2. "Egy algoritmus és wvdltozatai" fejezetben gyakorlati szempontbdl
kozelitjiik meg a szimplexek problémédjat. Az dltalunk 1991-ben kidolgozott
és 2000-ben tovabbfejlesztett algoritmust dolgozatunk 2.1. "Az algoritmus"
alfejezetében ismertetjiik.

Algoritmusunk alapvéltozata tetszdleges, véges H C R™ részhalmaz e-
setén megkeresi a H -ban lev 6sszes T S H szimplexet. Kiemeljiik, hogy
algoritmusunk teljesen automatikus (nem igényel heurisztikét, emberi beavat-
kozdst), az adathalmazra semmilyen megkotésiink nincs sem méretében sem
szerkezetében, és a feladathoz mérten a lehet6 leggyorsabb.

Mint a 2.1.2. és 2.2. alfejezetekben megmutatjuk, algoritmusunk (vagy
az adathalmaz) aprébb moédositdsok utdn sok mds kémiai és egyéb feladat
megolddsédra is azonnal hasznélhaté.

Természetesen a kozolt algoritmus helyességét és sebességét is megvizs-
galjuk a 2.2. és 2.3. Tételekben. Roviden: megmutatjuk egyrészt, hogy az
algoritmus egyetlen szimplexet sem keriil el, s6t minden H esetén a leheto
leggyorsabb (csak a legsziikségesebb részhalmazokat vizsgalja meg), mdsrészt
az algoritmus lépésszéama legfeljebb

o (=", (2)

azaz polinomialis futdsidejii, tehét gyors. (O magyardzatat az 1.21. Defini-
ciéban talalhatjuk.)

A 7. fejezetben konkrét (irodalombdl vett) példdkon keresztiil mutatjuk
be az algoritmus és véltozatainak miikodését és sebességét.

A probléma matematikai és algoritmikus megolddséra rengeteg kozlemény
jelent meg az utébbi évtizedekben, most csak néhdnyat emlitiink meg (betii-
rendben) Aris-Mah [A65a], [A65b], [AM63], Bdrdny-Bertok-Fan—Imreh-Friedler
[B99], [FBF99], [FBF02], [B03|, [BBIFF12|, Blickle- Novdik-Szépuvdlgyi [BNT76],
[BSz75], [BSz76], Chevalier-Melenk-Warnatz [CMW90], Dedk-Kovics-Nagy-
Papp-Riedel-Rospars-Téth- Vizvari-Zsély [DTVI2], [KVRT04], [PV06], [TNZs13],
Fishtik-Alexander-Datta [FAD99], [FD99|, Gadewar-Doherty-Malone [GDMO1],
Happel-Otarod-Sellers [HS83], [HOS90], [S84], [S10], Haus- Hemmecke-Pokutta
[HHPO09], Lielmezs [L65], Maria [MO5], Olsh [O87], Petht Arpdd (12012)
[P64], [P67c] [P68], [PI0], [P93], [PI5], Smith-Missen [SMOO], Szederkényi-
Hangos-Péni [Sz10], [SzHP11], Szirtes [Sz06], megemlitjiik még a [R14] hon-
lapot is. A f6bb publikdcidk elemzését algoritmusunk részletes bemutatasa
utdn, a 2.4. "Mads algoritmusok" alfejezetben irjuk le.

Javasoljuk még Srinivasan [S13] miivét, ahol a matematikai programecso-
magok és a linedris algebra kapcsolatdnak mélyebb vizsgdlatat taldlhatjuk.
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3. Linedris egyenletrendszerek

A 3. Fejezetben igazoljuk a szimplexek és keresésiik 1étjogosultsdgit, vizs-
gélataink Peth6 Arpad [P90]-ben megjelent eredményeinek tovabbfejlesztései.

Mint emlitettiik: a szimplexek (minimélis reakcick) pontosan a homogén
linedris egyenletrendszerek olyan megoldédsvektorai, amelyekben a nemnulla
komponensek halmaza nem csokkenthet6 (precizen 1d. a 3.3. Definiciéban).
FElegendé csak a minimdlis megolddsokkal (reakciokkal) foglalkoznunk?
Vagyis: elééllithaté-e minden megolddsvektor a minimdlis megolddasokbdl?
Az igenl6 vilaszt a 3.13. Tételben talaljuk.

4. A szimplexek szama
Hany szimplex lehet egy adott (véges) H C R™ vektorhalmazban?

A 4. Fejezetben erre a kérdésre keressiik a vélaszt, és a szélsdséges (ex-
tremadlis) H halmazok szerkezetét is meghatdrozzuk. (A valasz nyilvan H
elemszamatol és a dimenzi6tol (n) fiigg, és persze érdemes feltenniink, hogy
H teljes dimenzids, azaz kifesziti R™ -et.)

A 4.5. és 4.7. Tételekben és a 4.14. Példaban sikeriilt meghatdaroznunk
a legtobb és legkevesebb szimplexet tartalmazé vektorhalmazok szerkezetét,
a szamszer(i kovetkeztetést a 4.15. Kovetkezményben taldljuk. Kiemeljiik,

hogy a maximum
|]-‘} | n+1
= H

(n +1 o (| | ) (3)

bizonyos H halmazok esetén megvalésul, igy algoritmusunk (2) -ben igazolt
futasideje nem csokkenthets. (A 7. Fejezetben mindegyik példaban feltiin-
tetjiik a 4.5. és 4.7. Tételekben nyert minimadlis és maximalis értékeket is.)

A 4.7. Tételben szerepld, minimalis szamu szimplexet tartalmazé H hal-
mazokban rengeteg parhuzamos vektor taldlhato, ami kémiailag ugyan nem
lehetetlen (izomer molekuldk, tobbszords dézisok), de a sok alkalmazdsban
elkeriilend6. Ezért érdemes vizsgalatainkat kiilon olyan H halmazoka szorit-
kozva is lefolytatni, amelyekben nincsenek pdrhuzamos vektorok. (Ekkor
nyilvdn a szimplexek szdmdnak alsé becslése novekszik, ami az algoritmus
lépésigényét igazolja.) Pérhuzamos vektorok tiltdsa esetén a probléma sokkal
nehezebbé valik: 15 évi kutatds utdn mindossze csak az n = 3 ésn = 4
eseteket sikeriilt igazolni! Az eredményeket a 4.20. és 4.23. Tételekben is-
mertetjiik, a bizonyitdsok [1998] és [2011]-ben taldlhaték meg. Az altaldnos,
szamitogép segitségével kapott sejtést a 4.4. alfejezet 4.27. Sejtése tartal-
mazza, a sejtés n > 5 esetben mdig megoldatlan. Ismét hangsilyozzuk,
hogy mind fenti eredményeink, mind az dltaldnos Sejtés leirja a szélsdséges
halmazok egyértelmi, szerkezetét is!
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Még érdekesebb (és nehezebb) kérdést fogalmazunk meg az 5.35. Prob-
léméban: " Mennyi a szimplexek szaménak legkisebb értéke, ha csak legaldbb
k -elemit szimplexek lehetnek H -ban? "

5. Matroidok

A felvetett problémak és megoldésaik (algoritmus, bizonyitdsok) szemmel
lathatéan a linedris terek miiveleteit nem, csak a fiiggetlenség alapvetd tu-
lajdonsdgait haszndlja. Ezért a dolgozat fébb problémadit és eredményeit a
matroidok és hipergrafok (halmazrendszerek) nyelvén is megfogalmazzuk és
igazoljuk az 5. Fejezetben. Roviden: adott rangid matroidban megadjuk a
korok és bazisok szaménak lehetéges legkisebb és legnagyobb értékeit, és ter-
mészetesen leirjuk a szélsdséges matroidok szerkezetét is. R"-hez hasonléan
itt is meg kell kiilonboztetniink a hurkokat ill. parhuzamos elemeket nem tar-
talmazo struktirdkat: a 4.28. Probléma matroidos valtozata az 5.36. Sejtés.
(Matroidok alaptulajdonsédgait példdul [2001]-ban is megtalalhatjuk.)

Erdekességképpen megemlitjiik, hogy itt ismertetett ([2006]) eredményeink
a kédelméletben is felhaszndlhatok (pl. [AADST13al], [AADST13b|, [AADOST14]).

6. A kiértékelési operator

A molekuldk és atomcsoportok kiilonboz6 kémai és fizikai tulajdonsa-
gai (tomeg, energia, stb.) altaldban additivak és homogének, vagyis linedris
funkciondlok, amiket most kiértékelési operdtoroknak neveziink. A 6.5. alfe-
jezetben a kiértékelési operatorok néhdny tulajdonsdgét frjuk le, a linedris
algebra jol ismert Gsszefiiggései alapjan.

Kutatédsunk fiiggetlen Ung-Doherty- Wasylkiewicz [UD95a], [UD95b], [WO00],
[WUO00] megkozelitési modjatol.

7. Tovabbi kérdések

A 6. Fejezetben a megvélaszolatlanul maradt kérdéseken til néhany tovab-
bi, folyamatban levo kutatési téméat vazolunk, mint példdul az atomok-reakci-
Ok-mechanizmusok- .... hierarchia altaldnos definiciéjat és vizsgdlatat, vagy
az [1999] kozleményben megjelent vizsgalatok folytatasat.

8. Egyéb algoritmusok

Szamitogép segitségét dolgozatunk mas részeiben is igénybe vettiik: a
4.23. Tétel 4 < |H| < 23 eseteinek vizsgdlatdhoz és a 4.27. Sejtés feldl-
litdsdhoz is. Ezeket a programokat specidlisan a jelzett problémdak vizs-
galatdhoz frtuk, nem részei dolgozatunknak, még nem publikidltuk oket.
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1. fejezet

Alkalmazasok és matematikai
alapok

A téma legels6 (dltalunk ismert) kozleményei [A65al, [A65b] és [AM63], a
jelen dolgozatunkban hasznalt matematikai modell elészor [P90] és [1991] -
ben jelent meg, mely hasonlit tobbek kozott Sellers és tarsai [S84] és [HOS90)
megkozelitési modszeréhez is.

Linedris algebrai modelliinket elsésorban reakcidk és mechanizmusok lefra-
sdra hasznéljuk, ahol csak az anyagmegmaradds torvényét vessziik figyelembe,
egyéb kémiai lehetoségeket és megkotéseket nem. Més felhaszndlési leheto-
ségeket (pl. fizikdban) is megemlitiink, elsésorban Pethd Arpad nyomén.
Mindegyik alkalmazds R™ -beli vektorok linedris kombindciéit vizsgilja, és a
minimalis megolddsok (minimalis reakciok, mechanizmusok, dimenziénélkiili
csoportok, stb.) linedrisan tsszefiiggd, de (a halmazelméleti tartalmazdsra
nézve) minimdlis részhalmazait keresi, amiket linedris algebrai szimplexek-
nek hivunk.

Tehét a dolgozatunk 1.5., 2. és 4. (al)fejezeteiben ismertetett fogalmak,
algoritmus és szamszerii becslések haszndlhatéak az 1.1., 1.2., 1.3., 5 és
6. (al)fejezetekben is.

Bevezetésképpen néhdny példaval szemléltetjiik az dltaldnos linedris al-
gebrai fogalmakat.
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1.1. Reakciok

Legyenek adottak az Aq, ..., A,, molekuldk (vagy atomcsoportok) amelyek az
Eq, ..., E, atomokbdl és atomi részecskékbdl épiilnek fel:

AJ:ZCLz’JEZ (jzl,,m) (11)
i=1

ahola;; e N (j=1,...,m,i=1,..,n). Az A; molekuldt nyilvin az
Aj = [al,j7 ey (Zn’j]T eR" (12)

vektorral azonositjuk, ha az { F1, ..., E,, } halmazt — mint bazist — el6z6leg méar
rogzitettiik’). Amennyiben kiilonbozé izotépokat is szeretnénk megkiilon-
boztetni, akkor feleltessiik meg egyik bazisvektort az elektronnak, és a sziik-
séges elektrontobblet vagy -hidnyt ebben a koordindtdban jeloljiik.

Sajnos ezzel a médszerrel az azonos Osszegképletil, de eltérd szerkezetii
(izomer) molekuldkat nem tudjuk megkiilonboztetni.

A vegyiiletek egy tetszoleges {A; : j € S} részhalmazdban (S C {1,...,m})
akkor és csak akkor johet létre kémiai reakcié (az anyagmegmaradds elve sze-
rint), ha a

> i A =0 (1.3)
jes
homogén linedris egyenletrendszernek van nemtrividlis megolddsa z; € R
(j € S). Megforditva, egy tetszbleges x = [z; : j € S| megoldds egyértelmiien
megad egy kémiai reakci6t az {A; : j € S} vegyiiletek kozott?).

Természetesen a fenti elméleti titon felirt reakciok nem mindegyike valésul

meg hétkoznapi koriilmények kozott, mint példaul a

reakcid sem.

1.1. Megjegyzés. Szokds szerint az (1.3) egyenletrendszer x megolddsvek-
toratban a negativ x; egyiitthatdji A; molekulacsoportok a kiinduldsi anyagok

D az A; € R” vektorok és az A; molekuldk kozotti fenti megfeleltetés nem bijektiv,
hiszen izomer molekuldk, izotépok, tobbszorss doézisok, stb. megkiillonboztetése nehéz,
a 6.4. alfejezet A, fiiggvényeit ezért kell bevezetniink. Dolgozatunkban azonban erre a
megkiilonboztetésre nem lesz sziikségiink.

2) Mindegyik z; megoldds raciondlis szém, hiszen az A vektorok egyiitthatéi egészek,
de ez a tény lényegtelen vizsgalatainkban.
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(reakténsok) mig a pozitiv egyiitthatéji molekuldk o (vég)termékek. Azon-
ban —x is megolddsa (1.3)-nek, vagyis a reakcié irdnya végil is csak kémiai
mddszerekkel lehetséges (a szamitdgép outputjat utdlag szelektilva).

Ez a kérdés mechanizmusok esetében lesz lényeges, erre a problémdra az
1.2. Megjegyzésben adunk vdlaszt.

Tudjuk, hogy az (1.3) linedris egyenletrendszernek pontosan akkor van
nemtrividlis megoldédsa, ha az S = {A; : j € S} vektorok linedrisan 0ssze-
fiiggenek.

Ha csak azokat a minimalis (elemi) reakcidkat akarjuk tekinteni, melyek-
ben az Osszes {A;:j € S} vegyiilet ténylegesen részt vesz, vagyis egyiket
sem hagyhatjuk el (vagyis nem adtunk meg kozottiik feleslegeseket, mads
széval a reakcié tovdbb mar nem egyszeriisithet®), akkor célszerii S min-
den (valodi) részhalmazérol kikstniink, hogy linedrisan fiiggetlen legyen. Az
ilyen S C R" vektorhalmazokat hivjuk (linedris algebrai) szimplexeknek
(lasd 1.7. Definicié). Mivel az S vektorhalmaz és elemeinek S indexhalmaza
kozott egy-egyértelmii kapcsolat van, ezért a tovdbbiakban csak S -et frunk
S helyett.

A specidlis alaku (1.3) linedris egyenletrendszerek (S szimplex) Ossze-
fiiggéseit a 3. " Linedris egyenletrendszerek vizsgdlata" Fejezetben részletesen
ismertetjiik, az aldbbiakban csak a legsziikségesebb tényeket frjuk le.

Mivel tobb kiilonbozé S C {A,:j =1,...,m} részhalmaz esetén vizs-
galjuk az (1.3) egyenletrendszerek megolddsait, az egymds kozotti dsszeha-
sonlitds (és a mechanizmusok tovabbi vizsgdlata végett) célszer(i ezen mind-
egyik x5 = [x; : j € S] megoldds helyett azon xi € R™ rogzitett dimenziéji
vektorokat tekinteniink, amelyeknek S -beli komponensei megegyeznek xg
megfelels komponenseivel, mig az S -t8] kiilonbozéek mind 0 -dk:  x&|s = xg
és (xf),=0hai¢ S . Igyx! mindig megolddsa lesz az

m

> x;-A;=0 (1.5)

J=1

egyenletrendszernek, s6t x5 -bdl egyértelmiien vissza lehet keresni xg -et,
hiszen minden S szimplex esetén (1.3) egyetlen megoldédsénak sincs 0 kom-
ponense, sét x (skaldrszorostdl eltekintve) egyértelmii. (Lasd a 3.17. Allitast
és a 3.19. Kovetkezményt a 3. "Linedris egyenletrendszerek vizsgdlata" Fe-
jezetben.)

Rogton felmeriil a kérdés: az osszes adott {A; : j € S} vegyiiletek kozotti
dsszes reakciot, vagyis az (1.5) egyenletrendszer dsszes lehetséges megolddsat
el6 tudjuk-e allitani az S € {Aq, ..., A} szimplexekhez tartozé (1.3) egyenlet-
rendszerek dltal megadott megoldasokbdl, azaz minimadlis reakciokbol. Erre a
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kérdésre a megnyugtaté valaszt a 3. " Linedris eqyenletrendszerek vizsgdlata"
fejezetben a 3.13. Tételben adjuk meg ([2012a] kozleményiink alapjén).

Megjegyezziik, hogy dolgozatunkban elsésorban az S vektorhalmazokkal
(eldallitasuk, kapcsolatuk és szamuk) és a hozzdjuk tartozé x& vektorok szer-
kezetével foglalkozunk, vagyis az (1.5) ill. (1.3) egyenletrendszerek megolddsi
modszereivel mar nem.

Els6sorban a 4. "A szimplexek szama R™ -ben" alfejezetben pdrhuzamos
vektorokkal is kell foglalkoznunk. Molekuldk esetében a parhuzamossag legtobb-
szor izomer molekuldkat vagy nagyobb dézist jelent, de eléfordulnak egyéb
kémiai kiilonbségek is (pl. Oq és Og).

1.2. Mechanizmusok

Adott Xy, ..., X reakcidkbdl felépitheté M mechanizmusok nem csak a reak-
cick "egymds utdni torténése", hanem azok linedris kombindciéi, igy min-
degyik X reakciénak egy X; € R™ vektort feleltetiink meg (az eléz6 alfe-
jezethez hasonléan). Tegyiik fel, hogy az X7, ..., Xj reakciékban az Ay, ..., A,
molekuldk (atomcsoportok, stb.) vesznek részt. Ekkor az X; reakci6 szokdsos
sztochiometriai alakja

Zm: b A — ib;fin . (1.6)
=1 1=1

Amennyiben a reakcié megfordithatd, vagyis

i b A= ib;(in , (1.7)
=1 =1

alaku, akkor (matematikailag) dtrendezhetjiik
i=1 i=1
és az X reakciénak megfeleltetjiik a
X = [b1,jy s bn )T €R™ (1.9)

vektort, ahol a komponensek b; ; € Z egész szdmok. tehdt az (1.8) egyenlet
helyett az
A-X;=0 (1.10)
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homogén linedris egyenletrendszert kapjuk, ahol A € R"*™ oszlopai az Aq, ..
A,, atomcsoportoknak (1.1) és (1.2) szerint megfeleltetett vektorok.

A (megfordithatd) reakcidkat tehat ugyamigy irhatjuk le molekuldk segit-
ségével, mint a molekuldkat atomokkal.

°9

1.2. Megjegyzés. A nem megfordithaté reakcick (1.6) -ben felirt iranydt
a fenti médon (kozvetlenil) nem tudjuk "kédolni" R™-beli vektorokkal, de a
dimenzid névelésével igen. Szokds e célbol az X; vektor helyett a b; ; és by ;

eqytitthatokat kiilon By = [b’l,j,. b ]T és By = [b” b }T vektorokban

T Vmyj Ljr o ¥m,j

tarolni, és (1.8) ill. (1.9) helyett az
A-By=A-By

egyenletrendszert tekinteni. Sajnos ekkor két wvektort kell kezelniink az X;
vektor helyett.

Mivel a dolgozatunkban bemutatott modszerek és eredmények tetszoleges
dimenzids vektorhalmazra alkalmazhatok, ezért a kovetkezo mdodszert ajanljuk:
az X; € R™ wvektorok helyett tekintsik az

. _Bl 2m
X ._{ 5 | R

vektorokat, azaz mindeqyik A; atomcsoportnak megfeleltetiink egy "be" és eqy
"ki" vadltozatot. Ekkor az (1.10) egyenletrendszer helyett a négyszer nagyobb

[A,A]- X, =0 (1.11)

egyenletrendszert kell megoldanunk. Tovdbbda minden A; vegyiilethez el kell
késziteniink egy "be «—— ki reakcidt is: legyen az 1ij X{ vektor i-edik kom-
ponense 1 , m + i-edik komponense —1 , és az dsszes tobbi komponense 0
(i =1,...m). Természetesen a Zg "start" és a Zy "cél" reakcidkat is ennek
megfeleloen mddositanunk kell.

Bar ez a mddszer a dimenziot kétszeresére noveli, de mddszereink és algo-
ritmusunk vdltozatatds nélkil futtathatok az {X, .., X}, X{, ..., X2, Z(, Z }
vektorokkal.

1.3. Példa. Az X; : a+b — 2a és az Xy : b — a reakcidlépéseknek
megfelelo ij vektoraink

X! =[-1,-1,0,..,2,0,0,..]" , X, =10,-1,0,...,1,0,0,..]",

az a és b vegyiiletekhez tartozé "be «— ki" reakciok

X4 =11,0,0,...,—1,0,0,..]" és X =[0,1,0,...,0,—1,0,..]" .
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A 6.4. "Hierarchidk" alfejezetben lesz sziikségiink a kovetkezd egyszerti
észrevételre: az anyagmegmaradds torvénye szerint

AX;=0 (1.12)

minden j = 1,...,k indexre, ahol az A := [A;, ..., A,;] € R™™ métrix "ko-
dolja” az Aj, ..., A, molekuldk osszegképleteit a rogzitett { £, ..., E,} elem-
halmazon.

1.4. Megjegyzés. Az el6z0 alfejezet folytatdsaként célszert, azx" vektorokkal
foglalkoznunk, hiszen az X1, ..., X), vektorok az (1.3) egyenletrendszer®) (egy-
értelmit, minimdlis) megolddsvektorai®). Az X1, ..., X, (o0szlop Jvektorokbdl dllé
N € R™* mdtrivot sztéchiometriai mdtriznak nevezik, nyilvdn

AN =0.

N oszlopai a megolddshalmaz vektorai, reakciok, vagyis generdld illetve
fiiggetlen tulajdonsdguk generdld ill. fiiggetlen rekciokat jelentenek (lehet |
nem lehet beldlik a tobbi reakciot elballitani).

N sorai az adott vegyiiletek egyiitthatoi az egyes reakciokban.

Most vizsgaljuk meg az (1.9)-ben definidlt vektorok linedris kombindci6it.
Barmilyen egész (vagy raciondlis) egyiitthat6ju

k
M=) "N X; (1.13)
j=1

linedris kombindcio egy (lehetséges) M mechanizmust jelol, negativ egyiitt-
hat6ji X, reakcicknak visszafelé "kell" végbemenniiik. M illetve (1.13)
helyett réviden a

A=A, N ezt (1.14)

vektort frhatjuk. Bér az M mechanizmus (lényege) egyértelmiien visszafejt-
heté a A € ZF vektorbdl, de természetesen nem minden \ € Z* vektornak
megfelelé reakciomechanizmus johet létre a valésdgban.

A tovabbi vizsgalatokhoz meg kell kiilonboztetniink az (1.13) -beli M
mechanizmustél az M dltal eredményezett brutté (overall) reakciét,
amit R(M) vagy R (A) -val jeloliink:

k
R =) AX;  eR” (1.15)
j=1

3) valojaban (1.5) megoldasai

1) k értékének becslésével a 4. "A szimplezek szama R™ -ben" Fejezetben foglalkozunk,
hiszen minden szimplexhez egyértelmiien tartozik egy x* vektor (skaldrszorosoktdl elte-
kintve), amik kozott rdaddsul nincsenek parhuzamosak.
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(Id. pl. [S84]), ami az 6sszes X, ..., Xy reakciét egymds utdn Ay, ..., A -szor
elvégezve kapott végeredményt jelenti®).

A fenti modell az M mechanizmusban ((1.13),(1.15)) résztvevt reakcick
sorrendjét nem veszi figyelembe, most csak Berték Botond [B99] és [BO3]
grafelméleti megkozelitéseire hivatkozunk. A mechanizmus kezdo-, kiztes-
és végtermékeinek megkiilonboztetésével sem foglalkozunk (1d. pl. [HOS90],
[HS83]).

A mechanizmust direkt vagy minimadlis mechanizmusnak ([HS83)),
direkt dtnak (path, Milner) vagy kérmentes (cycle-free) mechanizmus-
nak ([S84]) nevezziik, ha a benne résztvevd X; reakcick egyike sem felesleges,
nem hagyhato el, vagyis a A egyiitthatévektor nemnulla komponenseinek

SO = {1 A0, 1< <k (1.16)

halmaza® nem csokkentheté (minimélis) tgy, hogy a végeredmény, az R ())
overall reakci6 ne véltozzék. Mas szavakkal: nincs olyan S" & S(A) valddi
részhalmaz amelyre S(u) = S" és R(p) = o - R(A) teljesiilne valamilyen
u € ZF egyiitthatévektorra és o € Q raciondlis szdmra. Ebben az esetben a
) egyiitthatévektornak megfeleld R()) reakciét egyszeriinek vagy mini-
madlisnak hivjuk.

A most bevezetett elnevezések szerint: tetszbleges S & {1,...,k} index-

halmazra a
> yX;=0 (1.17)
jes
linedris egyenletrendszer y := [y;,, ..., ;.| megolddsédhoz pontosan akkor tar-
tozik minimdlis mechanizmus, ha az S = {X; : j € S} C R™ halmaz (line4ris
algebrai) szimplex, ismét. (Az S € {1,...,k} és S € {Xq,..., X} halmazok
kozott konnyll egy-egy értelmit megfeleltetést taldlni.)

A 2. "Egy algoritmus és vdltozatai" fejezetben ismertetett algoritmus
nem csak az osszes szimplexet képes megkeresni, hanem kis valtoztatdas utéan
példaul egy adott (végsd) reakciét eredményezd Ssszes minimélis mechaniz-
must, vagy megadott kiinduldsi-, koztes- és végso- molekuldk esetén az 6sszes
eredményezett (overall) reakcidt is (1d. a 2.2. "Az algoritmus kiterjesztései"
alfejezetben).

Algoritmusunk konkrét szamitégépes futtatdsai, elemzésiik és irodalmi
osszehasonlitdsai a 7. "Szamitdgépes eredmények" fejezetben taldlhatok.

Pérhuzamos (skaldrszoros) reakcidk nagyobb mennyiségben lejatszodo fo-
lyamatokat jelentenek.

5) Matematikai hasonlattal: ha B := {Xi,..., Xy} C R™ figgetlen vektorrendszer,
akkor az R (A) € R™ vektornak a BB bazisra vonatkozo6 koordindtdi éppen A = [A1, ..., Ax] .
6) S ()A) -t a 3. fejezetben supp()) -val jelsljiik.
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Az atomok-reakcidk-mechanizmusok hierarchia sorozat tovdbb is foly-
tathat6 (iigyelve az (1.12) és hasonl6 feltételekre), mint Pethé Arpad mér
[P90] -ben felvetette. Jelenleg folyé kutatdsunkat a 6.4. "Hierarchidk" alfe-
jezetben vazoljuk.

1.3. Fizikai dimenzidk

Igy is hivjak fizikusok az dsszetett mértékegységeket. A linedris algebra és a
szimplexek ezirdnyu alkalmazdsat elészor Pethd Arpdd irta le [P90] -ben.

Rogzitsiink n alapdimenziot (példdul tomeg, hossz, id6, stb.), Ey, ..., E, ,
és tekintsiink m Osszetett (szarmaztatott) mennyiséget, Aq, ..., A,, -et, ame-
lyekre

A =1]E™ (=1,..m) (1.18)
i=1
ahola;; € Z (1 <j<m,1<i<n). Az A; mennyiségnek nyilvin az
Aj = [aLj, ceey an,j]T < R™

vektort feleltetjiik meg.

Ekkor néhdny kivélasztott {A; : j € S} mennyiségbdl (S C {1, ..., m}) pon-
tosan akkor készithetd egy (lehetséges) dimenziénélkiili mennyiség (group),
vagyis valds szdm az

[147 =1 (1.19)
jes
Osszefiiggés alapjan, ha a
d x;-A;=0 (1.20)
jes
homogén linedris egyenletrendszernek van nemtrividlis z; € Q (j € S) meg-
oldésa.

(1.20)-nak pontosan akkor létezik minimalis megoldésa, vagyis amelybol
egyetlen A; sem hagyhaté el (nem felesleges), ha az S := {A, : j € S} vek-
torhalmaz minimélisan Osszefiiggd, vagyis szimplex!

1.5. Példa. Ha egy melegitett csoben folyadék dramlik, és a hodtaddst is fi-
gyelembe vessziik a cso anyaga és a folyadék kézott, akkor a kévetkezo mennyi-
ségeket tekinthetjik (amelyeket vektor formaban is felirtunk a legutolsé oszlop-
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ban az {m,,t,T} bazisban):

Ay =d (0) csbatmeérd A, =10, 1, 0, 0]
Ay =wv (L]t) linedris sebesség A, =10, 1,—1, 0]
Az =p (m/0?) folyadék stirtiség A;=11,-3, 0, 0]
Ay=v (m/lt) viszkozitds Ay,=[1,-1,-1, 0]  (1.21)
A5 =k (2/t*T)  hékapacitds A; =10, 2,-2,—1]
=X (m/t3T)  hbédtadds egyiitthaté Ag = [1, 0, -3, —1]
pw (ml/t3T)  hbvezetés A; =11, 1,-3,-1]
Ekkor példaul
X; =10,0,0,1,1,0, —1]
egy dimenzid nélkili csoport, ami a
V-K=p-c
egyenloségnek felel meg valamely ¢ € R konstansra. [
1.4. Linedaris egyenletrendszerek
Tekintsiink egy
Az=0 (1.22)

homogén linedris egyenletrendszert, ahol A € R"*™ . A oszlopvektorait jelsl-
jik ay,...,a,, -el. Egy tetszoleges x € R™ megolddsvektorra tekintsiik A

azon oszlopvektorainak halmazit, amelyeket = ténylegesen haszndl, vagyis
amelyek i indexére az x; komponens nullatél kiilosnbsz6"):

Sy ={a;:x; 0} CR" . (1.23)

Nagyon sok z € R™ nemtrividlis megoldasvektor koziil valaszthatunk, de
az el6z6 alfejezetek hatdsara vizsgdljunk olyanokat, amelyek A -nak minimalis
oszlopat haszndljak. Ez alatt azt értjiik, hogy S, -bol nem lehet egyetlen vek-
tort sem elhagyni ugy, hogy a maradék vektoroknak még maradna 0 -t ered-
ményez6 nemtrividlis linedris kombindcidja, vagyis (nem preciz jelslésekkel):

az
[S:\ {a;}] -y =0 (1.24)
egyenletrendszereknek egyetlen a; € S, vektorra sincs nemtrividlis y megoldésa.
Konnyen felismerhetjiik, hogy a fenti (1.22)(1.24) feltételek pontosan
azt jelentik, hogy az S, halmaz linedrisan Osszefiiggd, de minden S \ {QJ}
(valédi) részhalmaza fiiggetlen, vagyis ismét: szimplex!

) a 3. fejezet jeloléseivel S, = {% : 4 € supp (@)} .
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Linedris egyenletrendszerekkel, valamint a szimplexek és az x megoldasvek-
torok kapcsolatdaval részletesen a 3. " Linedris egyenletrendszerek vizsgdlata"
fejezetben foglalkozunk. Példdul a fenti (1.22)—(1.24) gondolatmenetet a
3.17. Allitas pontositja.

A kovetkez6 1.5. alfejezetben a szimplexek definiciéit és elemi tulajdon-
sdgait ismertetjiik.

1.5. Matematikai definicidk és elemi Gsszefiig-
gések

1.6. Jeldlés. (i) R" vektorait x , x vagy T jelekkel irjuk, de egy-eqy alfe-
jezetben egységes irasmddot alkalmazunk.
(it) Az x4, ...,xm € R" vektorok dltal kifeszitett (generdlt) alteret

[ﬂ,...,% -el jelolyik. U

Az el6z6 alfejezetekben mar megfogalmaztuk a kovetkezd, dltaldanos (lined-
ris algebrai) fogalmat (1d. pl. [P90], [1991] vagy [1995]):

1.7. Definicié. Egy tetszbleges S C R™ wektorhalmaz (linedris algebrai)
szimplex, ha minimélis Osszefiiggd, vagyis S (linedrisan) osszefiiggd, de
barmely T ;Cé S walodi részhalmaza fiiggetlen. [

1.8. Megjegyzés. (i) Nyilvin 0 ¢ S. Bdrmely két parhuzamos (nemnulla)
vektor szimplexet alkot. Hdrom eqysiki w,v,w vektor pontosan akkor szimp-
lex, ha kéziiliik semelyik ketto nem pdrhuzamos, vagyis au+ Bv+~yw = 0 ahol
a, 3,7 egqyike sem 0 . So6t, négy dltaldnos helyzett, vektor (semelyik hdrom
nem eqysiki) is szimplex. Tehdt mdr hdarom dimenzicéban is az S szimplexek
elemszdama nagyon sokféle lehet.
Megjegyezziik még, hogy ha eqy H C R™ vektorrendszernek vessziik egy (véges)
G C H gnerdtorrendszerét és eqy h € H\G elemét, akkor a G U {h} vek-
torhalmaz ugyan 6sszefiiggo, de nem feltétlendil szimplex, hiszen lehetséges,
hogy G U {h} -nek van valédi osszefiiggd részhalmaza.
A szimplexek szerkezetét példdul az 1.17. Tételben ismerhetjiik meg.

(i) R™ helyett matroidot tekintve a megfeleld részhalmazt kérnek (cir-
cuit) nevezik (ld. pl. [R89], [2001] vagy [2006]). O

Mivel a matematikdban tobb objektumot neveziink szimplexnek, az el6z6
fogalomhoz kapcsol6dé néhdany definiciét aldbb felsorolunk. Hangsilyoz-
zuk azonban, hogy dolgozatunkban els6sorban linedris algebrai szimplexekkel
foglalkozunk, ezért a "linedris" jelzot legtobbszor nem irjuk le.
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1.9. Definicié. R" bdrmely n + 1 dltalanos helyzetti pontja (amelyek egy
teljes n-dimenzids poliéder csiucsai) geometrai szimplex. [

1.10. Definicié. R" barmely {s,, S, ..., S} C R"™ részhalmaza affin szimp-
lex, ha k > 3, az

{81 =80, 82— 81 s 851 — 54} (1.25)

halmaz linedrisan dsszefiiggo és S -nek nincs olyan valddi részhalmaza, amely
affin szimplex lenne. [

Az n = 3 és n = 4 esetek szemléletesen is megfogalmazhatdk:

1.11. Definicié. (i) Tetszbleges sikbeli S C R?* ponthalmaz affin

> 3 -elemi szimplex, ha S hdrom, eqy eqyenesbe esé pont,

> 4 -elemt szimplex, ha S négy tetszoleges pont, de koziliik semelyik harom
nem esik eqy eqyenesbe,

> R? -ben nincs tébb affin szimplex.

(i1) Tetsz6leges térbeli S C R® ponthalmaz affin
> 3 -elemi szimplex, ha S hdrom, eqy egyenesbe esé pont,
> 4 -elemt szimplex, ha S négy, eqy sikba eso pont, és kozilik semelyik
hdrom nem esik eqy egyenesbe,
> 5 -elemt szimplex, ha S 6t tetszoleges pont, de kozilik semelyik négy
nem esik eqy sikba,
> R3 -ben nincs tébb affin szimplex. [

A linedris algebrai és affin szimplexek kozotti kapcsolatot a 4.3.1. "A
dimenzié csokkentése" alfejezet 4.18. Definiciéjdban és 4.19. Allitdsaban is-
mertetjiik, mely az azt koveto alfejezetben lesz segitségiinkre.

A kiilonb6z6 szimplexek 6sszefoglaldsa és alkalmazasaik bemutatédsa [2012b]
kozleményiinkben taldlhato.

Hangsilyozzuk, hogy dolgozatunkban elssorban linedris algebrai szim-
plexekkel foglalkozunk, ezért a jelz6 nélkiili megnevezés mindig linedris al-
gebrai szimplexet jelol!

Az aldbbiakban a linedris algebrai szimplexek legfontosabb tulajdonsédgait
vizsgaljuk meg.

1.12. Segédallitas. Barmely H C R" dsszefiiggo halmaz tartalmaz (legaldbb
eqy) S © H szimplexet. [

1.13. Segédallitdas. Ha 'H C R" dsszefiiggo, F C H fiiggetlen halmazok,
akkor létezik F C S © H szimplex. O
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1.14. Segédallitas. Bdrmely két kilonbozo Sy, Ss szimplexre
S1 LS 6sS LS, (1.26)

vagyis szimplexek barmely Sy, ..., Sk halmaza Sperner-tulajdonsdgi, azaz
Sperner-rendszert alkot.

Bizonyitas. Az 1.7. Definici6 alapjén magatol értetéds.  m

A szimplexek (1.26) tulajdonsdgat sokszor emlités nélkiil hasznéljuk.
A szimplexek egymdshoz vald viszonydra az 1.18. Allitdsban még vissza-
tériink, elotte azonban részletesebben meg kell vizsgdlnunk, hogy mely hal-
mazok a szimplexek.

1.15. Segédallitas. Bdarmely U = {uy,...,u,,,v} C R" vektorhalmaz pon-
tosan akkor szimplex, ha U dsszefiiggd, az{uy, ..., u,,} részhalmaza fiiggetlen,
v felirhaté az {uy, ..., u,,} vektorokbdl, és minden

= Zaiui (1.27)
i=1

alaku osszefiiggésben az dsszes o eqyiitthato 0 -tol kiilonbozo.
Tovadbbd az oy, ..., o, eqylitthatok egyértelmiiek.

Bizonyitas. Legyen U szimplex. Ekkor v biztosan felirhaté (1.27) alak-
ban hiszen az {uy,...,u,,} halmaz fiiggetlen de U &sszefiiggd.

Fiiggetlen {uy,...,u,,} halmaz esetén j6lismert, hogy az (1.27) egyen-
16ségben az egyiitthaték egyértelmiiek.

Ha a Segédallitas feltételei teljesiilnek, akkor U szimplex tulajdonsdgdhoz
mér csak azt kell megmutatnunk, hogy U \ {u;} fiiggetlen minden i < m
esetén. Ha valamely iy indexre U \ {u;, } Osszefiiggd, akkor az

B,ov+d Bu=0 (1.28)
iio
egyenletben egyrészt 3, # 0 hiszen az {uy,...,u,,} halmaz fiiggetlen, més-
részt atalakitds utan
V= &uz (1.29)
i#io By

ellentmond (1.27) -nek, mert a;, = 0 . Tehat U szimplex. n

Az 1.15. Segédillitdsban a v vektornak nincs kitiintetett szerepe, a Segédal-
litds mind&ssze csak azt dllitja, hogy az (1.27) 6sszefiiggést elegendd egyetlen
v vektorra ellendrizni.
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1.16. Kovetkezmény. BdarmelyU = {wy,...,w;,} C R" vektorhalmaz pon-
tosan akkor szimplex, ha barmelyik w; € U vektor egyértelmiien dllithato elo

a tébbibol
W= 7w (1.30)
L£j

alakban.

Bizonyitds. Legyen U szimplex. Ha valamelyik w; vektor nem 4ll el6
(1.30) alakban a W := U \ {w,} halmazbdl, akkor W fiiggetlensége miatt a
W U{w;} = U halmaz is fliggetlen lenne. Tovébbd, W fiiggetlenségébdl az
(1.30) -beli egyiitthatok egyértelmiisége is kivetkezik.

Megforditva: a (1.30) feltételbdl kovetkezik, hogy U 6sszefiiggs, az (1.30)
-beli egyiitthatok egyértelmiiségébdl pedig az U \ {w;} halmazok fiiggetlen-
sége. [

A szimplexek kovetkez6 jellemzése mind elméletileg mind az alkalmazésok

korében lényeges szereppel bir.

1.17. Tétel. ([2012a]) Egy (nemiires) S = {v;, vy, ...,v,} C R™ vektorhal-
maz pontosan akkor szimplex, ha létezik nemtrividlis

VU1 + YoUy + -+ 70, =0, (1.31)
linedris kombindcio, és minden ilyen linedris kombindcidban
v #0 minden i < k esetén. (1.32)

Tovabba, az (1.31) linedris kombindcid eqyértelmi konstans szorzdk erejéig,
azaz barmilyen
Vivy + Yavy + o+, =0 (1.33)

linedris kombindcio esetén sziikségképpen

[’7/177/27772] :)‘[71772777k] (134)

valamely A € R szdmra (vagyis a [Vy, Vs, Vil €8 [Y1,7as -+, Vi) vektorok
parhuzamosak).

Bizonyitas. Ha S szimplex, akkor az (1.31) linedris kombindcié létezik,
mert S sszefiiggd, S minimalitdsa miatt pedig 7, # 0 minden ¢ < k indexre.

Tegyiik fel, hogy az (1.31) és az (1.33) egyenleteknek vannak olyan
[Y1sVas - - -5 7s) illetve [y, 75, ... ,7)] megolddsai, amelyekre (1.34) egyetlen
A € R szdmra sem teljesiil. Nyilvdn v, # 0 és v} # 0 . Ekkor az (1.31)
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egyenlet megfelel6 skaldrszorosabdl az (1.33) egyenlet skaldrszorosét kivonva
0 vektort kapunk: a

N (131) — 7y, - (1.33) =0 (1.35)
linedris kombindciéban a v, € S vektor nem szerepel, ami ellentmond S
minimalitdsanak.

Misfelsl, (1.31) alapjén S linedrisan Osszefiiggd. Nyilvan S pontosan
akkor mem minimdlis ha létezik olyan (1.31) linedris kombindci6, amelyben
v; = 0 valamely ¢ < k indexre. Tehdt (1.31) egyértelmiisége, az (1.34) egyen-
let értelmében, és az (1.32) feltétellel egytitt biztositja, hogy S minimalisan
linedrisan osszefiiggd, vagyis szimplex. =

Most folytatjuk az 1.14. Segédallitdsben megkezdett, a szimplexek egymas-
hoz val6 viszonydnak vizsgalatét.

1.18. Allitas. Legyen S , Sy tetszbleges, két killonbozo szimpler.
(i) Ekkor barmely v € S NSy vektor esetén a

(Sl U 82) \ {V} (136)

halmaz linedrisan dsszefiiggo.
(i) Kovetkezésképpen a fenti (1.36) halmaz tartalmaz szimplexet:

S S (SUSH\ v} (1.37)

Bizonyitas. (i) Az 1.15 Segédallitas és 1.16. Kovetkezmény szerint az

vV = Z Vg U= Z Vo * W (1.38)

ueS\{v} weS\{v}

egyenloségekben egyik egyiitthaté sem 0 , ahonnan

0= Z Vo U — Z Vo * W (1.39)

ueSi\{v} weS\{v}

ami igazolja az (S; U Ss) \ {v} halmaz 6sszefiiggését, hiszen S; # S, .
(ii) egyszeriien kovetkezik (i) -b6l.  m

1.19. Megjegyzés. Szimplexek és a homogén linedris egyenletrendszerek mi-
nimalis megoldasai kozott egy-egy-értelmi, megfeleltetés (bijekcid) taldlhato,
amit késobb a 3.20. Tételben és a 3.21. Kovetkezményben vizsgdlunk meg
részletesebben.
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1.20. Megjegyzés. (1.36) és (1.87) nem dltalanosithaté mdr tovabb: az
S1ASs szimmetrikus differencia mar lehet fiiggetlen halmaz, mint a kévetkezo

eqyszert, példa mutatja: legyenek a,b,c,d € R? pdronként nem pdrhuzamos
vektorok, és legyen Sy := {a,b,c}, Sy :={b,c,d}. O

Algoritmusunk sebességét (koriilbeliili 1épésszamét) a 2.1.1. alfejezetben
az alabbi jelolések segitségével irhatjuk le pontosan (1d. [CLR9I7]):

1.21. Definicié. Tetszoleges f,g: N — N fiigguények esetén
(i) f=0(g) (ol.: nagy ordé, "big oh”), ha valamely c € R" pozitiv
konstansra és ng € N kiiszébindexre
S <c, (1.40)
g(n)
vagyLs
f(n) <c-g(n) (1.41)
teljesiil minden n > ngy temészetes szamra,
(ii) f=0(g9) havalamely c1,co€ R pozitiv konstansokra és ng € N
kiiszébindexre

o _,
1 < g(n) <cC, (142)
vagyis
¢1-g(n) < f(n) <c-g(n) (1.43)

han>ng,neN. O

[CLR97, 2.1.2.Fejezet] -ben is megemlitik, hogy a szakirodalomban t&bb
helyen nem tesznek kiilonbséget O és O kozott.

1.6. A felvetett problémak

A fenti definicidk és alapvetd tulajdonsdgok utdn mar precizen meg tudjuk
fogalmazni dolgozatunk fébb célkit{izéseit.

Az ismertetett példdkban felmeriilé szémtalan homogén linedris egyenlet-
rendszer ((1.3), (1.5), (1.17), (1.20)) alapjan sziikséges ezen egyenletrend-
szerek minimdlis megolddsainak, vagyis szimplexekre épiild specidlis vizs-
galata. Tobbek kozott a kovetkezd problémak meriilnek fel:

1.22. Probléma. Legyen & = {by,...,br} C R" egy tetszbleges szimplez.
Adjuk meg a

> aj-b;=0 (1.44)

b]' eS

(homogén) linedris egyenletrendszer megoldashalmazdnak szerkezetét.
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Most a szokdsos "egydimenzids altere R™-nek" vilasznal részletesebb vizs-
galatra gondolunk.

1.23. Probléma. Legyenek a,...,a,, € R" tetszoleges, riogzitett vektorok.

Ha ismertek a
d xj-a;=0 (1.45)

a; €S

(homogén) linedris egyenletrendszerek megolddshalmazai az dsszes
S C{ay,...,a,} szimplex esetén, akkor ezekbdl el lehet-e dllitani a

» zj-a;=0 (1.46)
j=1

homogén linedris eqyenletrendszer megolddshalmazdt, és hogyan?

A fenti problémadkra a 3. " Linedris eqyenletrendszerek vizsgdlata" fejezet-
ben adunk részletes vélaszt, a sziiksége definiciok utan példaul a 3.12. Prob-
léméban és a 3.13. Tételben.

A gyakorlati életben a minimélis reakcidk és mechanizmusok felsoroldsa
a tovdbbi kémiai vizsgédlatok kezdo lépése.

1.24. Probléma. Tetszdleges adott H = {vi,v,,...,v,,} C R™ (véges)
vektorhalmaz esetén keressiik meg a H -ban taldlhato osszes minimdlisan
osszefiiggo S C 'H részhalmazt, azaz szimplexet.

1991-ben ([1991]) megjelent és 2001-ben ([2000a]) hasonlé problémdk
megolddsdara is képes, kibovitett algoritmusunkat, valamint az irodalomban
fellelhetd, hasonlé problémédkra késziilt megolddsokat a 2. "FEgy algoritmus
és valtozatai" fejezetben ismertetjiik. A 7. "Szdmitdgépes eredmények" fe-
jezetben konkrét irodalmi példdkon mutatjuk be algoritmusunk teljesitményét
és hasonlitjuk 6ssze més publikalt megolddsi modszerekkel.

Algoritmusok futédsidejének kritikus pontja a lehetséges megolddsok, jelen
esetben a szimplexek (minimalis reakcidk, mechanizmusok) szdma.

1.25. Probléma. Adjunk also és felso becsléseket eqy tetszbleges, m -elemi
H C R™ vektorhalmazban tartalmazhaté S € H szimplexek lehetséges szamdra.
A dimenzid (n) rogzitése azt is jelenti, hogy H teljes dimenziés, vagyis kifesziti
az egész R™ teret.
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Eles fels6 korldtot és parhuzamos vektorok esetén éles alsé korldtot sike-
riilt adnunk 1995-ben ([1995], illetve 4.5. és 4.7. Tételek). Természetesen a
szimplexek méretei nagyon viltozatosak lehetnek, a tér egyik bazisdval sincs
semmi kapcsolatuk. A 7. "Szamitogépes eredmények" fejezetben példédkat
taldlunk: kevés szimplexet tartalmazé tobbdimenziés nagyméretii vektorhal-
mazokra, és sok szimplexet tartalmazé alacsonyabb dimenziés kisméretii vek-
torhalmazokra is. Ez azt mutatja, hogy egy adott vektorhalmazban levo
szimplexek szdamat nagyon nehéz pontosan megbecsiilni.

Mint [1995] -ben kideriilt, az alsé becsléseknél a parhuzamos vektoroknak
(izomer molekuldk, tobbszoros adagok) lényeges szerepiik van (1d. 4.7. Tétel).
Nem csak matematikailag érdekes (és nehéz) a parhuzamos vektorok nélkiili
vektorhalmazok esete, ezért ezt a problémat kiilon is megfogalmazzuk:

1.26. Probléma. Adjunk alsé becslést egy tetszoleges, m -elemt H C R”
vektorhalmazban tartalmazhaté S S H szimplexek lehetséges szamdra, ha
még azt is kikotyik, hogy H -ban nincsenek pdrhuzamos vektorok és H teljes
dimenzids.

Amennyiben H -ban nem engediink meg parhuzamos vektorokat, az alsé
korlat lényegesen megemelkedik, azonban a preciz matematikai vizsgalatok
nagyon nehézzé valnak: csak az R® és R?* esetekre sikeriilt végleges vélaszt
adnunk 1998 és 2011-ben ([1998], [2011]). A részleteket a 4.3. "A minimum

parhuzamos vektorok nélkil" alfejezetben ismertet;jiik.

A fenti 1.25. és 1.26. Problémadkkal kapcsolatos, a 4. Fejezetben adott
matematikai vizsgdlatokbdl kit{inik, hogy mind a probléméak mind a megold&-
sok nem csak (véges dimenzids) vektorterekben, hanem &ltaldnosabb struk-
turdkban is felvethetok és kezelhetok:

1.27. Probléma. Adjuk meg a szimplex fogalmdanak megfelel6jét matroidok-
ban, majd adjunk alsé és felsé becsléseket eqy tetszbleges, m -elemt 'H
részhalmazban tartalmazhaté S S H szimplexek lehetséges szamdra, ha H
teljes rangu.

A problémét 1996 -ban oldottuk meg ([1996], [2006]), a megoldast az
5. "Matroidok és hipergrifok" Fejezetben ismertetjiik. (A matroidok defini-
ci6it és alaptulajdonsdgait megtaldljuk Recski Andras [R89] vagy Szalkai
Istvan [2001] konyveiben.)

1.28. Probléma. Adjuk meg a szimplex fogalmdnak megfelelojét hipergré-
fokban, majd adjunk also és felsoé becsléseket eqy tetszoleges, m -elemt 'H
részhalmazban taldlhaté S € H szimplexek lehetséges szamdra, a H -ra tett
megfeleld feltételek esetén.
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A probléma kutatdsa jelenleg is folyik, az eddigi eredményeket az 5. " Mat-
roidok és hipergrafok" fejezet végén ismertetjiik és [2013a] cikkiinkben ter-
vezziik kozzétenni.

Mér a "Mechanizmusok" alfejezet elején észrevettiik az atom-reakcié-
mechanizmus-... "hierarchidt": a "magasabb rendii" vektorok az "alsébb
szinten" lezajlé folyamatok outputjai, tehdt bizonyos feltételeknek mar eleget
tesznek. (Lasd példdul (1.3), (1.13), (1.12).) A "hierarchia" fogalmara azon-
ban még nem adtunk preciz matematikai meghatdrozast!

1.29. Probléma. Adjunk matematikai definiciét a szdchiometriai hie-
rarchia fogalmdra, majd tanulmadnyozzuk annak matematikai tulajdonsdagait
és kémiai, fizikai kovetkezményeit.

A kutatds néhdny kezdeti eredményét a 6.4. " Hierarchidk" alfejezetben
ismertetjiik, [2013b]-ben tervezziik kozzétenni.

Kémiai reakciok és mechanizmusok folyaman tobb kvantitativ jellemzot
is mérhetiink, melyek tobbsége az alkotérészek tulajdonsdgainak ismeretében
kiszdmithato, ezeket [P95] utdn kiértékelési operator -nak (valuation op-
erator) hivunk. A linedris funkciondlok elmélete alapjan [2000b]-ban rész-
letesen megvizsgaltuk a kiértékelési operdtor tulajdonsdgait, ezeket az ered-
ményeket a 6.5. alfejezetben ismertet;jiik.



2. fejezet

Egy algoritmus és valtozatai

Ebben a fejezetben elészor az [1991]-ben megjelent dltaldnos, linedris algeb-
rai algoritmust ismertetjiik, melynek eredeti célja az elézd fejezetben is-
mertetett 1.24. Probléma megoldédsa, vagyis tetszoleges H C R" véges vek-
torhalmazban talalhaté osszes szimplex felsoroldsa. Az algoritmus dltaldno-
sabb halmazrendszerekre is haszndlhaté (példaul matroidok), err6l a 2.1.2.
"FEgy dltaldnositds" alfejezetben olvashatunk. Az algoritmus sebességét a
2.1.1. alfejezetben vizsgaljuk.

Az 1. "Alkalmazdsok és matematikai alapok" Fejezetben ismertetett ké-
miai problémék megoldésat, mint kozvetlen reakciok és mechanizmusok vagy
dimenzi6 nélkiili mennyiségek keresését a 2.2. "Az algoritmus kiterjesztései"
alfejezetben ismertetjiik. Ezek a problémak az algoritmus apré médositdsaval
megoldhatdk.

Algoritmusunkat méas megoldési médszerekkel a 2.4. " Mdas algoritmusok"
alfejezetben hasonlitjuk 6ssze, részletes futési eredményeket a 7. " Szdmitdgé-
pes eredmények" Fejezetben mutatunk be.

2.1. Az algoritmus

Az input tehét egy tetszoleges, véges H C R™ vektorhalmaz, mérete tet-
szbleges, legyen M := |H| . (Az egyszeriiség végett H elemei helyett csak
sorszdmaikat frjuk {1,2,...,M}.)

Az dsszes S C H szimplexet szeretnénk felsorolni, ismétlés nélkiil, leheto-
leg egyszeriien és kevés id6 alatt.

Bar R™ -ben minden szimplex legfeljebb n + 1 elemii, mégsem célszerii
H ésszes, legfeljebb n + 1 elemf{i részhalmazét kiprébédlnunk, hiszen ekkor a

25
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sziikséges vizsgalatok szama

2 (1)-(05)-meers e

i=1

lenne (O (.) értelmezését az 1.21. Definiciéban talaljuk). A 2.3. Allitasban
belatjuk, hogy az aldbb kovetkezd, PROCEDURE MODIFY eljardson alapuld
algoritmusunk a legrosszabb esetben is csak O (M" 1) 1épést igényel. A 4. "A
szimplezek szama R™ -ben" fejezet 4.6. Kovetkezménye szerint bizonyos H
halmazokra nem is létezhet ennél gyorsabb algoritmus.

"Természetesen" nem kell H sszes (legfeljebb n+ 1 -elemil) részhamazét
mind megvizsgalnunk, a szimplexek 1.14. Segédallitdsban emlitett, és a linedri-
san fiiggetlen halmazok jol ismert alaptulajdonsdgai miatt:

2.1. Allitas. (i) Fiiggetlen halmazok barmely részhalmazai is fiiggetlenek,
(i1) Osszefiiggo (nem fiiggetlen) halmazt tartalmazo barmely halmaz is dssze-

fiiggo. OJ

Nyilvédnval6an (ii) kovetkezik (i) -bdl, csak a teljesség miatt irtuk le.

Az algoritmus lényege: H mely részhalmazait és milyen sorrendben "vesz-
sziik el6", hogy megvizsgédljuk minimélis sszefiiggbség szempontjabdl, melyik
legyen a kovetkezd vizsgdlandé részhalmaz? Mivel ehhez a dontéshez csak
a 2.1. Allitas (i) és (ii) tulajdonsdgait hasznaljuk fel, az (i) -ben emlitett
"fliggetlenséget" vizsgdlé PROCEDURE-FUCGGETLEN részprogram az algorit-
mus szaméra lényegtelen. Az algoritmust konnyen altaldnosithatjuk méds
halmazrendszerekre is, errél bévebben a 2.1.2. " Egy dltaldnositds" alfejezetben
olvashatunk.

H részhalmazainak vizsgdlata, és gy a szimplexek felsoroldsa is, lexiko-
grafikus sorrendben torténik, a médositast pedig az "oda-vissza" (”back and
forth”) algoritmus mintdjara oldottuk meg. H elemeit "a" -t6l kezd6d6en
egy-egy karakterrel azonositjuk, igy az éppen vizsgalt S & H részhalmaz e-
lemeit (nekik megfelel® karaktereket) egy szimplex|[ | nevii karakterfiizérben
taroljuk (S nem feltétleniil szimplex). Hangsilyozzuk, hogy szimplex| | -ben
a vektorok felsoroldsa mindig az eredeti, H -beli sorrendben torténik!

A szimplex| | karakterfiizérben a vektorhalmaz allandé moédositasat kony-
nyen tudjuk nyomon kovetni, hiszen legtobbszor csak a legvégén levd néhany
karaktert (vagyis a nekik megfeleld S -beli vektorokat) médositjuk. Tech-
nikailag S végére egy informécids karaktert fiiziink, amely karakterek a kovet-
kezoek lehetnek:



2. FEJEZET. EGY ALGORITMUS ES VALTOZATAI 27

" (sz6koz) - S -et még nem vizsgaltuk

" - S fiiggetlen

"d" - S valamely valddi részhalmaza 6sszefiiggod
"s! - S szimplex

Az S vektorhalmaz mddositdsdt, ami az algoritmus "lelke", a PROCE-
DURE MODIFY rutin végzi. A féprogram mindig csak mar "ellenérzott" vek-
torhalmazt kiild PROCEDURE MODIFY -nak, vagyis PROCEDURE MODIFY
induldsakor szimplex|[ | utolsd, informdciés karaktere (fenti tdbla) sohasem
" (s26koz).

Technikailag PROCEDURE MODIFY a szimplex| ] fiizér utolsé karaktere
alapjdn csak a szimplex| ] fiizért médositja, legtobbszor csak a végén levo
par karaktert, majd szimplex| | végére a " " sz6kozt fiizi, és visszakiildi a
modositott szimplex| | fiizért a féprogramnak. A féprogram megvizsgalja a
szimplex| | -ben leirt vektorhalmazt ("i" vagy "d" vagy "s"), "s" esetén ki-
nyomtatja. A féprogram nyilvin a PROCEDURE-FUGGETLEN eljédras alapjén
vizsgdlja a szimplex| | fiizért, tehdt nem csak linedris algebrai szimplexek
megkeresésére haszndlhato.

PROCEDURE MODIFY és a féprogram nyilvan felvaltva miikodnek egészen
addig, amig H végére érnek, vagyis amikor S méar csak H utolsé vektorait
tartalmazza és "i" vagy "s" lesz. Minden megtaldlt S szimplex esetén a
féprogram megoldja a megfeleld (1.3) homogén linedris egyenletrendszert,

vagyis megkeresi az S -hez tartozé minimaélis reakciét is.

PROCEDURE MODIFY -t a kovetkezOképpen épitettiik fel (a részletes
programlistdt a 2.5. alfejezetben kozoljiikk). M = |H| jeloli az adott vek-
torok (Osszes) szdamat. szimplex| | utolsé karaktere kivételével egy éppen
megvizsgdlt S & H vektorhalmazt kédol, tehét

szimplex[ | C {1,2,..., M, 7”7, 7" 7d", "s"} . (2.2)

Az aldbbiakban c egy tetszoleges karaktert jelol, k, t < M tetszdleges szamok,
és
T C{1,2,...,t—1} (2.3)

tetszOleges részhalmaz, ha ¢t méar rogzitett.

A PROCEDURE MODIFY eljérds pszeudokédja a kovetkezd (a részletes
Pascal-programot a 2.5. alfejezetben taldljuk):
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PROCEDURE MODIFY

szimplex|[ | := {1} ;
while not end do begin
/*1%/

if szimplex[] = {k,k+1,...,M,c} and ¢ # "d”’ then END;
/*2*/

if szimplex[ ] ={k,k+1,...,M,"d"}

then S :={k,k+1,.... M —2 M,” "},
/*3%/

if szimplex[ ]| ={7,t,M,c} then S:={T,t+1,”"};
¥4/

if szimplex[ ]| ={7,¢,7{"} then S:={T,t,t+1,""};
/*5*/

if szimplex[ ]| ={7,¢,”d"} then S :={T.t+1,"7"};
/*6*/

if szimplex[ ]| ={7,t¢,”s”} then S:={T,t+1,""};
end ;

2.2. Tétel. (i) Az algoritmus egyetlen szimplexet sem keriil el és eqyiket sem
sorolja fel kétszer, sot H egyetlen részhalmazdt sem vizsgdlja meg kétszer.
(i) Az algoritmus futdsa minden adathalmazra a lehetd leggyorsabb, vagyis
minden H adathalmaznak csak a legsziikségesebb részhalmazait vizsgdlja (lexi-
kografikus sorrendben).

Bizonyitas. Lathaté, hogy a program H részhalmazait valéban lexiko-
grafikus sorrendben veszi sorra, igy egyet sem hagy ki és egyet sem vizsgdl
meg kétszer. Azt kell még ellendrizniink, hogy ha esetleg dtugor néhdny
részhalmazt, akkor sem hagy ki szimplexeket. Pontosabban: a kihagyott
részhalmazok

- vagy valédi részhalmazként tartalmaznak "d" vagy "s" halmazokat,

- vagy 6k valddi részhalmazai "i" vagy "s" halmazoknak.

(1) A rutin if utasitdsait egyenként elemezziik.

/*1*/ Ha H egy végszeletében nincs 6sszefiiggd valédi részhalmaz, akkor
ebben a végszeletben mér nincs jabb szimplex, a lexikografikusan ezutdn
kovetkezd részhalmazok pedig mind részhalmazok.

/*2*/ H -nak a tekintett {k,k+ 1, ..., M} végszeletében van sszefliggt
valédi részhalmaz. M csak tgy keriilhetett a vizsgalandé részhalmazba, hogy
az elotte vizsgalt {k,k + 1,..., M — 1} részhalmaz fiiggetlen volt. Ezért ter-
meészetes, hogy a kovetkezd vizsgalandé részhalmaz {k, k+ 1,..., M — 2, M}
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legyen, vagyis a (lexikografikus sorrendben) kihagyott részhalmazokban biz-
tosan nincs szimplex.

/*3%/ és /*4* | esetekben a lexikografikusan rakovetkezd részhalmazokra
lépiink.

/*5*/ és /*6*/ esetekben atugorjuk a {7t} -vel kezd6dd, vagyis a {T,t}
-t tartalmaz6 halmazokat. Mivel {T, ¢t} tipusa "d" vagy "s", ezért a kihagyott
halmazokban biztosan nincs szimplex.

(ii) A fenti elemzés szerint a program minden esetben a lehetd legtobb
részhalmazt ugorja 4t lexikografikus sorrendben. m

2.1.1. Az algoritmus sebessége

Az algoritmus sebességét (lépésszam) elsésorban az hatdrozza meg, hogy
hany T C H részhalmazra kell ellenérizniink 7' linedris osszefiiggbségét, pon-
tosabban szimplex-tulajdonsagét?

2.3. Tétel. Hao H C R™ és M = |H| , akkor az algoritmus legfeljebb M™+
részhalmazdt vizsgalja meg H -nak, vagyis a lépésszam legfeljebb?) O (M™1) .

Bizonyitas. Mivel n a tér dimenziéja, ezért barmely szimplex legfel-
jebb n + 1 -elemfi, vagyis H -ban legfeljebb M"*! szimplex lehetséges. A
Vandermode-determindnsok létezése, valamint a 4.5. Tétel és a 4.6. Kovetkez-
mény miatt ez a maximalis érték barmely M € N esetén megvalésul bizonyos
H halmazok esetén.

Mésrészt, a program altal vizsgdlt részhalmazok legfeljebb n-+1 -elemfiek,
hiszen ekkora részhalmazok mar biztosan linedrisan Osszefiiggnek R™ -ben.
Ekkor a PROCEDURE-FUGGETLEN részprogram ”d” vagy ”s” jelzést tesz a
szimplex| | karakterfiizér végére, vagyis a PROCEDURE MODIFY részprog-
ram mar biztosan nem noveli az ekkora, mar megvizsgalt részhalmaz méretét.
]

Tehét algoritmusunk futdsideje polinomidlis fiiggvénye M -nek, a vek-
torok szdmd&nak.

A lépésszam nagy, de O (M™') mérete dltaldban nem csokkenthetd,
hiszen az output szélsbséges esetekben éppen M™ ! méretil. Ezt a kérdést a
4.1. "A mazimum" alfejezet 4.5. Tételében és 4.6. Kovetkezményében vizs-
galjuk meg részletesen.

A fenti becslésekkel 6sszhangban, a tapasztalatok szerint is az dtlagos
méretil feladatok (néhany tucat vektor 10 — 20 dimenziés térben, vagyis
10 — 20 elembdl felépiild néhdny tucat vegyiilet) a modern szémitégépeken

1) O (.) pontos jelentését az 1.21. Definiciéban taldljuk
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masodperc toredéke alatt megoldhatok. Futtatdsainkhoz egy régi, Packard
Bell IBM -kompatibilis, 366 MHz CPU 6rajelii szamitégépet hasznaltunk, 16
MB RAM, Windows 98 DOS ablakban, Turbo Pascal 6.0 forditéval készitett
program futtatdsdhoz. Mdr ezek a kisérletek is pillanatok alatt eredményre
vezettek, ezért nem probalkoztunk modernebb gépekkel. Modernebb gépek
és ujabb (bonyolultabb) operéciés rendszerek vagy forditok &dltal készitett
programok varhatéan nem lassabban oldjak meg ugyanezeket a feladatokat.
Futési eredményeinket a 7. "Szdmitogépes eredmények" fejezetben ismertet-
jik és elemezziik.

2.1.2. Egy altalanositas

Mint lattuk, az eléz6 alfejezetben ismertetett algoritmusunk a "fiiggetien-
ség", " Gsszefiiggbség" és "szimplex" fogalmaknak kizérdlag csak a 2.1. Allités-
ban megfogalmazott (i) és (ii) tulajdonsdgait hasznalja fel, tehat nem csak
linedris algebrai szimplexek megkeresésére hasznédlhatjuk. Mindossze csak a
PROCEDURE-FUGGETLEN részprogramot kell médositanunk, ami egyébként
a program tobbi része szempontjabdl lényegtelen, egy "ismeretlen fekete
doboz" is lehet. A szimplex[ | karakterfiizér és a PROCEDURE MODIFY
részprogram valtozatlan maradhat.

Tehét példdul egy akarmilyen (X, F) matroid tetszbleges (véges) H & X
részhalmazdban megkereshetjiik az osszes C' € H kort, vagy akér a 2.1. Al-
litdshoz hasonlé, aldbbi tulajdonsdgot kielégitd "leszdlls, nem torz" (V,E)
hipergraf tetszoleges (véges) H € V részhalmazaban megkereshetjiik az
osszes S & H szimplexet.

2.4. Definicié. (i) A H = (V,E) hipergrifot leszdllonak nevezziik, ha tet-
szbleges B, F SV részhalmazokra E € € és F C E esetén szintén F € £
(i) H nem torz, ha {v} € £ minden v € V esetén,

(iit) a fentiek esetén E elemeit fiiggetleneknek nevezziik,

(iv) eqy S C V részhalmaz szimplex, ha S édsszefiiggd (S ¢ E) de S barmely
valodi T ;Cé S részhalmaza fiiggetlen. [

Az algoritmus természetesen O (M™1) futdsideji, ha n jelsli az M mat-
roid rangjdt, vagy a (fenti tulajdonsdgi) H hipergréfban £ elemei legfeljebb
n -elemiiek.

2.2. Az algoritmus kiterjesztései

Az (eredeti) algoritmus inputjanak apré médositasaval tobb, kapcesolédé prob-
léma is megoldhaté. Elsosorban a reakciémechanizmusok kiilonb6zd kérdé-
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seivel foglalkozunk, természetesen az algoritmus mads, linedris algebrai vagy
matroidelméleti kérdések vizsgdlatdhoz is alakithaté. Ebben az alfejezetben
ismertetett eredményeink [2000a] -ben jelentek meg.

Az alabbi alfejezetekben leirt eljardsok kénnyebb megértése végett a 7.
"Szamitdgépes eredmények" Fejezet 7.5-7.7 Példéit részletes magyardzatokkal
lattuk el.

2.2.0. A dimenzi6é csokkentése

Néhany egyszerii észrevétellel az input méretét és igy az algoritmus futdside-
jét hatékonyan csokkenthetjiik.

(a) Ha egy vektor (reakcid) linedrisan fiiggetlen a tobbitél, akkor el-
hagyandd, hiszen egy szimplexnek sem eleme. Egy ilyen elozetes vizsgdlat
ugyan hossziinak tiinhet, de mindossze csak O (M?) 1épés, mig a megtakari-
tott id6 majdnem O (M™) . Ez mar kb. 30 db 30 dimenziés vektor adathal-
maz esetén jelentés megtakaritas!

Egy létez6 kirivé példa a metdn-metanol reakcié6 [HOS90]-ben (ldsd a
7. "Szdmitégépes eredmények" Fejezet 7.6. Példéjat), ahol az Sy és Sy reak-
ciék mindegyike tartalmaz egy-egy olyan vegyiiletet (CoHg ill. CH3OCHjs),
vagyis egy-egy olyan koordindtat, amelyek egyetlen mas reakciéoban sem sze-
repelnek. Nem meglepd, hogy Sy és S1; egyike sem szerepel sem [HOS90,
Table X]-ben, sem jelen dolgozat 7.6. Példdja végeredményei kizott.

(b) Ha egy vektorban (reakciéban) pontosan ketté nemnulla koordindta
szerepel (csak kettd vegyiilet reakciéja), akkor ezt a vektort elhagyhatjuk és
az Osszes maradék vektor dimenzidjat tudjuk 1 -el csokkenteni.

A kémia nyelvén egy ilyen vektor egy

A=)B (2.4)

tipusi reakciét jelent?), példéul C¢Hg = 3CoH, . Ha kiilon megjegyezziik
a (2.4) egyenletet, akkor az Osszes reakciéban (vektorban) az A vegyiiletet
helyettesithetjiik AB -vel, ezutdn pedig mar nincs is sziikségiink az A ve-
gyiiletre (koordindtdra), vagyis valéban sikeriilt a dimenziét (és a vektorok
szdmat is) 1 -el csokkenteniink. Természetesen az algoritmus futdsa utén a
redukélt térben kapott minden M ™ mechanizmust vissza kell alakitanunk az
eredeti térbe, vagyis ki kell esetleg b6viteniink a (2.4) egyenlettel, amennyi-
ben B szerepel M~ valamelyik reakciéjaban. (Amennyiben az igy kapott M
nem minimdlis, az algoritmus pillanatok alatt megkeresi minimalis részhal-
mazait. )

2) Ez nem csak azt jelenti, hogy az A és B vegyiiletekben az elemek arénya ugyanaz,
hanem &t is tudnak egymédsba alakulni, hiszen ezért szerepel (2.4) az adott reakcidlistaban!



2. FEJEZET. EGY ALGORITMUS ES VALTOZATAI 32

Vizsgédljuk meg a fenti eljarast matematikai szempontbdl is, dltaldnosan.

Konstrukeié a dimenzié csokkentésére:

Tegyiik fel, hogy az X = [z1,...,x N]T € RY vektornak pontosan kett6 ko-
ordindtaja nem nulla:

Ty=A-x, € x;=0hai#uv (2.5)

ahol A € R\{0} és z, # 0, és tegyiik fel, hogy u < v .

Ekkor tetszoleges Y = [y, ..., yn]T € RY adott vektor v -dik koordin&tdjé-
nak A -szorosdt vonjuk ki az u -dik koordinatdjabol, majd toroljitk Y -nak v
-dik koordindtéjat, az igy kapott vektort jeloljiik Y~ -al:

Y = [yla'-‘7yu_)"yv7 cees Yu—1, Yo+1, "'7yN]T ERN_l ’ (26)

nyilvin X~ =0 .
Legyen végiil adott H C R" vektorhalmaz esetén

H ={Y |YeH Y#X}CR"!, (2.7)
O

2.5. Segédallitas. Tetszoleges S~ C RVN~! részhalmaz pontosan akkor lined-
risan figgetlen, ha SU{X} linedrisan figgetlen, ahol S :={Y | Y~ € S™}.

Bizonyitas. Legyen S := {Y,; | i <t}. Mivel az Y vektoroknak csak
az u -dik koordindtdi valtoztak meg, és X tobbi koordindtdi mind 0, ezért
elegend6 csak az u -dik koordindtédkra figyelniink.

Y, -nak u -dik koordindtdja y’ — A - 3 ahol 3’ jeloli Y; megfeleld ko-

ordindtdjat. Ekkor tetszoleges i, ..., 1, € R egyiitthatokra

t t
dwYr = 0= umyh—A-y)=0
=1

=1
t t
=Y =AY pyh=ic
=1 =1

t
= YomYi=- X
=1

u
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2.6. Kovetkezmény. Tetszoleges S= C RYN~! részhalmaz esetén az " S~
szimplex " tulajdonsdg ekvivalens mind (i), mind (ii) -vel:

(i) SU{X} dsszefiiggd, de barmely valodi S\{Y }U{X} részhalmaza fiiggetlen,
ahol Y # X |

(i) vagy S U{X} szimplex, vagy S dsszefiiggd, de ez utdbbi esetben S -nek
van olyan T C S részhalmaza, amely szimplex és X -et nem tartalmazza.
O

A fenti Koévetkezmény alapjan barmely adott H halmazban a szimplexek
keresését egyszertisithetjiik (az algoritmust gyorsithatjuk): elegendé a H~ -
beli S~ C H~ szimplexeket megkeresniink, majd S U {X} néhény részhal-
mazdat megvizsgalnunk.

Megemlitjiik, hogy (2.4) a kémia nyelvén kissé més tipusi problémakat
vet fel, mi azonban csak az eredetei algoritmikus matematikai problémaéval
foglalkozunk (6sszes H -beli szimplex megkeresése).

A fenti redukcié hatédsat a 7. " Szdmitogépes eredmények" fejezet 7.7.” Glu-
cose - pyruvate dtalakitds” példdban szemléltetjiik (a feladat [HOS90, Ta-
ble X]-bdl szarmazik). Eredetileg adott volt 14 vektor a 13 -dimenzids
térben, mi el6szor bevezettiink ujabb 3 technikai vektort (ezen technikai
vektorok magyardzatat és szerepét a 3.2.1.i) alfejezetben ismertetjiik). A
kapott 13 -dimenzids feladatot szamitogépiink 93 mésodperc alatt oldotta
meg (7.7. Téblazat els6 fele). A (2.6) és (2.7) -ben leirt dimenzié-csokkentés
hatdsara (nyolc A = AB tipusu reakciot kiiszoboltiink ki) mar csak 9 vek-
tort kaptunk a 6 -dimenzids térben, amit ugyanazon szamitégép 0.10 mésod-
perc (!) alatt oldott meg (7.7. Téblazat kozéps6 fele). Egy ujabb redukcié
hatdsdra a futdsidé 0.01 m&sodpercre zsugorodott! (A moédositott feladat
végeredményébol az eredeti probléma megoldédsdanak dekddoldsa is 0.1 ma-
sodpercnél kevesebb id6t igényelt.)

2.2.1. Kozvetlen reakcidok keresése

Adott néhany (valésdgos) reakcié, X, ..., Xx € RY | melyben mind termindlis

molekuldk (nyersanyagok és végtermékek), mind nemtermindlis, vagyis koztes

("intermediate") részmolekuldk (atomcsoportok) szerepelnek. Az adott X7, ...,
X}, reakcidk kozott keresiink olyan Zle A X; mechanizmusokat, amelyeknek

végeredményei, az

Y = R()) (2.8)

overall reakciok csak termindlis molekuldkat tartalmaznak. (A terminolégiat
[HS83] alapjén az 1.2. " Mechanizmusok" alfejezetben ismertettiik.) Kiemeljiik,
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hogy az Y overall reakciét sem ismerjiik! Célunk tehdt az osszes, Xy, ..., Xi -
bél megvalésithato, csak termindlis anyagokat tartalmazé minimdlis Y reak-
ci6 (és a hozzdjuk vezeté mechanizmusok) megkeresése, az ilyen Y reakcickat
kézvetlen -nek ("direct", "cycle-free", "steady state") hivjuk. Minimélis
reakciémechanizmus végeredménye nyilvan minimélis reakcio.

A 7. Fejezet 7.5. példdjdban, és a jelen 2.2.1. alfejezet végén részletesen
targyaljuk a fenti problém&t és annak az aldbbi (i) pontban leirt megoldési
modszerét.

(i) Els6 megoldas

Mivel ismerjiik a termindlis molekuldkat, igy az Algoritmus alapvéltozaté-
val megkereshetnénk ezen molekuldk kozotti osszes (lehetséges) R, reakcidt
(¢ € L), azonban mi garantélja azt, hogy az adott X; reakciék valamely
mechanizmusa meg is valésitja valamelyik R, reakciét?

Ehelyett el6szor bovitsiik ki az adott {X, ..., X} C RY vektorhalmazt
néhdny 1j, "idedlis" V, € RY vektorral, amik segitségével szétvdlaszthatjuk a
termindlis és nemtermindlis molekuldkat: V, legyen éppen a ¢ -edik kanonikus
bazisvektor (¢ -edik koordinataja 1, t6bbi koordinétédja 0), minden olyant € T
koordindta-indexre, amely terminélis molekuldnak felel meg (hiszen az RY -
beli vektorok koorindtéi az adott molekuldknak és atomcsoportoknak felelnek
meg), tehat 7€ {1,..., N} .

Futtassuk le algoritmusunkat a

H:={V,:teT}U{Xy,.., X} (2.9)

vektorhalmazra. Ekkor barmely

teT

k
SN X+ ) V=0 (2.10)
=1

(minimélis) mechanizmusbd6l megkaphatjuk a keresett

Ri=-) -V, (2.11)

teT

(minim4lis) kozvetlen reakciét, ahol természetesen a kiindulé atomcsopor-
tokat negativ, az eldallitott termékeket pedig pozitiv eléjel mutatja. Ekkor
az

M=) XX, (2.12)
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mechanizmushoz pontosan az
R(M)=R (2.13)

kozvetlen reakcié tartozik. O

Természetesen H -nak csak olyan S & H szimplexeit kell figyelembe ven-
niink, amelyek legaldbb egy 1y V, vektort tartalmaznak. Mivel az algoritmus
H részhalmazait lexikografikus sorrendben vizsgdlja, és (2.9)-ben a V; vek-
torok a sor elején dllnak, ez konnyen megoldhatd, a futdsidé nem novekszik
meg indokolatlanul.

A kés6bbi (iii) pontban egy masik, kétfizisi megolddst mutatunk az
0sszes minimadlis kozvetlen reakciét eredményezé minimélis mechanizmus
megkeresésére, bar a most ismertetett modszer egy kozvetlen, egyfdzisi maod-
szer erre a probléméra. A 2.3. alfejezetben szigori matematikai médszerekkel
beldtjuk, hogy a fenti, (i) és a késébbi (iii) pontokban adott mdédszerek
ugyanazt az eredménylistét adjék! Kovetkezésképpen a fenti, (2.9)-(2.12)
egyenloségeken alapulé modszer valéban megad minden minimadlis mecha-
nizmust és reakciot.

Mint emlitettiik, az algoritmus lexikografikus sorrendje miatt a futdsido
optimalis szinten tarthaté. Osszehasonlitdsképpen tobb valtozat idejét is
megmeértiik néhdny esetben. A lehetdségek: a (2.9) bévités utdn megkeres-
siik az

dsszes szimplexet H -ban, (VarAll)

vagy
csak a {V; : j € T} vektorokat metszd szimplexeket, (VarOnly)

vagy
csak a {X; : 1 < k} halmazbeli szimplexeket. (VarOrig)

Ha v () jeloli az egyes esetek futdsidejét, akkor nyilvan
v(VarAll) = v(VarOnly) + v(VarOrig) , (2.14)

amit a 7. "Szdmitdgépes eredmények" fejezet 7.5.-7.7. Téabldzataiban is meg-
figyelhetiink.
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(ii) Megjegyzések

Nem feledkezhetiink meg az anyagmegmaradds torvényérol sem az M mecha-
nizmus illetve az eredményezett R reakcié (1d.(2.11)-(2.13)) kapcsan. Szto-
chiometriai médon gondolkodva ez a kovetelmény automatikusan teljestil,
hiszen az 6sszes kiindulési adott reakci6 (vektor) kielégiti a torvényt, kovetke-
zésképpen linedris kombindciéjuk is.
Matematikai nyelven az
B-R=0 (2.15)

egyenldség a kovetelmény, ahol a B € R™Y midtrix "kédolja" az osszes,
a feladatban szerepld atomcsoport Gsszegképletét, és R € RM. A (2.15)
osszefiiggés azonnal nem kovetkezik (2.11) -bél, de (2.10) alapjan

R=) )-X;, (2.16)

=1

<

és igy a
feltétel alapjan nyilvan

k
B-R=) \B-X;=0.

J=1

(iii) M4asodik megoldas

Most az 6sszes minimdlis kézvetlen mechanizmus és reakcié megkeresésére
egy alternativ lehetdséget vizsgalunk meg.

Eloszor is keressiik meg az Osszes lehetséges minimdlis reakciot a ter-
mindlis atomcsoportok kozott, az 1.2. "Mechanizmusok" alfejezetben leir-
tak szerint. Ezutdn, mindegyik minimalis reakci6hoz egyesével keressiik
meg a minimalis kozvetlen mechanizmusokat az eredeti (adott) reakcick fel-
hasznélasaval - ennek technikai részleteit a kovetkezo, 2.2.2. " Kézvetlen me-
chanizmusok keresése" alfejezetben ismertetjiik. [

Ez a médszer tobb, kisebb dimenzids feladat algoritmikus megoldésat je-
lenti (és kozottiik adatatvitelt), egyetlen nagyobb dimenziés feladat helyett.
Réaddsul az els6 fazisban olyan minimadlis reakcidkat is taldlhatunk, ame-
lyeket az adott reakcidk segitségével nem lehet megvaldsitani, vagyis a ma-
sodik fazis eredmény nélkiil fut le!

Konkrét futési eredményeket a 7. "Szdmitogépes eredmények" fejezet 7.5-
7.7. Példdiban mutatunk.
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A 7.5. Problémédban eredetileg 7 reakciévektor Si,...,S7 adott az N =
10 dimenziés térben, az 5 termindlis atomcsoport 3 elembdl épiil fel. Az
algoritmus els6 fazisa a termindlis atomcsoportok kozotti lehetséges dy, ..., dy
reakciokat keresi meg (ldsd (i)), ennek szamitdsi részleteit a 7.5. Tablazat
els6 " Termindlis molekuldk" oszlopaban taldlhatjuk.

A mdsodik oszlopban ldthatjuk a lehetséges mechamizmusok keresését, az
eredeti reakciok kozott, méasképpen a

MS1+ ..+ AS7=0 (2.17)

egyenlet megolddsait.

A harmadik és negyedik oszlopokban az ij V1, ..., V5 vektorokkal szamo-
lunk (i) szerint. A futdsidok osszehasonlitdsa végett az algoritmussal eldszor
az 0sszes szimplexet megkerestettiik, masodszor csak a legaldbb egyik V;
vektort tartalmazdkat. A 12 mechanizmust igy 1.87 illetve 1.80 mdsodperc
alatt megtalaltuk!

2.2.2. Kozvetlen mechanizmusok keresése

Ebben az alfejezetben feltessziik, hogy ismert egy vagy tobb R eredmény-
reakci6 ("resulting/overall reaction"), és ehhez a reakciéhoz vezeté minimélis
mechanizmusokat ("direct steady state mechanisms") akarjuk megkeresni.

Ha csak egyetlen R reakcionk adott, akkor az adott H := {Xq,..., X;}
vektorhalmazt bovitsiik az 4j X1 := R vektorral, és csak az R -et tartal-
mazd szimplexeket keressiik meg. Mivel az 6sszes R -et eredményezé mecha-
nizmus (2.16)-ben az elt{ind

dNX;=0 (2.18)

linedris kombindciéval ([S84]-ben ciklus, "cycle") egyenértékil, igy a keresett
mechanizmus

M= > N-X (2.19)

hiszen az &ltala meghatdrozott végs6 reakcié éppen R(M) =R .
M nyilvan minimalis.

Egy aprosdg: mivel csak az X1 vektort tartalmazé szimplexeket ke-
ressiik (amit természetesen lexikografikusan a sor elejére tesziink), a 4. "A
szimplexek szdama R™ -ben" fejezetben nyert felsé becslést csak k vektorra
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kell alkalmaznunk, vagyis a becsiilt futdsidé koriilbeliil

k—n 1_n—i—l

= 2.20
k+1 k+1 ( )
szorzotényezovel csokkentheto.
Az el6z6 médositas tobb adott Ry, . .., Ry végso reakcié esetén is haszndl-

haté. Ezen reakcidkkal bovitjiikk a H halmazt, és csak a pontosan eqy R;
reakciét tartalmazo S szimplexeket tekintjiik. Ez utébbi feltétel ellendrzése
nem nehéz, hiszen az Ry, ..., R; reakciékat a H halmaz elejére helyezziik, és
az algoritmus lexikografikus sorrendben vizsgélja a (kibévitett) H halmazt.

Nagy (vagyis k -hoz mérhetd) ¢ esetén azonban meggondolandd, hogy
az Ry, ..., R; reakcidkkal egyesével bovitsiik a H halmazt, és a médositott
algoritmust kilon-kilon futtassuk le a H U {R;} halmazokra.

2.2.3. Sem terminalis atomcsoportok, sem reakciék nem
ismertek

A legnehezebb eset, amikor a terminalis atomcsoportok nem ismertek, de az
Osszes végso reakcidra van sziikségiink.

Futtassuk le egyszeriien az algoritmust az eredeti vektorhalmazra, ekkor a
kapott szimplexekbdl az 6sszes végs6 reakcié (2.18) és (2.19) -hoz hasonléan
kiolvashaté, s6t ekozben a megfeleld minimélis mechanizmusokat is megkap-
tuk. Tovdbbi szamitdsokra nincs sziikségiink.

A 7. "Szamitdgépes eredmények" fejezetben kiilonboz6 esetekre taldlunk
példakat és futtatdsi eredményeket.

2.3. Az ekvivalencia bizonyitasa

Ideje matematikai eszkozokkel bebizonyitanunk az algoritmus 2.2.1. alfejezet
(i) és (iii) pontjaiban leirt véltozatainak ekvivalencidjat, vagyis hogy a kapott
kozvetlen reakcidk és minimélis mechanizmusok halmaza mindkét valtozat-
ban ugyanaz.

Legyen a kiindulési vektorhalmaz

{X17"'7Xk} - R" ) (221)

és legyen
{Vi,..., V;} CR"
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tetszoleges linedrisan fiiggetlen vektorhalmaz, ¢t < n , végiil legyen
H:={X;:j<k}uU{V,:i<t}

Most a H és a

halmazok szimplexeinek ekvivalencigjat (egymdasbdl szamolhatdsagat) kell
beldatnunk "bizonyos" Si € R™ vektorok esetén:

2.7. Tétel. Tetszoleges S C H ,
S={X;:je K}U{V,;:ieT} (2.23)
(K C{1,....k}, T C{1,...,t}) szimplex és az
Spi=—) u-X; =) NV, (2.24)
jeK ieT
vektor (ji;, A megfelelé valds szdmok) esetén az
S"={X;:j€ K}U{Sg} (2.25)
halmaz szintén szimplez.

Bizonyitas. Mivel S minimélisan sszefiiggd, ezért a (2.24) egyiitthatok
mind kiilonbéznek 0 -tdl, igy az 1.15. Segédallitas bizonyitja jelen tételiinket.
]

A fenti Tétel szerint az (iii) véltozattal megtaldlt megoldédsokat (szimp-
lexeket) az (i) valtozat is megtaldlja. A 2.8. Tétel megforditdsat aldabb iga-
zoljuk, ami azonban nem igaz tetszbleges H halmazra és S’ szimplexre: sziik-
ségiink van még az aldbbi (*1*)-(*5%) feltételekre is.

(*1%)
B-X,=0 (Vj<k) (2.26)

teljesiil valamilyen rogzitett (tetszéleges) B € R™*" madtrixra, de ezt nem
koveteljiik meg a V; (i < t) vektorokra. Legyenek B oszlopvektorai

{b;:i<n} CR™. (2.27)

(*2*) AV, (i <t) vektorok éppen R™ els6 t kanonikus bézisvektorai.

Ekkor persze
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(*3%)
B-V,=b, (Vi<t). (2.28)
(*4*) Ha az Si vektor kielégiti (2.24)-t, akkor megkoveteljiik, hogy a
S"'={X,:j€ K}U{Sg} (2.29)
halmaz szimplex. (Ekkor a 2.2.1. alfejezet (iii) pontja szerint a
{b;:ieT}CR™ (2.30)

halmaz szintén szimplex.)
Megemlitjiik, hogy (2.24) alapjén
jeK ieT ieT
ami szerint {b; : i € T'} fiiggetlen bdrmely, (2.24)-t kielégitd Sg vektortdl.

(*5*) A T C {1,...,t} halmaz minimdlis abban az értelemben, hogy
semmilyen 7" G T és L € {1,..., k} halmazokra nem teljestilhet az

S EX =Y NV, (2.32)
JeL €T

egyenloség.
Most bebizonyitjuk a 2.7. Tétel megforditdsat.

2.8. Tétel. Legyen
S'={X;:je K} U{Sg} CR" (2.33)

tetszbleges szimplex, ahol a Sg wvektor kielégiti (2.24)-at és az (*1%)-(*5%)
feltételeket. Ekkor az

S ={X,;:je K} U{V,:ieT} (2.34)
halmaz szintén szimplez.

Bizonyitas. S nyilvan 6sszefiiggd (2.24) miatt.

Barmely iy € T esetén az S\ {V,,} halmazok fiiggetlenek (2.32) mini-
malitdsi tulajdonsdga miatt, hiszen (*4*) alapjan T nem iires.

Legyen most jo € K tetszoleges, rogzitett, és tegyiik fel indirekte, hogy a
S\ {X,,} halmaz osszefiiggd. Legyen ekkor

Sq = — Y wX;=> XV, (2.35)

JjeEK 1€l
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valamely ,u;-,)\; € R szdmokra, persze y;, = 0. (2.31) -hoz hasonléan kapjuk,

hogy
0=-B) wX;=> AB-Vi=> \b;. (2.36)

JEK €T €T

Mivel {b; : i € T'} szimplex, ezért a

0= Z Vb (2.37)
ieT

homogén linedris egyenletrendszer megoldédsai az 1.17. Tétel alapjén egymas-
sal parhuzamosak. Igy a (2.31) és (2.36) egyenl6ségekben szerepld [\; : i € T]T
és[N.:ieT |" egyiitthaté vektorok psrhuzamosak, amibdl (2.24) és (2.35)
alapjan Sq || Sgr kovetkezik, vagyis Sg = 7 - Sk valamely 7 € R szdmra.
Ez ellentmondds, (2.24) és (2.35) ismételt alkalmazdsdval, hiszen a feltétel
szerint az {X; : j € K} vektorok linedrisan fiiggetlenek, p; = 0 de p; # 0
ha j # jo és Sg # 0 . [ |

A 2.8. Tétel biztositja, hogy algoritmusunknak a 2.2.1. Alfejezet (i) pont-
jaban leirt valtozata mindazon kozvetlen minimélis reakciét és mechanizmust
("minimal overall reaction" és "direct mechanism") megtalélja, amit a (iii)
pontban lefrt valtozat.

2.4. Mas algoritmusok

Ebben az alfejezetben attekintjiik az irodalomban taldlhaté fébb algoritmu-
sokat, melyek reakciékkal vagy mechanizmusokkal kapcsolatos problémédkat
oldanak meg. Elérebocsdjtjuk, hogy a kiprébdlt inputok esetén algorit-
musunk és az irodalomban megadott eljarasok végeredménye minden esetben
megegyezett.

Aris-Mah [A65a], [A65b], [AM63] cikkei az els6k kozott foglalkoznak
reakcidk sztochiometrigjaval. Fiiggetlen reakcidk szémat hatarozzdk meg ke-
vés szamu kisérlet segitségével, amit a Gibbs-torvény segitségével ellenodriz-
nek. A sztochiometriai métrixot nemszinguldris linedris transzformaciokkal
szamitjak ki.

Kumar-Petho [KP85] és Chevalier-Melenk-Warnatz [CMW90] mii-
vekben a Szerzok mindossze egyetlen példat és megolddsat emlitenek, sem
dltaldanos algoritmust sem nagyobb méretii feladatot nem ismertetnek.

Blickle-Novdk [BN76] Adott atomokbdl felépiilé atomcsoportok lehet-
séges szerkezeteit prébéljak meg elééllitani szamitégép segitségével. Blickle-
Szederkényi [BSz75] és [BSz76] lehetséges reakcidutakat és sztéchiometriai
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egyenletek megolddsét keresnek. Altaldnos algoritmus helyett példakat mu-
tatnak, kivdlasztott generdtorrendszer oszlopokkal (reaktdnsok) allitjak el6 a
tobbi oszlopvektort (termékek). A kapott vektorrendszerek nem feltétleniil
alkotnak szimplexeket.

Olah [087] els6dleges célja annak megmutatdsa, hogy egy mechanizmus
elemi reakciéi gyakorlatilag fiiggetlenek. Mddszere a reakci6idok reciprokait
vizsgdlja, els6sorban kémiai és fizikai meggondoldsokat haszndl.

Happel-Sellers-Otarod [HOS90]| eljarasa reakciémechanizmusokat allit
el6, foleg elemi méatrixmiveletek és linedris egyenletek linedris kombindcisi-
nak (elimindcié) felhasznaldsdval. Az egyenletrendszer redukdldsa utdn a
megolddshalmaz bézisait heurisztikusan hatdrozza meg. Mddszeriik els6sor-
ban elméleti, a szdmolds irdnyitdsa nem automatikus, kizdrélag csak (kémiai)
reakcidmechanizmusok elballitdsdra hasznalhaté, szimplexek dltaldnos keresé-
sére nem. A SzerzOk nem ismertetik az algoritmus részleteit.

Berték—Barany-Fan-Friedler-Imreh [B99|, [FBF99], [FBFS01], [B03],
[FBF02], [BBIFF12] -ben grafelméleti eszkozokkel fogalmazzak meg a prob-
lémat: irdnyitott paros graf (P-grdf vagy PNS-hdlézat) cstics-osztalyain meg-
kiilonboztetik az atomcsoportokat és a kozottiik 1étrejohetd reakcidkat. Az
irdnyitott élek a reakciok lefolydsat (reagensek és termékek) jelzik, a 7.1.4brén
ldathaté médon. A minimélis reakciok a grafban a kezdd atomcsoportok-
t6l a végtermékekig hiizédé kormentes utak, melyeket a Szerzok lényegében
linedris programozds segitségével taldlnak meg. A 7. 7 Szdmitdgépes ered-
mények” fejezet tobb példajat a fenti miivekbdl vettiik at, a fenti miivek és
jelen dolgozat futdsidéi nagysagrendben megegyeznek.

Amennyiben csak a minimdlis (kérmentes) mechanizmusban résztvevd
reakciok halmazdra vagyunk kivancsiak, a reakciok sorrendjére nem, akkor a
jelen dolgozatban ismertetett linedris algebrai modell és algoritmikus megoldés
elegend6. A megolddsvektor pozitiv és negativ komponensei a mechanizmus
altal megvaldsitott (végsd) reakcié be- és kimeneti atomcsoportjait és azok
mennyiségét mutatjak, ezen informécié leolvasdsdhoz nincs sziikségiink gra-
fokra.

Kovéacs-Vizvari-Riedel-T6th [KVRT04] ketto kiilon-kiilon megoldandé
feladattal foglalkozik: a lehetséges elemi reakcidk elddllitasa atomcsoportok-
bél, majd az adott brutté reakcié felbontdsa adott elemi reakcidkra. Mate-
matikailag és algoritmikus szempontbdl ez a két feladat (és megolddsuk is)
persze nagyon hasonld, az els6é outputja adja a mésodik inputjat. Bar a cikk
kizarélag egyetlen mechanizmussal (permanganate/oxalic acid) foglalkozik,
altalanos, szisztematikus médszert prébal kidolgozni. Elsésorban egész értékii
programozast és kémiai meggondoldsokat alkalmaz.
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Az elst feladat megoldasahoz az n lehetséges molekula (atomesoport) ese-
tén felirja az 6sszes, legegyszeriibb M = 2n+ (Z) koztes reakcié Diophantikus
egyenletrendszerét, melynek M megolddshalmaza (lehetséges elemi reakciok)
adja azt az egyenletrendszert a mdasodik feladathoz, melynek megolddsai a
keresett felbontdsok. M hatalmas mérete a probléma, ami kémiai meg-
gondoldsokkal csokkentheté. M Hilbert béazisa segitségével a szamitdsok
részben automatizdlhaték. A szerzok a MATHEMATICA programcsomagot
hasznaljék.

A szamitasok gyorsitdsdra az atomcsoportokat és a reakcikat szintekbe
rendezik, amivel a programot minden iterdciés lépésben eddig még nem
hasznélt reakciék alkalmazdsdra kényszeritik, amivel az eddigiektol eltéro
reakciok taldlhatok.

A szamitdsok folyaman kémiai meggondoldsokkal tobbszor is csokkentik
a feladat méretét, tehdat nem tisztdn matematikai algoritmusrél van szé.

Papp-Vizvari [PV06] szintén reakciéfelbontdssal foglalkozik, az el6bb
elemzett [KVRT04]-hez hasonléan két problémaval. A linedris Diophantikus
egyenletrendszerek®) (LDE) elméletét haszndlva (a Contejean-Devie algorit-
mus tovabbfejlesztésével), linedris programozési (LP) moédszerekkel a (leg-
Uijabb) MATHEMATICA programcsomag segitségével vizsgdlnak nem nagy
rendszereket, ismert kémiai példdkon kiprobalva. Az 6sszes lehetséges reakcié
nagy szama itt is a probléma f6 forrasa.

Mivel az LDE megoldasaira, vagyis a felbontdsokra j6 elméleti fels6 becs-
léseket kapnak, igy az LP -vel kapott valés megolddsok segitségével megkap-
hatok az LDE egész megolddsai, nem csekély szamitdsi nehézség dréan.

Haus-Hemmecke-Pokutta [HHP09| az dllapot-grifok (S C Z allapo-
tok, M C Z™ atmenetek) kontrakciéjaval (megfordithat6 reakcidk) kapott
cluster-grafok segitségével kozelitik meg a problémat. A graf elemzésével,
szamitégép-algebrai programcsomagokkal dtalakitjak a problémaéat algebraiva
(polinomgyfirii idedljai), amit Grobner bazis segitségével oldanak meg. A
végsd megoldds a http://cocoa.dima.unige.it cimen taldlhaté, kommutativ
algebrara kifejlesztett programcsomag alkalmazdsdval kaphaté meg.

A fenti algoritmusok output-listai (természetesen) azonosak, vagy kony-
nyen egymdsba dtalakithatéak. Tapasztalataink szerint sem a (redlis id6én
beliil) megoldhat¢ feladatok méretei, sem a futdsidék nem kiilsnboznek lénye-
gesen sajat eredményeink és az irodalomban ismertetett eredemények kozott.

Szederkényi-Hangos-Péni [Sz10] és [SzHP11] reakcick dinamikajaval
és halozataival foglalkozik, az atomszerkezeten til figyelembe veszi az anyagok

3) Adott, tetsz6leges linearis Diophantikus egyenletrendszernek van-e gycke, ami NP
-teljes probléma.
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koncentraciéjat is, a reakcidk sebességét differencidlegyenletekkel irja le.

A [R14] honlapon nagyméretii adatbdzisokat és egy &ltaldanos, sokrétii
programot kindlnak a szerzok, azonban az algoritmus részleteir6l semmit sem
tudtunk kideriteni.

A 6.3. alfejezetben grafelméleti algoritmusokat is elemziink.

2.5. Procedure Modify

Most bemutatjuk a 2.1. alfejezetben ismertetett algoritmus f6bb rutinjanak
teljes forraskodjat.

meretx := M ; {input vektorok sziama }

PROCEDURE MODIFY; { a vektorlista médositisa }

var hossz,elso,utolso : integer ;

label ret ;

begin

hossz := length(szimplex) ;

elso := ord(szimplex|[1]) - 64 ;

utolso := ord(szimplex[hossz-1]) - 64 ;

if szimplex[hossz]="" then goto ret ; { nem tesztelt }

if (elso+hossz-2=utolso) and (utolso=meretx) and (’d’<>szimplex[hossz])

then begin { végsorozat }

vege := true ; { program vége }
goto ret ;
end ;
if (elso+hossz-2=utolso) and (utolso=meretx) and (’d’=szimplex|hossz])
then begin { végsorozat }
utolso := ord(szimplex[hossz-2]) + 1 ; { j utolss elem }

7

sstr := copy(szimplex,1,hossz-3) + char(utolso) + '’ ;

szimplex := sstr ;

goto ret ;

end ;

if utolso=meretx then { elérte a végét }
begin { nem végsorozat }
utolso := ord(szimplex|hossz-2]) + 1 ; { 4j utolso elem }
sstr := copy (szimplex,1,hossz-3)
szimplex := sstr + chr(utolso) +
goto ret ;

’
[
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end ;
if szimplex[hossz]="{" then { fiiggetlen => bovités }
begin
szimplex[hossz| := chr(utolso+64+1) ;
szimplex := szimplex 4+ ’ 7 ;
goto ret ;
end ;
if szimplex[hossz|="d’ then { dsszefiiggd => 1j utolsd elem }
begin
szimplex[hossz-1] := char(ord(szimplex[hossz-1])+1) ;
szimplex[hossz] := "7 ;
goto ret ;
end ;
if szimplex[hossz]='s’ then { szimplex => végét mddositja }
begin
szimplex[hossz-1] := char(ord(szimplex[hossz-1])+1); { végét noveli }
goto ret ;
end ;
ret : ;
end ; { proc.modify }



3. fejezet

Linearis egyenletrendszerek
vizsgalata

Linedris egyenletrendszerekkel szinte minden tudoményteriilen taldlkozunk.
Gyakorlati alkalmazédsoknél (mind a homogén, mind az inhomogén egyen-
letrendszereknél) legtsbbszor az "alapmegolddsokat " részesitjiik elényben:
amikor is az egyiitthatéomatrix leheto legkevesebb oszlopvektorat hasznélva
érjiik el (linedris kombindciéval) a 0 illetve a b vektort.

Jelen fejezetben a (3.1) és (3.2) linedris egyenletrendszerek minimdlis
megoldasaival foglalkozunk, ami alatt azt értjiik, hogy egy x megolddsvek-
tor az A egyiitthatométrix lehet6 legkevesebb oszlopvektorat hasznalja, ldsd
3.3. Definicié. (Az &ltalunk vizsgalt minimdlis megolddsok és a kozismert
bazismegoldasok kozotti kapcesolatot és kiilonbségeket a 3.18. Megjegyzésben
részletezziik. )

A minimalis megoldasok halmazsnak szerkezetét a 3.6. és a 3.17.-3.22. Al-
litdsokban vizsgaljuk, a minimélis és az Osszes megoldds kozotti kapcsolatot
pedig a 3.9. Allitasban és a 3.10., 3.23. Tételekben. A 3.12. és 3.24. pontok-
ban megfogalmazott problémékra a 3.13. és 3.25. Tételekben adunk valaszt,
mely szerint elegend6 csak a minimadlis megolddsokat megkeresniink, ezekbol
(3.1) illetve (3.2) minden megolddsa linedris kombindciéval megkaphat6. Az
1. "Alkalmazdsok és matematikai alapok" fejezetben emlitett sztéchiometriai
alkalmazdsok nyelvén ez példdul azt jelenti, hogy minimalis reakcidk linedris
kombindciéiként mar minden reakcié megkaphato.

Mivel a 2. "Egy algoritmus és vdiltozatai" fejezetben ismertetett algo-
ritmusunk az 6sszes minimalis reakciét (szimplexet) megtalédlja polinomidlis
ido alatt, amely reakcidk a jelen fejezet eredményei szerint az sszes reakciot
generaljak, igy megnyugtaté valaszt tudunk adni példaul a [HS83], [HOS90],
[FBF99], [B99] kozlemények alapvetd kérdésére.

A jelen fejezetben ismertetett eredményeink [2012al-ban jelentek meg és

46
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nagymértékben altaldnositjak Pethd Arpad [P67m] vizsgélatait.

3.1. Alapveto Gsszefiiggések

3.1. Jelolés. Az

Az=b (3.1)
és
A-z=0 (3.2)
alaki linedris egyenletrendszereket, és megoldashalmazaikat :
Myp={zeR": A-z =0} (3.3)
illetve
Myog:={zecR":A-2=0} . (3.4)

wvizsgaljuk, ahol A € R™™ b € R" adottak, x € R™ a keresett megolddsvek-
torok. Nyilvan csak az Mg # {0} és |May| > 1 esetek érdekesek szamunkra.
Az A egyiitthatomdatriz oszlopvektorait jelélje aq,a,,. .., a,, € R" | vagyis

(3.5)

A=lay,ay,...,a,] .

Alébbi feltételeink nem csak matematikai egyszeriisitéseket szolgdlnak,
példaul a sztochiometridban valddi jelentéssel is birnak:

3.2. Feltétel. Az egész fejezetben feltessziik, hogy

i) A -ban nincsenek pdrhuzamos oszlopvektorok,
specidlisan
1) A eqyik oszlopvektora sem 0 .

Az inhomogén (b # 0) esetben méqg feltessziik azt is, hogy
191) A -ban nincs b -vel parhuzamos oszlopvektor. [

Az A egyiitthatémaétrixnak azon oszlopvektorait szeretnénk vizsgalni, ame-
lyek egy-egy z megoldds(vektor) sordn ténylegesen részt vesznek a (3.1)
linedris kombinaciéban.

3.3. Definicié. (i) Tetszbleges x € R™ vektor esetén legyen
supp (z) == {i <m:x; # 0} (3.6)

az x tartéhalmaza (support). Specidlisan supp (0) =0 .
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(ii) Vektorok tetszbleges (véges vagy végtelen) M C R™ halmaza esetén
a z € M nemnulla vektornak M -re nézve minimdlis tartéja van, ha a
supp (z) halmaz M elemeinek tartéhalmazai kézott minimdlis.
Masképpen: ha nincs olyan y € M nemnulla vektor, amelyre supp (g) ;
supp (z) teljestilne.
Az ilyen z € M vektort réviden (M -re) minimdlis -nak hivunk.

(ii1) Vektorok tetszbleges M C R™ halmaza esetén jeldlje M™™ az (M -re)
minimalis vektorok halmazdt, vagyis legyen

M™0 = {» € M : z minimdlis} . (3.7)

(iv) Természetesen MY és MYE a (3.1) illetve (3.2) egyenletrendszerek
megolddshalmazainak minimdlis elemeinek halmazait jelolik. MYy és MR
elemeit a (3.1) illetve (3.2) egyenletrendszerek minimdlis megolddsainak
nevezziik. [

A fenti minimadlis- és a linedris programozdsban fontos bdzismegolddsok
kozotti kapcesolatot és kiilonbséget a 3.18. Megjegyzésben részletezziik.

A (3.1) és (3.2) egyenletrendszerek x megoldédsvektorai az A egyiitthatématrixnak
nyilvan csak a supp (z) -hoz "tartozé" oszlopvektorait hasznaljak. FEzt az
osszefiiggést a 3.7. Definiciéban és a 3.9. Allitasban fogalmazzuk meg pon-
tosabban.

Az alédbbi egyszerii észrevételeket a késdbbiekben sokszor hasznaljuk.

3.4. Allitas. A 3.2. Feltétel harom pontjdra az alabbi ekvivalens tulajdonsd-
gok teljestilnek.
A (3.2) homogén egyenlet esetében:
5.2(1)) <= |supp(z)| =3 haz € Map\ {0},
5.2(i) <= |supp(z)] =2 haz € Map\{0} ,
a (3.1) (b#0) inhomogén egyenlet esetében:
3.2(i41)) <= |supp(z)|>2hax € My, . O

3.5. Allitds. A (3.2) homogén egyenlet barmely nemtrivilis z € Mo meg-
oldasahoz létezik egy minimélis z € M‘AT"iQ“ megoldas, amelyre
supp (z) & supp (z) . (3.8)

Ugyanez igaz a (3.1) egyenlet barmely x € My és megfelels z € MGy
megolddsaira is. [J

3.6. Allitas. Bérmely M C R™ vektorhalmaz esetén a supp (z) € {1,2,...,m}
halmazok, ahol z € M™® minim4lis, Sperner rendszert alkotnak: bdrmely
(kiilénbiz0) z,, zo € M™™ minimdlis vektorokra

supp (z1) € supp (z5) és supp (z5) € supp (1) . O (3.9)
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Az x megoldédsvektor nemnulla komponenseit és az A egyiitthatématrix
ezeknek megfelelé oszlopvektorait akarjuk vizsgalni. A vizsgdlatok egysze-
riisitése érdekében még egy fogalmat és jelolést vezetiink be.

3.7. Definici6. Tetszoleges x € R™ wvektor, A € R™™ madtriz és H C

{1,...,m} indezhalmaz esetén x és A megszoritdsa a H halmazra:
és
Alg:=lg;:i€ H| , (3.11)

tehdt x |peR" és A|ge R™" aholh=|H|. O
Nyilvéanvaléan
3.8. Allitas. Tetszbleges rogzitett x € R™ esetén a

p, = P{l,...,m} — R"
f q — (Alu) - (z |n) (3.12)

halmazfigguény (H € {1,...,m}) additiv. O
Z |supp(a) €s = kozott a kovetkezd megfeleltetés létezik:

3.9. Allitas. Ha x € R™ megolddsa az A-x = b egyenletnek, akkor x |supp(x)
kielégiti az
(A |supp(£)) ' (£ |supp(z)) =0 (3.13)
egyenletet.
Masrészt, ha H C {1,...,m} tetszbleges indexhalmaz ésy € R" (h = |H|)
megolddsa az
(Alm)-y=0 (3.14)

egyenletnek, akkor van legalabb egy olyan x € R™ megolddsa az A-x =b (3.1)
egyenletnek, amelyre
y=2z| (3.15)

(Tobbek kozott supp () S H feltehetd, de dltaldban nem sziikséges.) [

T

Vegyiik észre, hogy a (3.15) egyenléséget kielégité x altaldban nem egy-
értelmi.

A fenti 3.9. Allitsst kés6bb sltalanositjuk homogén egyenletrendszerekre
a 3.10. Tételben, inhomogén egyenletrendszerekre a 3.23. Tételben. Megje-
gyezziik, hogy ezek az eredmények nagyon kiilonbozoek.
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3.2. Homogén egyenletrendszerek
A 3.9. Allitas sltalanositdsa homogén egyenletrendszerekre a kovetkezd.

3.10. Tétel. Legyen z € Mﬁl’ign eqy tetszoleges minimdlis megolddsa a (3.2)
egyenletnek, z # 0 . Ekkor az

(A [supp(z)) "y =0 (3.16)

egyenletnek (konstans szorzotdl eltekintve ) egyetlen y € R™ (h = |supp (2)|)
megoldasa van, mégpedig

Y= 2 [supp(z) (3.17)
ahol X\ € R tetszoleges.

Bizonyitds. Nyilvin y := 2 |appz)€ R" megolddsa (3.16)-nek, és
y 1—nek egyetlen komponense sem 0 .

Tegytik fel most, hogy y, € R" egy olyan nemtrivislis megoldésa a (3.16)
egyenletnek, amely A - z -t0l kilonbozik béarmely A € R szam esetén. Mivel
Y, %0, ezért g2—nek valamelyik i -edik komponense nemnulla, i € supp (z2)
felteheto. Ekkor taldlunk olyan v € R szdmot, amelyre a

2= Y, TV Y,

vektor ¢ -edik komponense nulla.

Ha z, =0, akkor y [l y, , vagyis (3.17) teljesiil.

Ha z, # 0 , akkor z, € R" és supp (z,) & supp(z) , ami ellentmondés,
hiszen z minimalis. m

3.11. Megjegyzés. Homogén egyenletendszerek esetében az x és \x vek-
torokat azonosaknak tekinthetjiik az 6sszes A € R szdam esetén.
Vizsgdlatainkban azonban nem emlitjik a 0 € R™ vektort (3.2) megolddsai
kozdtt.
A 8.10. Tétel szerint a (3.16) egyenlet megolddsa egyértelmi (skaldrszorzo
erejéig), amennyiben z € Mg{ion minimalis. [

Homogén egyenletrendszerekre megfogalmazva kérdésiink a kovetkezo:
3.12. Probléma. A homogén A-x =0 egyenletrendszer dsszes megolddsdt

generdljak-e a minimdlis megolddsok, azaz Mgfign C R™ generdlja-e az My
alteret?
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Inhomogén egyenletrendszerekre a hasonlé kérdés pontos megfogalmazdsa
a 3.24. Problémdaban olvashato.
Az alabbi Tétel megnyugtaté vélaszt ad a 3.12. Probléméra.

3.13. Tétel. Igen, ]\/[mln generdlja az Mayo alteret, tetszoleges A € R™ ™
matrix esetén.

Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy tetszéleges x € M4 o megoldds-
vektor elédll M —beli vektorok linedris kombindciGjaként.

Teljes mdukCloval haladunk supp (x) mérete alapjén, x # 0 nyilvén felte-
hetd. Az z € MRy eset nyilvanvalo.

Legyen z ¢ MTpin o tetszOleges, és vdlasszunk egy olyan z € M}’ min 0 minimalis
vektort, amelyre

0 # supp (2) & supp (z) (3.18)

teljestil. Tetszbleges k € supp (z) index esetén az

=z — Lk z (3.19)
2k
vektor is megoldésa (3.2) -nak, és supp (z) definiciéja alapjan z # 0, z}, =0
(azaz k ¢ supp (z')), ezért

supp (z') G supp (z) - (3.20)

Tovébbd 2’ # 0 , hiszen 2’ = 0 esetén z || z lenne, de z ¢ MY .

Az 1nduk01os feltevés miatt tudjuk, hogy 2’ linedris kombindciéja MF»
beli vektoroknak, igy (3.19) és z € MY§* miatt x is elédll MY -beli Vektorok
linedris kombindcidjaként. m

3.14. Megjegyzés. MP nem parhuzamos elemei lehetnek linedrisan dssze-
fliggoek. Hasznos lenne M Ry o egy bazisdt felderiteni, erre a kérdésre még nem
kerestiink vdlaszt. [

A 3.13. Tétel eredményébol mellékesen az aldbbi dsszefiiggés is azonnal
kovetkezik.

3.15. Kovetkezmény. A (3.2) egyenletrendszer barmely x € M4 megoldd-
sanak tartohalmazdt lefedik a minimdlis megolddsok (tartéhalmazai):

supp (z CU{supp JWmln . O (3.21)
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A (3.21) tartalmazds a 3.5. Allitasbél még nem kovetkezik.

Altaldban azonban az A egyiitthatématrixnak nem mindegyik oszlopvek-
tora vesz részt valamely megolddsban. A sztochiometria nyelvén ez példdul
azt jelenti, hogy molekuldk adott halmazdban lehetnek olyanok is, melyek
egyetlen reakciéban sem vesznek részt.

A kovetkezo6 dllitdsokban ezt a problémat vizsgdljuk meg kicsit részlete-
sebben.

3.16. Allitds. Tetszbleges i < m indexre az egyiitthatématriz a, oszlopvek-
tora pontosan akkor vesz részt valamely x € Mag megolddsban (vagyis i €
supp (x) ), ha a; linedrisan fiigg a tobbi {gl, RN PR PR PO ,Qm} oszlopvek-
tortal.

Bizonyitas. Tetszoleges x € M, megolddsvektorra és @ < m indexre az
Ax = 0 egyenldség ekvivalens az

T a; = — Z Tj-a; (3.22)

JF

egyenlettel. Az i € supp (x) feltevés jelentése x; # 0 , ami igy ekvivalens az-
zal, hogy a, linedrisan fiigg a {Ql, NN PR/ PR PR ,Qm} vektoroktdl, hiszen
a 3.2.(ii) Feltétel szerint ¢, #0 . =

Most vizsgdljuk meg a minimédlis megolddsok belso szerkezetét.

3.17. Allitds. Legyen z € Mﬁfign , vagyis z egy minimalis (nemnulla) megol-
ddsa az A-z = 0 egyenletnek. Ekkor az A egyiitthatomdatrixz z dltal "haszndlt”
oszlopvektorainak halmaza

S, :={a, i € supp(z)} CR" (3.23)
minimalis (linedrisan) dsszefiiggd halmaz, vagyis (algebrai) szimplez.

Bizonyitas. S, linedrisan osszefiiggd A - z = 0 miatt. z minimalitdsa
miatt S, egyetlen T' ;Cé S, valédi részhalmaza sem lehet Osszeftiggd. m

A fenti 6sszefiiggés szerint a szimplexek "természetes" maédon 1épnek fel
homogén linedris egyenletrendszereknél, pontosabban a minimaélis megold&-
sokkal azonosithatok!

A szimplexeket az 1.7. Definiciéban definidltuk, alaptulajdonsdgaikat az
1.5. "Matematikai definiciok és elemi dsszefiiggések" alfejezetben ismertet-
tiik. Mielott részletesen megvizsgalndnk a szimplexek és a minimaélis megoldé-
sok kapcsolatdt, elotte tekintsiik 4t a kozismert bazismegoldasok és a
3.3. Definiciéban bevezetett minimalis megoldasok kozotti kiillonbséget!
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3.18. Megjegyzés. Inhomogén (3.1) egyenletrendszereknél az x bazismegol-
ddsok az A egyiitthatomdtrix - mint oszlopvektorainak halmaza - bézisainak
felelnek meg, vagyis mindig A -nak r db oszlopvektordhoz tartoznak ahol
r =1(A) az A mdtriz rangja. Mivel fiiggetlen vektorokbol barmely b vektor
legfeljebb egyféleképpen dllhat elo, ezért egy bézismegoldds pontosan akkor
minimalis, ha nemdegeneralt.

Homogén (3.2) egyenletrendszereknél eqy bazismegoldds mindig tartalmazza
A -nak egy bazisat plusz A -nak pontosan egy tovdbbi (oszlop Jvektordt ([P67ml)).
Tehat homogén esetben minden bazismegoldds pontosan r + 1 elemi, A -nak
dsszefiiggd oszlopaira "hivatkozik". Mdarpedig adott (r+ 1) szama 6sszefiiggd
vektor nem mindig minimdlis (azaz szimplex). Megforditva: A -nak egy mini-
malis megolddshoz tartozo oszlopvektorai ugyan mindig minimdalis dsszefiliggo-
ek (azaz szimplex), de gyakran v + 1 -nél kevesebben vannak. [

Az 1.17. Tétel segitségével az 3.9. Allitds a kovetkezéképpen altaldnosithaté
M 4o minimélis elemeire. (Lasd még a 3.11. Megjegyzést is.)

min

3.19. Kovetkezmeény. Tetszoleges z , y € My'g' minimdlis megolddsokra

supp (z) = supp (y) <= zlly . (3.24)

tehdt a minimadlis megoldasok tartohalmazaikon egyértelmiiek (skaldrszorostdl
eltekintve ).

Bizonyitas. Az allitas kovetkezik a 3.17. Allitasbol és a 3.10. és 1.17. Téte-
lekbdl. m

A fenti eredményt inhomogén egyenletrendszerekre a 3.23. Tételben ter-
jesztjik ki.

Az 1.17. Tételbdl egyszeriien kovetkezik:
3.20. Tétel. Tetszoleges A € RV, A = [ay,a,,...,q,,] mdtriz (Id.(5.5))
oszlopvektorai kézil kivdlasztott tetszbleges S < {ay, as, ..., a,,} szimplezhez

az Az = 0 homogén linedris egyenletrendszernek van olyan x megolddsa,
amely pontosan S elemeit haszndlja, azaz

S={a; i€ supp(z)} . (3.25)
O

A 3.10. Tétel szerint az Az = 0 homogén linedris egyenletrendszer z
minimalis megolddsa skaldrszorzé erejéig egyértelmii ha supp (z) rogzitett
((3.25) alapjén).
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3.21. Kovetkezmény. A 3.17. Allitds és a fenti 3.20. Tétel alapjin egy-
eqy értelmi megfeleltetés van eqy rogzitett {ay, a,, ..., a,,} halmazban talal-
haté algebrai szimplexek és az Az = 0 homogén linedris egyenletrendszerek
(A = [ay,as,...,a,,]) minimdlis megolddsai kizitt, vagyis a kivetkezok-
ben azonosithatjuk Oket. U

Az emlitett egy-egy értelm{i megfeleltetés alapjan az 1. Fejezet 1.18. Al-
litdsdnak dtfogalmazasdaval konnyen megkaphato az aldbbi 6sszefiiggés:

3.22. Allitds. Ha 21, 29 € ngign olyan minim&lis megolddsai az A-x =0
egyenletnek, amelyekre

supp (z,) N supp (z5) # 0, (3.26)

akkor tetszoleges j € supp (z,)Nsupp (z5) indexre taldlhats egy olyan (szintén)
minimalis zs € Mgfign megoldds, amelyre

J & supp (z3) C supp (z;) N supp (z5) . O (3.27)

3.3. Inhomogén egyenletrendszerek

El6szor a 3.9. Allitast és a 3.19. Kovetkezményt terjesztjiik ki inhomogén
egyenletrendszerekre.

3.23. Tétel. Legyen z € MY} egy minimélis megolddsa az Az =b (b #0)
inhomogén egyenletrendszernek és legyen H := supp (z) . Ekkor az

(Alm)-y=1 (3.28)
egyenletrendszer egyetlen megolddsa y =z |p .

Bizonyitds. Legyen y; = z |g€ R" (h = |H|), nyilvén y; -nek
egyetlen koordindtsja sem 0 . Legyen tovabba (3.28) egy mdsik megoldésa
yo € R melynek példdul az iy -adik koordinatdja (i € supp(z)) kiilon-
bozik y, ugyanezen koordindtdjatol. z minimalitdsa miatt y, -nek sem lehet
0 koordinatdja. Barmely o € R szdmra a

v=a-y+(1—a) (3.29)

vektorok kielégitik (3.28)-et, igy a fentiek miatt egy megfelelé a szamra v -
nek az ig -adik koordinatdja 0 , de ekkor supp (v) & supp (z) , ami ellentmond
2z minimalitdsdnak. [

A 3.12. Probléma (egyik) altaldnositdsa a kovetkezo.
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3.24. Probléma. Az A-x = b inhomogén egyenletrendszer 6sszes megolddsa
elodllithato-e minimdlis megolddsokbol, azaz Mgl’ib“ generdlja-e May -t 2

A vélaszt az aldbbi eredmény adja meg:

3.25. Tétel. Mindegyik x € May, vektor felirhato mint Mgfib“ néhdny vektord-
nak affin kombindcidja plusz a homogén A - x = 0 egyenletrendszer eqy
megolddsa, vagyis

I I
= Z aiz; +y ahol Z a; =1 (3.30)
=1 =1

és z; € MY minimdlis megolddsok (i =1,...,1 ,a; € R) ésy € MooU{0} .

Bizonyitas. Legyen z € M4, egy megolddsvektor. A (3.30) Osszefiiggést
supp (x) mérete szerinti indukciéval igazoljuk. z # 0 nyilvén feltehetd.
Az x € MY} eset nyilvanvalo.
Az x ¢ M;‘n’ib“ esetben vélasszunk egy olyan z € M;‘“fb“ minimélis vektort,
amelyre } .
supp (z) & supp (z) . (3.31)

Ilyen z biztosan taldlhatd, hiszen x nem minimalis és supp () # 0 .

a) eset: Ha van olyan z € MIA‘iib“ , amelynek valamely k -adik koordinétédja
(k € supp (2)) kiilonbozik z ugyanezen koordindtajétol, z, # xy , és 2z, # 0,
akkor tekintsiik az

z' = (z—%-z) _lﬂ—(z—ﬁz)'% (3.32)

2k 1 . - 6

vektort. 2’ affin linedris kombindcidja x és z -nek, igy megolddsa az A-x =b
egyenletrendszernek. Mivel 2}, = 0 (azaz k ¢ supp (2')), ezért

supp (z') & supp (z) , (3.33)

tovdbba 2’ # 0 (3.31) alapjan. Az indukcids feltevés alapjén 2’ is affin linedris
kombindciGja M7} -beli vektoroknak plusz y' € My U {0} :

r I
= Z oz +y ahol Z a;=1. (3.34)
i=1 i=1

(3.32) és (3.34) alapjan

—(1-B)2 +Bz=01-7 Zoz i+ Bz+(1-B)y (3.35)
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ami szintén affin linedris kombindciéja Mgfib“ -beli vektoroknak plusz egy
My U{0} -beli vektornak.

b) eset: Ha

L |supp(z) = 2 lsupp(2) (3.36)
minden olyan z € M}}* vektorra, ami kielégiti (3.31)-t, akkor rogzitsiink egy
ilyen (tetszoleges) z EiMEibn vektort. (3.36) és a 3.8. Allitds alapjan

A|supp(£) '£|supp(§) = A’supp(z) '§|supp(z) =b (3.37)
ahonnan
(A|8UPP(£)\SUPP(§)) : (£|supp(g)\supp(g)) = Q . (338)
Ha
Y= £|supp(£)\suz7p(z) ) (3.39)

akkor y € Mo U {0} , és
supp (z) N supp (y) =0 (3.40)
miatt x = z + y kielégiti a (3.30) feltételt, ami bizonyitja tételinket. m
A 3.25. Tétel dltaldnositja a jélismert
Map =2+ Mayp (3.41)

Osszefiiggést minimdlis megoldédsvektorokra. Tovabba, a 3.13. Tétellel egyiitt
kapjuk:

3.26. Koévetkezmény. MYy U MYF generdlja May -t. O



4. fejezet

A szimplexek szama R" -ben

Bérmilyen algoritmikus megoldds (szdmitégépes futtatds) el6tt nem feled-
kezhetiink meg a lehetséges output, futdsidd becslésérol, ezért jelen fejezetben
a kovetkezo kérdéssel foglalkozunk:

4.1. Probléma. Adott n,m € N esetén azn -dimenzios H C R" , |[H| =m
-elemi vektorhalmazok hiny S C H szimplexet tartalmazhatnak - legaldbb
és legfeljebb - és milyen szerkezettiek a szélsdséges (extremdalis) H halmazok,
vagyis amelyek a legtobb illetve legkevesebb S szimplexet tartalmazzdk?
Természetesen H teljes dimenzids, vagyis kifesziti R™ -et (és igy m > n).

Masképpen: a minimadlis reakcidk szamét prébaljuk megbecsiilni alulrél
és feliilr6l, ha csak a résztvevd vegyiiletek szama (m) és az azokban szerepld
atomok széma (n) ismert.

Hangsiilyozzuk, hogy elssorban a szélséséges H halmazok szerkezetét
igyeksziink felderiteni, a tartalmazott szimplexek szdma ennek mér csak
kovetkezménye.

A kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

4.2. Jel6lés. (i) simp (H) jeloli a H C R™ vektorhalmazban levo S C 'H
szimplexek szamdat.

(ii) Tetszoleges S C R™ vektorhalmaz esetén [S| jeloli az S dltal kifeszitett
alteret (7algebrai lezdart” vagy “linedris burok”).

(iit) A kis szimplexek pontosan kettd (pdrhuzamos) vektort tartalmaznak,
a nagy szimplexek legaldbb hdarom elembol dlinak. A k -elemi szimplexeket
roviden k-szimplex -nek hivjuk. [

Fejezetiink fobb eredményei az aldbbiak, melyek a [1995], [1998] és [2011]
cikkekben jelentek meg;:

o7
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4.5. Tétel ([1995)): Tetszoleges, adott elemszami H CR" részhalmazra,
ami kifesziti R™-et, simp(H) pontosan akkor maximalis, ha H bérmely n
vektora linedrisan fiiggetlen. [

4.7. Tétel ([1995]): Tetszbleges, adott elemszamii H CR™ részhalmazra,
ami kifesziti R™ -et simp(H) minimadlis, ha H vektorai n db ekvivalencia
osztdlyba sorolhatdk a "pdarhuzamossdag" relacio alapjin, ezek az osztdlyok
méretei legfeljebb 1 -gyel térnek el eqymastol, és az osztalyok (reprezentdnsai)
linedrisan fiiggetlenek, vagyis bdzist alkotnak R™ -ben.

|H| > 2n esetén ez az egyetlen minimdlis konfigurdcio. [

4.15. Kovetkezmény: Ha H C R™ kifesziti R" -et és |H| = m ahol
m=an—+b,0<b<nésa>1, akkor

b- (‘“2”) +(n—b)- (g) < simp (H) < (nT1> RNORY

tovabba simp (H) a lehetséges also és felso értékeket kizdardlag a fenti tételek-
ben leirt esetekben veheti fel.
Amennyiben m oszthaté n -el, (4.1) egyszertibb alakot vesz fel:

n- @) < simp (H) < (n’ZJ . O

A 4.5. Tétel szerint az adott atomok tehdt az egyes vegyiileteket nagyon
"ossze-vissza" mennyiségben kell, hogy felépitsék (pl. Vandermode deter-
mindns mintéjdra).

A felsb becslést a parhuzamos vektorok megtiltdsa nem befolyasolja, az
alsé becslésben viszont kizarélag parhuzamos vektorok (kis szimplexek) jét-
szék a foszerepet. Ha csak nagy szimplexek 1étezését koveteljitk meg H -ban
(vagyis H -ban nem engediink meg parhuzamos vektorokat), akkor simp(H)
értékének alsé becslése nagyon nehézzé vélik, mindossze az R? és R* esetekben
van teljes eredményiink. Az dltaldnos problémét, és méig nyitott sejtésiinket
a legutolsé alfejezetben ismertetjiik (1d. 4.26. Probléma és 4.27. Sejtés).

4.20. Tétel ([1998]): Tetszbleges, adott elemszdmii H CR? részhalmazra,
ami kifesziti R3 -et, H -ban nincsenek pdrhuzamos vektorok és 8 < |H| ,
simp(H) pontosan akkor minimalis, ha H elemei két (H -ban) metsz6 sikon
helyezkednek el, és az eqyik sikon pontosan hdrom H -beli vektor taldlhato.
Miésképpen: H -ban vannak olyan ui,us,us linedrisan fiiggetlen vektorok,
amelyekre 'H -nak pontosan egqy tovdbbi eleme esik [uy,us] -be, és H dsszes
maradék vektorat [us,us] tartalmazza. O
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4.22. Kovetkezmény: Amennyiben H CR? kifesziti R® -et, ‘H -ban
nincsenek pdarhuzamos vektorok és 8 < |H| , akkor

(m?)—2>—|—1+(m2_3>§52'mp(7-() . O (4.2)

A legfeljebb 7 -elemii H halmazokat a 4.20. Tétel utdn vizsgaljuk meg.

Egy évtizednyi kutatds és teljesen 1ij mddszerek segitségével sikeriilt egy
fokkal tovdbb lépniink:

4.23. Tétel ([2011]): Tetszbleges, adott elemszdami H CR* részhalmazra,
ami kifesziti R* -et, H -ban nincsenek pdarhuzamos vektorok és 24 < |H| ,
simp(H) pontosan akkor minimalis, ha H elemei két diszjunkt, 2 -dimenzids
stkon helyezkednek el, és a két sikon levd vektorok szdmdnak eltérése legfeljebb
1.

Masképpen: ‘H -ban vannak olyan uy,us, us, us linedrisan fiiggetlen vektorok,
amelyekre az [uy,us] és [ug,us] stkok H -nak |m/2] illetve [m/2] vektordt
tartalmazzak. [

4.25. Kovetkezmény: Amennyiben H CR* kifesziti R* -et, H -ban nin-
csenek parhuzamos vektorok és 24 < |'H| , akkor

(Lm3{2j>+<(m3/21)§simp<m - U

A legfeljebb 23 -elem{i ‘H halmazokat a 4.23. Tétel utan vizsgdljuk meg.

4.1. A maximum

Mivel a szimplexek minimdlisan 6sszefiiggd részhalmazok, ezért szimplexek
barmilyen Sy, ..., Sy & H rendszere nyilvdn teljesiti az

Si & 5 (Vi,j <, i # ) (4.3)

u.n. Sperner-tulajdonsdgot, igy Sperner j6l ismert tétele alapjén (pl.
[2001]) maéris felsd becslést adhatunk barmilyen H halmazban a tartalmazott
szimplexek szdmdra:

4.3. Tétel. (Sperner, 1930) Legyen H tetszdleges halmaz, |H| = m és
k<% . HaazSi,...,S¢ & H részhalmazok legfeljebb k elemiiek és kielégitik
a (4.8) feltételt, akkor ¢ < (7). O
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4.4. Kovetkezmény. Tetszoleges H C R" , |H| = m vektorhalmaz esetén

simp (H) < (ni‘l) . O (4.4)

Hangsilyozzuk azonban, hogy benniinket a szélséséges H vektorhalmazok
linedris algebrai szerkezete érdekel. Bar ez kihdmozhaté Sperner tételének
részleteibol, a kozvetlen vizsgélat részletesebb magyarazatot ad szdmunkra.

4.5. Tétel. ([1995]) Tetszbleges, adott elemszami H C R™ részhalmazra,
ami kifesziti R™ -et, simp(H) pontosan akkor maximadlis, ha H bdarmely n
vektora linedrisan fliggetlen.

Bizonyitas. Legyen H C R" tetszoleges (rogzitett) m -elemii vektorhal-
maz. Valasszunk V = {v1,vs, ..., v, } C H béazisdt R" -nek. Tegyiik fel, hogy
egy u € H\V vektort tartalmazza H -nak egy legfeljebb n elemii 6sszefiiggd
részhalmaza. Vilasszunk ekkor egy olyan v’ € R™ vektort, amely H -nak
n — 1 -elemii részhalmazai altal generdlt alterek egyikében sincs. Cseréljiik

‘H -ban u -t v -re:
H' = (H\ {u}) U {u'} |

akkor megmutatjuk, hogy |H'| = |H| és simp(H') > simp(H) .

Legyen S = {uq, ug,...,ur} C H tetszbleges szimplex H -ban. Ha u ¢ S
akkor &’ := S szimplex H'-ben is. Ha pedig u = u; € S akkor S\{u;}
fiiggetlen halmaz, ezért van V -nek van n — k + 1 elemi{i V' részhalmaza,
amelyre S\{u;} UV’ ismét bdzisa R™ -nek. De ekkor

S =8S\{u;} UV U{u}

egy Uj szimplex H’-ban. A most definidlt S — S’ leképezés injektiv, ezért
simp (H') > simp (H) .

A fenti konstrukciét legfeljebb m -szer elvégezve olyan H'™ C R™ vek-
torhalmazhoz jutunk, amelyben csak n + 1 -elemii szimplexek vannak és
simp (H'™) > simp (H) .

Ebbdl az is kovetkezik, hogy simp (H) maximélis abban az esetben, ha
H bérmely n eleme linedrisan fiiggetlen. Ekkor simp (H) = (nnj 1) .

Mar csak azt kell igazolnunk, hogy minden més esetben simp (H) értéke
ennél hatdrozottan kisebb.

Legyen S C 'H egy (rogzitett) ¢ elemii szimplex, £ < n . A bizonyitas
el6z6 részében leirt konstrukeiét ismételten (legfeljebb m — ¢ -szer) elvégezve
kapjuk, hogy egyetlen u € H'\S vektor sem tartozik H\ {u} elemei koziil
barmely n — 1 db altal generdlt altérhez.
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Mindezekbdl kénnyen kapunk felsé becslést simp (H) értékére: S sajét
maga (amit megdriztiink), tovabba csak n + 1 -elemii szimplexek, amelyek S
-nek legfeljebb ¢ — 1 elemét tartalmazhatjédk:

amon < S ()-(70 ) () + ()

Ez a mennyiség pedig szigorian kisebb (JL) -nélhan+2<m.

m = n esetén simp (H) = 0, m = n+1 esetén pedig minden 2 < k < n+1
szamhoz taldlhaté olyan ‘Hj , amely pontosan egy k -simplexet tartalmaz,
azaz simp (Hy) =1 .

A bizonyitast befejeztiik. ]

4.6. Kovetkezmény. Tetszoleges m -elem@ H CR™ részhalmazra, amely ki-

fesziti R™ -et
m
j < 4.5
simp(H) < (n—i— 1) ; (4.5)

és a becslés éles, vagyis van olyan H amelyre (4.5)-ben = teljesul. [

Bizonyitas. (4.5) nyilvdnval6 a 4.5. Tétel alapjén.
A Vandermode determindnsok kifejtésébol adédik, hogy tetszoleges, pdron-
ként kiilonbozo q, ..., q, € R valés szamok esetén a

hi = [1,qi,qi2, ...,qg”*l] eR” (i=1,..,m) (4.6)

vektorok koziil barmely n linedrisan fiiggetlen, vagyis

simp{hl,...,hm}—< " > . (4.7)

n+1

4.2. A minimum parhuzamos vektorokkal

A most kovetkezd vizsgalatok szerint simp (H) értéke akkor a lehet6 legkisebb
adott mérettit H C R™ részhalmazoknél, ha H a lehet6 legtobb parhuzamos
vektort tartalmazza (1d. 4.7. Tétel). Mint eddig is, a szélséséges H halmazok
linedris algebrai szerkezete (és annak egyértelmiisége) is érdekel benniinket.
Mivel mind a gyakorlati (kémiai) alkalmazasoknal mind az elméleti (mate-
matikai) vizsgalatokndl a parhuzamos vektorok sok gondot okoznak, a parhu-
zamos vektorok nélkiili esetekkel a kovetkezo alfejezetekben kiilon foglalkozunk.
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4.7. Tétel. ([1995]) Tetszbleges, adott elemszami H CR™ részhalmazra, ami
kifesziti R™ -et, simp (H) minimadalis, ha H vektorai n db ekvivalencia osz-
talyba sorolhatok a "parhuzamossdg” reldcio alapjdn, ezek az osztdlyok méretei
legfeljebb 1 -gyel térnek el eqymdastdl, és az osztalyok (reprezentdnsai) linedrisan
fiiggetlenek, vagyis bazist alkotnak R™ -ben.

|H| > 2n esetén ez az egyetlen minimdalis konfiguracid.

Az ismertetett minimélis szerkezet nyilvin egyértelmii.

Bizonyitds. Legyenek n,m rogzitettek, m > n . Tegyiik fel, hogy
H CR"™ olyan m -elemii vektorhalmaz, amely H kifesziti R"-et, és az adott
n, m paraméterekkel simp(H) a lehetd legkisebb.

Legyenek 01, ..., 0, C 'H parhuzamos vektorok diszjunkt, tsszes halmazai,
vagyis az ekvivalencia osztdlyok. Vélasszunk mindegyik osztélybdl egy-egy
reprezentanst: E) €0, .

Tobb segédéllitasra van sziikségiink, a sziikséges fogalmakat a 4.2. Jelolés-
ben ismertettilk. m

4.8. Segédallitas. Ha H CR™ kifesziti R -et és simp (H) minimdlis, akkor
(0) H -nak a nagy szimplexekben felhaszndlt vektorai mdas szimplexekben nem
szerepelhetnek, igy tobbek kozott

(1) a nagy szimplezekben szereplé ekvivalenciaosztalyok mind egyelemiiek,
(2) a nagy szimplexek diszjunktak.

Bizonyitas. Tehét
H=Jo: . (4.8)

—

nyilvdn p > n+1, és tegyiik fel, hogy van § = {Gi 1€ I} C 'H nagy szimp-
lex, |Z| > 3 és rogzitsiik a 0_1),6’_; € S vektorokat. Hasznaljuk a kovetkezd
jeloléseket:
— —

k := azon (0sszes) nagy szimplexek szama, amelyek 6; és 65 minde-
gyikét tartalmazzak,

ki := csak 9_1> -et tartalmazé (6_;—6‘5 nem) nagy szimplexek szama,

ko := csak 6’_2> -6t tartalmazoé (0—1>-et nem) nagy szimplexek szama,
nyilvan k1 > ko > 0 felteheto.

Konnyen beldthaté, hogy

= (49)

i€T\{1,2}
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hiszen a fenti egyenl6tlenség jobb oldalédn csak az S -hez ”hasonls”, 0_; és 0_;
-0t tartalmazo6 nagy szimplexeket szdmoljuk Gssze.

Toroljiikk most H -bdl 6, sszes elemét és ugyanennyi elemmel bovitsiik
a f#y osztalyt, az igy kapott halm_a)zt jeloljiik H'-el. Sietiink megjegyezni,
hogy H’ is kifesziti R™ -et, hiszen 6, linedris kombindcidja S t&bbi elemének
(1.16. Kovetkezmény).

Tovabbé, ez a médositds csak azon szimplexek szamét véltoztatja, ame-
lyek az 0, vagy 05 osztédly valamely elemét tartalmaztdk. A moédositas el6tt

‘H -ban | X
< 21) + ky - |04 + ( 22) + kg - |Oo] + K - [6:1] - |62]
ilyen szimplex volt, a médositas utdn H’ -ben
0]+ |0
(' 2 9 | 2’) + ko - (101] + 162])

ilyen szimplex lett 6sszesen, a tobbi szimplex nem véltozott.
Ha simp(’H) minimé4lis volt, akkor

0 0 0.+ |0
<‘21’)+k?1'|91|+(’22‘)+k2'|92|+k'|91|'|92| < <‘ 1’ 9 ’ 2‘)+k’2(|91|+|92|) 5

elemi atalakitasok utdn
ki — ke < 65] - (1 — k)

ahonnan k = 1 (mert k > 1) és ky = ky . Igy (4.9) alapjén

l=Fk> H 0]

i€T\{1,2}

ahonnan |0;| = 1 minden i € 7'\ {1, 2} esetén. Mivel ¢, és 05 nem kitiintetett
osztélyok, igy a szimmetria miatt |01] = |02 = 1 . Beldttuk az (il) allitést.

Ha tehat egy v € H vektor két kiillonb6z6 nagy szimplexnek is eleme:
v € S NSy, akkor a

(S1US) \ {u}

halmaz linedrisan 6sszefiiggd, parhuzamos vektorokat nem tartalmaz, ezért
van benne egy

S'C(S1US)\ {v}

nagy szimplex. Ekkor &’ legaldbb kett6 elemet tartalmaz vagy S; vagy S
-b6l, amely két elemet S’ és Sy vagy S, is tartalmazza, ez pedig ellentmond
az el6z6 részben bizonyitott k£ = 1 kovetelménynek. Ez bizonyitja (2) -6t.
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(0) nyilvan kovetkezik (1) és (2) -b6l, hiszen (1) a kis-, (2) a nagy szimp-
lexeket tiltja le”.
A 4.8. Segédallitast ezzel bebizonyitottuk. [ ]

4.9. Segédallitas. Ha H kifesziti R™-et, |H| = m , simp (H) minimdlis,
akkor feltehetd, hogy H -ban egydltaldban nincs nagy szimplex.

Bizonyitds. Ha S C 'H egy nagy szimplex, akkor S akdrmelyik elemét
kicserélhetjiik egy olyan 1j vektorra, ami S valamely megmaradt elemével
parhuzamos, a médositas utdn H’ is kifesziti R™ -et, hiszen az S szimplexnek
csak egyik elemét toroltiik (ami a tobbivel potolhats, 1.16. Kovetkezmeény).
Ezalatt simp (H) valtozatlan marad, mert (i) értelmében csak S -beli szimp-
lexek véltozhatnak, S -ben pedig mindossze csak S helyett keletkezett egy
kételem{i szimplex. m

A fenti eredmény csak azt mutatja, hogy minimalis szimplexet tartal-
mazé ‘H halmazok kozott nagy szimplex nélkiiliek is taldlhatok. Csak a 4.13.
Segédallitasban fogjuk megmutatni, hogy m > 2n esetén minimaélis H hal-
mazokban egydltaldban nem lehet nagy szimplex.

Most foglalkozzunk csak a kis szimplexekkel (pdarhuzamos vektorparokkal).
Ha feltessziik, hogy H -ban nincs nagy szimplex, akkor a minimaélis konfigu-
racié egyértelmiisége méar konnyen igazolhaté.

4.10. Segédallitas. Ha feltessziik, hogy H kifesziti R™-et, |H| = m , simp (H)
minimdalis, és H csak kis szimplezeket tartalmaz, akkor H pdrhuzamossagi ek-
vwalencia osztdlyainak méretei legfeljebb csak 1 -el térhetnek el egymdstal.

Bizonyitas. A szimplexek szdma a feltételek szerint
p
6]
: 4.10
> (4 (4.10)

Ha valamely 4, j < p indexekre |0;| > |0;|+1 , akkor tegyiink 4t egy vektort a
¢; halmazbdl a 0; halmazba. A szimplexek szdma szigorian novekszik, hiszen

D@05

4.11. Kovetkezmény. Ha feltessziik, hogy H kifesziti R™-et, |H| = m
simp (H) minimdlis, és H csak kis szimplexeket tartalmaz, akkor H szer-
kezete egyértelmi.
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Bizonyitas. Tudjuk (4.8) alapjdn

és p =n , mert H -ban nincs nagy szimplex.
A 4.10. Segedéllitds miatt, m =an+b (0 <b<n,1<a)esetén csak

0] = |0s]= .10 =a+1,
Ob1] = [Obsa| = ... [00] = a, (4.12)

méretil ekvivalenciaosztalyok lehetnek H -ban.

ami alapjan
simp (H) =b- <a;—1) +(n—>5)- (;) .

A szigori (4.11) egyenldség igazolja, hogy a minialis konfiguracié egyértelmii,
ha 'H -ban nincs nagy szimplex. m

A fenti (4.12) feltételekbdl mér konnyen meghatdrozhatjuk a szimplexek
szdmanak (abszolit) legkisebb értékét tetszdleges m esetén:

4.12. Kovetkezmény. Ha feltessziik, hogy H kifesziti R"-et és |H| = m =
an+b (0<b<n), akkor

b- (a; 1) +(n—1b)- (3) < simp(H) , (4.13)

és a becslés éles. [

A nagy- és kis szimplexek egymdsra gyakorolt hatasabol (1d. az aldbbi
4.13. Segédallitds) adodik , hogy n+1 < m < 2n—1 esetén a minimalis H hal-
mazok szerkezete nem egyértelmi. A 4.14. Példédban a 4.11. Kovetkezmény-
ben lefrtaktol eltéro szerkezetii, de ugyanannyi szimplexet tartalmazé ‘H hal-
mazokat mutatunk be.

Most rétériink a 4.7. Tétel hidnyzo6 részének bizonyitasara:

4.13. Segédallitas. Ha H -ban van nagy szimplez, akkor simp(H) nem
lehet minimalis, adott m = |H| > 2n elemszdam esetén.

Bizonyitas. A 4.8. Segédallitast folytatjuk. Legyenek Si,...,S, a H
halmaz (6sszes) nagy szimplexei (1 < r), valamint 6y,...,60, C H azon
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parhuzamossagi ekvivalencia osztdlyai, melyek diszjunktak az S; halmazoktol,
vagyis

j=1 i=t

és az unidkban diszjunkt halmazok vesznek részt.
Valasszunk mindegyik S; szimplexbdl egy s; € S; vektort és mindegyik

0; osztalybdl egy-egy E; € 0, reprezentanst. Ekkor
1) A
H
Ty ::{92- :tgigp} (4.15)

halmaz linedrisan fiiggetlen vektorokbdl all. Ellenkezd esetben ugyanis tar-
talmazna egy szimplexet, ami nagy szimplex lenne, hiszen Tj -ben nincsenek
parhuzamos vektorok, rdadédsul az S, ..., S, -t6l kiilonb6z6 lenne.

(2) Ugyanilyen okok miatt a

7o:=J (s {s}) (4.16

J=1

halmaz is fiiggetlen vektorokbdl all, hiszen ellenkez6 esetben a benne levo
szimplex nagy lenne (4.8. (1) miatt) és igy ellentmondana 4.8. (2)-nek.

(3) A fentiek miatt Ts U Ty is fiiggetlen vektorokbdl 4ll, hiszen a benne
levé szimplex nagy lenne és metszené valamelyik S; nagy szimplexet.

Konnyen belathato az is, hogy |Ts U Ty| = n , tehat T's UTy bazisa R"-nek
("H kifesziti R™-et”).

(4) Mivel (példdul) S; kevesebb vektort tartalmaz mint a fenti bazisbol
"elfoglalt” kétszerese, és m = |H| > 2n , ezért van olyan 6, osztély (példaul
0;), melynek mérete legaldbb 3 .

Legyen

Si={u,...u} (3<s) (4.17)

és most tegyiink at egy vektort #; -bdl S; -be gy, hogy az 1j vektor legyen
pdrhuzamos u; -gyel, us helyett pedig egy us -vel parhuzamos vektort ve-
gyiink &; -ben. Az (1)-(3) tulajdonsdgok miatt csak az S; és 0; -beli szimp-
lexek (szdma) véltozott.

A moédosités elott az ilyen szimplexek szama

1+ (%’) (4.18)

2+ <‘9t|2_ 1) (4.19)

volt, a médositds utdn pedig
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lett. |0;] > 3 miatt konnyen belathat6, hogy

1+ (‘0;') > 2+ <|0t|2_ 1) (4.20)

vagyis simp (H) nem lehetett minimdlis. =
A fenti 4.13. Segédallitédssal teljessé tettiik a 4.7. Tétel bizonyitasat. W
Az alédbbi példa mutatja, hogy n + 1 < m < 2n — 1 esetén a minimalis

szamu szimplexeket tartalmazé H halmazok szerkezete nem egyértelmii:

4.14. Példa. Legyen n+1 < m < 2n—1. Régzitsiink eqy IKC = {g, ...,e_n} C
R™ tetszoleges bazist, és legyen

{Ilv "‘71-3} g K

a K bdzis egy tetszoleges particidja. Tegyik fel, hogy 1 < j < k esetén az Z;
osztdlyok legaldbb kételemtiek, tehdt 1 <k <5 ésk <{<n-—1.
Mindegyik Z; (j < {) osztdlyhoz készitsiink még egy (tetszdleges)

vi=Y e (<)

1€Z;

vektort, ahol a yu,; egyiitthatok egyike sem 0 . Az 1.15 Segéddllitds szerint az

si=nu{ub (<0

halmazok mind szimplexek.
Ezek alapjin a

H={en, - en} U{on, o uef

vektorhalmaznak m = n + ¢ < 2n — 1 eleme van, simp (H) = { szimplexe
megegyezdleg (4.13)-el (a =1, b=1), és k nagy szimplexe! [

Eddig eredményeink (4.5. és 4.7. Tételek) alapjan simp (H) az aldbbi
korlatok kozott mozoghat (a szélséséges értékeket is feveheti):

4.15. Kévetkezmény. Ha H C R" kifesziti R"-et és |H| = m ahol m =
an+b,0<b<n ésa>1, akkor

b- (“'2”) +(n—b)- (g) < simp(H) < (nT 1> . (4.21)
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tovabbd simp (H) a lehetséges also és felso értékeket kizdrdlag a 4.5. illetve
a 4.7. Tételekben leirt esetekben veheti fel.
Amennyiben m oszthatd n -el, (4.21) egyszertibb alakot vesz fel:

n- @) < simp(H) < ( m ) , (4.22)

n—+1

és mindkét becslés éles. [

Sajnos a fenti korldtok eléggé messze esnek egymadstol. A felsé korldtot
eddig még nem sikeriilt ésszerii (gyakorlati) korldtozasokkal csskkenteniink.
Az alsé korlédtot a kizdrdlag parhuzamos vektorokbdl (izomer molekuldk vagy
tobbszoros adagok) allé H vektorhalmazok érik el, tehat kézenfekvé a parhu-
zamos vektorok kizdrdsa, dltaldnosabban pedig a kis szimplexek nélkiili hal-
mazok vizsgdlata. A kovetkezo alfejezetekben ezzel foglalkozunk R™ -ben,
dltaldnosabb vizsgalatainkrol és sejtéseinkrdl a 4.4. " Tovdbbi sejtések" alfe-
jezetben és az 5. " Matroidok és hipergrifok" fejezetben szamolunk be.

4.3. A minimum parhuzamos vektorok nélkiil

Ebben az alfejezetben a kovetkezo feltétel mellett vizsgdljuk a szimplexek
szaménak lehetséges legkisebb értékeit:

4.16. Feltétel. A 'H C R™ vektorhalmazban nincsenek pdrhuzamos vektorok.
Specidlisan 0 ¢ H . O

A fenti feltétel ekvivalens azzal, hogy H -ban nincsenek 1 és 2 -elemfi
szimplexek.

A kovetkez6 dltaldnos probléma n = 3 és n = 4 specidlis eseteire adunk
megold&st:

4.17. Probléma. Adott n,m € N esetén azon |H| = m -elemi, vektorhal-
mazok esetén, melyek kifeszitik R™ -et és teljesitik a 4.16. Feltételt, mennyi
simp (H) legkisebb értéke, és milyen szerkezetiiek ezek a szélsbséges H hal-
mazok?

A 4.16. Feltétel lehetéveé teszi a dimenzié csokkentését, ami az n = 3 és
n = 4 esetekben kiilonosen hasznos.
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4.3.1. A dimenzié csokkentése

Hangsilyozzuk, hogy mdédszeriink csak a 4.16. Feltétel esetén miikodik! Ekkor
azonban H mindegyik vektorat annak barmelyik skaldrszoroséaval helyettesit-
hetjiik, majd R" egy alkalmas hipersikjaval elmetszve ezeket a skaldrral szor-
zott vektorokat, méris egy n — 1 dimenziés térben vagyunk. Az aldbbi defini-
ciok irjak le pontosan a védzolt konstrukciot.

4.18. Definicié. Tetszoleges h € R™ vektorra legyen
Ah:={N-h:XeR, N#0} (4.23)
és tetszoleges H C R™ halmazra
AH :={Ah:h e H} . (4.24)

és ha P C R™ egy tetszdleges n — 1 -dimenzids (affin) hipersik, ami nem
pdrhuzamos H egyetlen elemével sem, akkor legyen

HP = AHNP (4.25)

Véges vagy megszamldlhatéan végtelen H esetén P nyilvan létezik.

Mivel az n — 1 -dimenziés P hipersikot természetes médon azonositjuk
R™ 1 _gyel, tetszbleges S C R™ halmazok S¥ C P képeit is R"~! részhal-
mazaiként értelmezhetjiik. (Valéjdban R™ részhalmazait a P(R™) projektiv
térbe képezziik le.)

Amennyiben az § C R" halmaz (lineéris algebrai) szimplex, akkor annak
S c R*! képe affin szimplex, ez az 1.5. "Matematikai definicick és ele-
mi osszefiiggések" alfejezet 1.7., 1.10. és 1.11. Definici6i alapjan konnyen
beldthato.

Az n = 3 and n = 4 esetekben a fentiek alapjén konnyen megfogal-
mazhatjuk eredeményeinket, hiszen a 2— és 3— dimenzids terek affin szimp-
lexei egyszer{i geometriai objektumok (ldsd az 1.11. Definiciot).

4.19. Allitas. Természetes modon taldlhatd egy bijektiv megfeleltetés HF C
P (azaz HP C R"!) és H C R™ kozétt, hasonldan H” affin és H linedris
algebrai szimplexei is megfeleltethetoek eqymdasnak, kévetkezésképpen

('H”| =|H| and simp, (H”) = simp,(H) . O (4.26)
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4.3.2. R3 szimplexei

A dimenzi6 csokkentése utdn térbeli vektorok helyett sikbeli pontokrol beszél-
hetiink. Sajnos a szélsdséges konfigurdcié megtaldldsa és helyességének bi-
zonyitdsa mar nem ennyire egyszerii.

4.20. Tétel. ([1998], 1998) Tetszbleges, adott elemszdmi H C R? vektorhal-
mazra, ami kifesziti R3 -et, H -ban nincsenek pdarhuzamos vektorok és 8 <
|H| , simpe(H) pontosan akkor minimdlis, ha H elemei két (H -ban) met-
520 stkon helyezkednek el, és az egyik sikon pontosan hdrom H -beli vektor
taldlhato.

Miésképpen: H -ban vannak olyan uq,us,uz linedrisan filiggetlen vektorok,
amelyekre H -nak pontosan egy tovabbi eleme esik [uq,us] -be, és H dsszes
maradék vektorat [uy, ug] tartalmazza. O

Atfogalmazva sikbeli affin szimplexekre:

4.21. Tétel. ([1998]) Tetsz6leges, adott elemszdmi H C R? ponthalmazra,
ami nem eqy egyenesre esik és 8 < |H| , simp,(H) pontosan akkor mini-
malis, ha H elemei két (H -ban) metsz6 egyenesen helyezkednek el, és az
eqyik egyenesen pontosan hdarom H -beli pont taldlhato. [J

Sajnos a fenti tétel bizonyitdsa meglehetésen hosszi (8 oldal). Otlete
roviden a kovetkezd: ha H pontjai sok egyenesre "szérédnak" szét, akkor
ovatosan megprébéljuk a pontokat egy egyenesre dtpakolni, mialatt a szimp-
lexek széma csokken. Sok esetetet kell megvizsgdlnunk (példaul két egyenes
metszéspontja H -hoz tartozik avagy sem), a szimplexek széma és annak vél-
tozdsa sem egyszer(i szamitasi feladat. A részletek [1998] cikkiinkben meg-
taldlhatok.

A fenti Tételbol konnyen kiszamolhatjuk az 1j alsé korldtot:

4.22. Kovetkezmény. Amennyiben H CR? kifesziti R3 -et, H -ban nincse-
nek pdrhuzamos vektorok és 4 < |H| , akkor

(m;2> +1+ (m2_3> < simp(H) < (T) :

és mindkét becslés éles. [

Végiil, a teljesség céljabdl felsoroljuk a 8 -ndl kevesebb elem{i optimalis H
halmazokat. (Az dbrakon a pontok R? -beli vektorokat, az egyenes szakaszok
kétdimenzids sikokat jelolnek.)

|H| = 3 esetén a feltételek miatt simp(H) =0 .

|H| = 4 esetén ketté optimalis elhelyezés van, simp(H) =1 :
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VAN

Két optimalis elhelyezés |H| = 4 esetén

|H| = 7 esetén hdrom optimélis elhelyezés van, simp(H) = 17 :

p A

Hdarom optimdlis elhelyezés |H| = 7 esetén

4.3.3. R* szimplexei

Egy évtizednyi kutatds és teljesen 1j mddszerek segitségével sikeriilt egy
fokkal tovabb lépniink:

4.23. Tétel. ([2011], 2010) Tetsz6leges, adott elemszami H CR* vektorhal-
mazra, ami kifesziti R* -et, H -ban nincsenek pdrhuzamos vektorok és 24 <
|H| , simpe(H) pontosan akkor minimdlis, ha H elemei két diszjunkt,
2 -dimenzids sikon helyezkednek el, és a két sikon levo vektorok szamdnak
eltérése legfeljebb 1 .

Miésképpen: 'H -ban vannak olyan uq,us, usz, us linedrisan fiiggetlen vektorok,
amelyekre az [uy, us] €s [us,us] stkok H -nak |m/2] illetve [m/2] vektordt
tartalmazzak. [

A dimenzié csokkentése utan elegendd térbeli ponthalmazokrol és affin
szimplexekrol beszélniink:
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4.24. Tétel. ([2011]) Tetsz6leges, adott elemszdmi H CR? ponthalmazra,
ami nincs eqy sikon és 24 < |H|, simp,(H) pontosan akkor minimadalis, ha
H elemer két kitéro egyenesen helyezkednek el, és a két egyenesen levo pontok
szdmdnak eltérése legfeljebb 1 . [

A 'H -ban lev6 szimplexek vizsgélata (a fenti Tétel bizonyitdsa) tobb rész-
letben, kiilonbozo esetek szétvalasztasaval torténik: ‘H -ban van-e 5 -elemii
szimplex vagy nincs; ‘H elemei koziil hany helyezkedik el egy olyan tetraéder
élegyenesein, lapsikjain illetve ezeken kiviil, melynek négy csticsa H -nak négy
rogzitett pontja; H -bol vélasztott ponthdrmasok kiterjeszthetok-e szimp-
lexszé, végiil H elemei kettd vagy tobb egyenesen helyezkednek el (az egyes
eseteken beliil dltaldban tovdbbi sok alesetet is meg kellett vizsgalnunk). A
bizonyités koriilbeliil 10 oldal, jelen dolgozatunkban nincs helyiink részletesen
ismertetni, [2011] -ben megtaldlhatéak a részletek.

A 4 < |H| < 23 esetekre elméleti eredményeink még nincsenek, szamit6gép-
pel lehetne ezeket az eseteket kiilon-kiilon megvizsgdlni. Azonban eddigi
probélkozdsaink csak legfeljebb 8 -elemii ‘H halmazok lehetséges elhelyezkedé-
seit tudtdk megvizsgalni, tobbnapi futds utdn, de az eredmények kiértékelése
(izomorf halmazok kiszlirése) szintén sok id6t vesz igénybe, mind kézzel, mind
segédprogrammal.

A 4.23. Tétel alapjan mar konnyen adhatunk alsé becslést barmilyen 4
-dimenzids vektorhalmazban levod szimplexek szamara:

4.25. Kovetkezmény. Amennyiben H CR* kifesziti R* -et, H -ban nincse-
nek pdrhuzamos vektorok és 24 < |H| , akkor

() (1) < s e

és a becslés éles. [

4.4. Tovabbi problémaéak és sejtések

A fentiek alapjdn legelso, teljességében még meg nem vilaszolt kérdésiink a
4.17. Probléma:

4.26. Probléma. Adottn,m € N esetén azonH C R"™, |[H| = m -elemii vek-
torhalmazok esetén, melyek kifeszitik R™ -et és H -ban nincsenek pdrhuzamos
vektorok, mennyi simp (H) legkisebb értéke, és milyen szerkezetiiek ezek a
szélsoséges H halmazok?
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Az éltaldnos sejtés 1998 -ban, szamitégépes kisérletezések utédn fogal-
mazdédott meg:

4.27. Sejtés. ([1998]) Tetszbleges, adott elemszdmi H CR™ részhalmazra,
ami kifesziti R -et, H -ban mincsenek pdrhuzamos vektorok és H elemszdma
megfeleléen nagy, simp(H) pontosan akkor minimdlis, ha

1) paros n esetén H -ban vannak olyan us, ...,u, linedrisan fiiggetlen vek-
torok, amelyekre H osszes tobbi eleme az [uy,us] , [us,uq] ... , [Un-1,Up)
stkokon helyezkedik el, mégpedig ezek a sikok H -nak majdnem ugyanannyi
vektordt tartalmazzdk (az eltérés legfeljebb 1).

2) pdratlan n esetén 'H -ban vannak olyan uy, ..., u, linedrisan figgetlen vek-
torok és egqy tovdbbi v € [u,_1,u,] vektor, amelyekre H oOsszes tobbi eleme
az [ug,ug] , [ug,uy] ... , [Un_2,un_1] stkokon helyezkedik el, mégpedig ezek a
stkok H -nak majdnem ugyanannyi vektordt tartalmazzak (az eltérés legfeljebb
1), és a nagyobb indexti vektorok dltal kifeszitett sikokon van esetleg kevesebb
vektor. [J

A pérhuzamos vektorok izomer molekuldkat vagy tobbszoros adagokat je-
lentenek, nélkiiliik egy reakciémechanizmusban (vektorhalmazban) a szimp-
lexek mérete legaldbb 3 . Matematikailag a kovetkezo, még &dltaldnosabb
lépés a kovetkezo: csak legaldbb k -elemi szimplexeket keresiink, vagyis csak
bonyolult (legaldbb & molekula esetén létrejovd) reakcidkat.

4.28. Probléma. a) vdltozat: Adott n,m,k € N esetén azon H C R",
|H| = m -elemt vektorhalmazok esetén, melyek kifeszitik R"™ -et, mennyi
simp (H) legkisebb értéke HA csak a legaldbb k -elemt szimplexeket szd-
moljuk, és milyen szerkezetiiek ezek a szélsoséges H halmazok?

b) wvdltozat: ugyanaz, mint a), de feltessziik még, hogy H -ban nincs is k
-ndl kisebb mérett, szimplexr. [

Nem meglep6 médon a fenti probléma megkozelitése matroidok és hiper-
grafok segitségével lehetséges, amivel a kovetkez6 fejezet 5.35. Probléméjdban
és 5.36. Sejtésében ismertetiink.

Gyakorlatban sokszor csak egy vagy néhdny adott végterméket eredménye-
70, vagy csak néhdny kitiintetett reakcidt tartalmazé minimélis mechanizmu-
sok (szimplexek) érdekelnek benniinket. Vektorok nyelvén ez a kivetkezékép-
pen hangzik:

4.29. Probléma. Tetszoleges rogzitett

Vi={v,...,u} CR" (4.27)
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vektorhalmaz és m € N esetén mennyi lehet a H C R, |H| = m -elemi
vektorhalmazokban (melyek kifeszitik R™ -et) a legaldbb egy V -beli elemet
tartalmazo, vagyis az

SNV #I0D (4.28)

feltételt kielégito S C 'H szimplexek (akdrmilyen méretiiek) minimdlis il-
letve maximalis szama, és milyen a szélsoséges értékeket ado 'H halmazok
szerkezete ¢

A (4.28) feltételt kielégito S C H szimplexek szamdt jelolje simpy (H) . O

A fenti becslések jol jonnének moédositott algoritmusunk futdsidejének
elméleti becsléséhez.



5. fejezet

Matroidok és hipergrafok

Jelen fejezetben a linedris algebrai szimplexek dltalanositasaival foglalkozunk.
A miiveleteket figyelmen kiviil hagyva matroidok koreinek és bézisainak struk-
turajat vizsgaljuk, majd a fejezet végén dltalanos halmazrendszerekben, vagyis
hipergrafokban fogalmazunk és oldunk meg egy hasonlé kérdést.

A fejezetben ismertetett eredmények [1996], [2006] és [2013a] dolgozataink-
ban jelentek meg illetve fognak megjelenni.

5.1. Bevezetés

R™ (linedris algebrai) szimplexeinek definicidjaban (1d. 1.7.) az + és - mi-
veletek egyaltaldban nem jatszottak szerepet, csak a fiiggetlen halmazok, sot
R™ helyett barmilyen vektorteret is vehetnénk. A matroidok definicigjdban
éppen csak a fiiggetlenség fogalma szerepel, tehdt mar az dltalunk vizsgalt
szimplex-tulajdonsag is csupan matroid-elméleti fogalom. Rdadasul, a mat-
roidok kozos altalanositdsai nem csak a linedris tereknek, hanem grafoknak,
bizonyos halmazrendszereknek is, stb. (A matroidok alapfogalmait [2001]-
ben is megtaldljuk, részletes ismertetésiiket példdul Recski Andras [R89] vagy
Oxley [092] kényveiben.)

Célunk a kovetkezd probléma megolddsa (matroidokban és grafokban a
minimalis dsszefiiggd részhalmazokat koréknek nevezik):

5.1. Probléma. Adott mérett, és rangi matroidokban mi a korok és bazisok
szdmanak minimdlis és maximdlis értéke, és milyen szerkezetl, matroidokban
taldlhatok ezek a minimdlis illetve maximdlis mennyiségek?

A maximum esetet teljesen sikeriilt megoldanunk, a minimalis esetre csak
abban az esetben, ha parhuzamos elemeket és hurkokat is megengediink a

75
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matroidban. (Fébb eredményeink az 5.4., 5.7., 5.8., 5.9., 5.13., 5.14., 5.15.,
5.21. és 5.23. Tételekben talalhatoak.)

Ismét kiemeljiik, hogy a korok és bazisok maximalis szdma Sperner tételei-
bdl is konnyen kovetkezik, azonban mi a szélséséges matroidok szerkezetére
is kivdncsiak vagyunk!

Hasonlé kérdésekkel foglalkozé dolgozatot nem sikeriilt taldlnunk az iro-
dalomban, csak Murty "ekvikardindlis" matroidokkal (amikor minden kor
azonos méretil) foglalkozé [M71] cikkét.

Azonban Rauha, Kahlea, Aya [RKA11] cikkiikben "kozelité dontésekhez"
alkalmazzak [2006] -ben megjelent eredményeinket, vagyis az aldbbiakat.

5.2. Jelolés. Altaldban m jeloli az M = (X, F) matroid (vagyis alaphal-
mazanak) méretét, n pedig rangjat. O

Mivel az m = n eset nyilvanvald, ezért feltessziik, hogy 0 <n < m .
Az aldbbi elnevezés hasznos lesz vizsgalatainkban:

5.3. Definicié. Egy kor kicsi, ha legfeljebb 2 elemt, mdskor nagy. [

5.2. Maximum matroidokban

Korok és bézisok maximaélis szdmaval és a szélsOséges esetek szerkezetével
foglalkozunk, a matroid mérete m, rangja n .

5.2.1. Korok maximalis szama

Eredményeinket az aldbbi Tételben foglalhatjuk 6ssze:

5.4. Tétel. m = n + 1 esetén barmely matroidban pontosan 1 kér van.
Azm > n+ 1 esetben csak az Uy, ,, uniform matroid tartalmazza a legtébb
kort, ("*) szdmuit.

Bizonyitds. Eloszor vizsgaljunk meg az aldbbi konstrukciét, amivel az
M = (X, F) matroidbdl egy szabad elem kicserelesevel egy ij M’ = (X', F')
matroidot kapunk.

1. Konstrukcié: Rogzitsiink egy tetszoleges u € X elemet. Az M\ {u}
matroidhoz adjunk egy szabad ' elemet, az igy kapott matroid legyen M’
(lasd pl. [092, Section 7.2]). Vagyis legyen M’ := (X', F’) ahol

X = X\{u}U{u'} (5.1)
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és

P (e R XU 7 T X 12 1)
5.2
Konnyen ellenérizhetd, hogy M’ és M rangja ugyanakkora, tovdbba az j
u' elem M’ egyetlen kis korének sem eleme. S6t, ha X\{u} valamelyik
elemét M egyetlen kis kore sem tartalmazza, akkor ugyanez igaz M’ -ben
is. Tovabba M’-nek legaldbb annyi kore van, mint M -nek.
A bizonyitdst a kovetkezo Segédillitdsban folytatjuk. m

5.5. Segédallitds. m > n + 1 esetén az M -beli korék szima (”:;1) -nél
szigorian kisebb, ha M -ben van n + 1 -nél kisebb mérett, kor.

Bizonyitas. Legyen K C X egy rogzitett ¢ < n elemii kor. A fenti
1. Konstrukciét egyméds utdn m — ¢ -szer ismételten alkalmazva mindegyik
u € X\ K elemet egy 4j u’ -re cseréljiik. A korok szama nem csokken, sét K
kivételével az osszes kor legaldbb n+1 elem{i. Tehdt a korok széma legfeljebb

(0 = () - () e

ami m > n + 1 esetén (n’zl)

-nél tényleg kisebb. m

Az 5.4. Tétel bizonyitdsa mar csak egy lépés:

Bizonyitis. (5.4. Tétel) Az m = n + 1 esetben mindenképpen van
egy {ui,ug,...,u,} C X bdzis, igy az S = {uy,us,...,u,,v} halmazban
pontosan egy kor van.

Az m > n + 1 esetben, az 5.5. Segédallitds alapjan M -ben csak n + 1
elemii korok lehetnek. A maximum nyilvan csak az U, ,, uniform matroidban

lehetséges. [ ]

5.2.2. Bazisok maximalis szama

Szerencsére a fenti 1. Konstrukcié a béazisok szamat sem csokkenti, és ismét
csak U, , -ben van maximadlis szdmu bézis.

5.6. Segédallitas. Az 1. Konstrukcié a bdzisok szdamdt nem csokkenti.

Bizonyitas. Legyen B C X egy bédzis. Ha u ¢ B, akkor (5.2) alapjén
B M'-ben is bazis. Ha pedig u € B, akkor pedig B\{u} U {u'} egy 1j bazis
M'-ben, szintén (5.2) alapjdn.

Tehdt M minden bazisdhoz injektiv médon sikeriilt M’ egy-egy béazisat
megfeleltetniink. =
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5.7. Tétel. Csak U,,, -ben lehet mazimdlis szdmi bdzis, nevezetesen (T:)
sok.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy amennyiben van M -ben n 4+ 1 -nél
kisebb méretii kor, akkor a bazisok szama (":11) -nél szigoridan kisebb.

Legyen tehdt K C X egy rogzitett / < n elemii kor. Az 1. Konstruk-
ci6t egymds utdn m — ¢ -szer ismételten alkalmazva mindegyik u € X\K
elemet egy 1j u’ -re cseréljiik, a bazisok szdma nem csokken, sét M’ bazisai
pontosan a K -t nem tartalmazé n -elemfi (X -nek) részhalmazai. Az ilyen

részhalmazok széama

SO0 e

m

" +1) -nél tényleg kisebb. m

ami m > n + 1 esetén (

5.3. Minimum matroidokban

Ebben az alfejezetben korok és bazisok szaméra also becsléseket keresiink. A
fels6 becsléssel ellentétben, a szélséérték fiigg attol, hogy hurkok és parhuza-
mos elemek lehetnek-e a matroidban, ezeket az eseteket az 5.3.1. és 5.3.2.
alfejezetekben kiilon vizsgaljuk. A szélséséges konfiguraciok szerkezetét ismét
sikeriil meghatdroznunk, azonban a (lineéris algebrai) szimplexekhez hason-
l6an nyitott marad a hurkok és parhuzamos elemek nélkiili matroidok esete.

5.3.1. Hurkok

Ebben az alfejezetben a matroidban megengediink egyelemii 6sszefiiggd rész-
halmazokat (hurkokat) is, melyek mind egyelemii korok is.

m = n esetén a matroidban egydltaldban nincs kor és csak egy bézis van,
tehdt a tovdbbiakban feltessziik, hogy m > n.

5.8. Tétel. Tetszoleges m és n esetén, ha a matroidban megengediink hur-
kokat 1is, akkor egyetlen MY matroidban van a lehetd legkevesebb bazis,
nevezetesen 1 bazis van M, -ban.

Bizonyitas. Legyen M= (X,, F,) a kovetkez6, m elemii és n rangi
matroid:

Xo ={ug, ..., U, V1, U} (5.5)

ahol B := {us,...,u,} az egyetlen bazis, és vy,...,vy,_, mind hurkok, és

/\/l(()m’n) -ban nincs mas kor.
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Azt kell megmutatnunk, hogy barmely mds matroidban egynél tobb bézis
van.

Ha M kiilonbozik M{™™ t6l, akkor legyen K egy legalébb kételemti kor
M -ben. K\ B barmely eleme fiiggetlen, ami kiterjesztheté M egy tjabb
béziséva. ]

5.9. Tétel. Tetszoleges m és n esetén barmely, m elemt ésn rangi matroid-
ban legaldbb n — m kor van. Egy matroidban pontosan akkor van n —m kor,
ha a matroid korei paronként diszjunktak.

Bizonyitas. Legyen B egy rogzitett bazis M -ben. Tetszoleges u € X\ B
elemhez van (pontosan egy) u -t tartalmazé kor taldlhaté B U {u} -ban, a
gyenge koraxioma alapjén. Ezek szerint M -ben legaldbb m — n kor van.

Ha M -ben pontosan m — n kor van, akkor legyen

X\ B:={v1,v9,...,0m n} (5.6)

és 1 < i < m—n esetén legyen a fenti kor K; . {v;} C K; C BU{v;} miatt
ezek a korok kiilonbozéek. Ha K, és Kz -nek lenne kozos u eleme (a # [3),
akkor az erds koraxioma alapjén a K, U K\ {u} halmazban is lenne egy K
kor, ami az osszes K; (1 < i < m —n) kortdl kiilonboz6 lenne, ellentmondés.
u

5.10. Megjegyzés. Az 5.8. Tétel bizonyitdasdban definidlt MU matroid-
ban szintén m —n pdronként diszjunkt kor, pontosabban hurok taldlhato. [

5.3.2. Parhuzamos elemek, hurkok nélkiil

Az aldbbiakban M -ben hurkok (egyelemii korok) nem lehetnek, de parhuza-
mos elemek (vagyis kételemii korok) igen. Az ilyen tulajdonsagi matroidok
kozott keressiik a minimdlis sok kort illetve bazist tartalmazékat. Ehhez az
alabbi Konstrukcié lesz szaémunkra hasznos: segitségével a matroid koreinek
és bazisainak szdamat tudjuk csokkenteni, sot a szélsdséges matroidok szer-
kezetét is le tudjuk frni.

2. Konstrukcié: Legyen u; € X egy olyan rogzitett elem, melyet X
-bol elhagyva X rangja nem csokken, azaz

r(X) =r(X\{u}) , (5.7)

példaul, ha u egy kornek eleme.
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Rogzitsiink tovabba egy masik us € X és egy 4j v’ ¢ X elemet. Ekkor az
M’ = (X', F') matroidot a kovetkezOképpen definidljuk: legyen

X=X \{u }U{u'} (5.8)
P P S XU U S Ui} €57 € Xifuna)
5.9

U

A fenti konstrukciot legtobbszor akkor hasznéljuk, ha u; és us egyazon
kor elemei, (5.8) célja a kor megsziintetése.

5.11. Segédallitas. M’ = (X', F') ismét m -elemi, és n -rangd matroid.

Bizonyitas. | X'| = | X| = m nyilvdnval6, (5.7) miatt X azaz M rangja
sem csokken.

"Mar csak" azt kell ellenérizniink, hogy M’ szintén egy matroid, vagyis
F' fiiggetlen halmazrendszer. Elegendé a kicserélési axiémat ellendrizniink:
ha f1, fo € F' és |f1]| < |fo] akkor valamely e € f5 \ f1 elemre f; U {e} € F'.

Négy esetet kell megvizsgdlnunk attol fiiggben, hogy v € f; (i = 1,2)
vagy sem, egyedill az v’ ¢ f; és u' € fy eset érdekes. Ekkor f; € F de
uy & fi1,6s fi = fo\{v'} miatt fiU{us} € Fés f} C S\ {u,us} . De
|fi| < |f5U{uz}| , tehdt taldlhatunk olyan e € fiU{us}\ f1 elemet, amelyre
fiu{e} € F. e=wugesetén az frU{u'}, e+# uy esetén pedig az f1U{e}
halmaz megfelel6. m

Az aldbbiakban a 2. Konstrukcié korok és bézisok szamaéra gyakorolt haté-
sat vizsgaljuk.

KOROK

A szélstséges matroidok szerkezetének feltdarasdhoz a lehetséges u, elem Kki-
vélasztdsat kell kozelebbrél megvizsgédlnunk.

5.12. Segédallitas. Legyenek uy,us € X walamely nagy kor elemei, és
jelolje k; az u; -t tartalmazo de u; -t elkerdld korok szamdt (i = 1,2, 1 % j).
Ha ki > ky , akkor M -bol u; -et tordlve, és eqy j, us -vel pdrhuzamos
u' elemmel bovitve (a 2. Konstrukcié szerint) M -ben a koérok szdma nem
novekszik.

Bizonyitds. Jelolje k15 azon korok szamét, amelyek mind u; -et mind s
-6t tartalmazzdak. A 2. Konstrukcié folyamén pontosan az u, -et tartalmazo
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koroket sziintettitk meg, vagyis ki + k1o szdmid kort. A keletkezett korok
pedig a kovetkezok: az {ug,u'} kételem@i kor, valamint az wus helyett u'-t
tartalmazo, u; -et elkeriilé korok, ami ks db. A valtozés ks +1— k1 — k1o <0
hiszen ki > ko és k1o > 1.

A ki = kg, k1o = 1 esetben a korok szama nem valtozik. [

A 2. Konstrukcié ismételt alkalmazasdval nagy kort nem tartalmazé mat-
roidot kapunk, az ilyen matroidok kozott tehat taldlunk minimaélis szamu kort

tartalmazokat. A kovetkezd Tételek szerint mds szerkezetili matroidokban
nem lehet minimalis szamu kor.

5.13. Tétel. Tegyiik fel, hogy M -ben sem nagy kiorék sem hurkok nincse-

nek. Legyen {ay,aq,...,a,} eqy rogzitett bazis, és jelolje ¥; az a; elemmel
parhuzamos elemek szamdt (a; -t is beszamitva, i = 1,2,...,n). Ekkor M
pontosan akkor tartalmaz minimdalis szami kort, ha

|0, =] <1 hai#j. (5.10)

Bizonyitdas. Az M -re tett feltételek és a gyenge koraxiéma miatt X
minden eleme pontosan egy a; elemmel parhuzamos, igy

d i=m=|M| . (5.11)
=1

Tegyiik fel indirekte, hogy ¥, > ¥, + 1 valamely j,¢ < n esetén. A 2. Kon-
strukcié segitségével toroljiikk a; -t és pétoljuk egy 1j, ae -el parhuzamos
elemmel. M -ben nem voltak nagy korok, a korok széma M -ben

(2)-()-2 () i

i)t

CORCTIEE)

lett. (5.12) < (5.13) miatt a korok szdma csokkent. n

volt, ami M’ -ben

5.14. Kovetkezmény. Az m elemi, n rangi, hurokmentes matroidok koré-
ben a korok minimalis szdma (m =an+b, 0 < b < n esetén)

b~<a;1)+(n—b)~(;) , (5.14)

n. @) . O (5.15)

és ha m oszthato n -el:
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A minimélis szamui kort tartalmazé matroidok pontos szerkezetét is le
tudjuk frni: kis méret (m < 2n) esetén t6bb lehetdség is van, de a nagyméretii
(m > 2n) matroidok felépitése egyértelmi.

5.15. Tétel. Az m méretti és n rangi, hurokmentes matroidokban pontosan
akkor van minimdlis szdma kér, ha

a) m < 2n esetén: a korok paronként diszjunktak,

b) m > 2n esetén csak 2 -elemt korok (parhuzamos elemek) vannak, és a
parhuzamossdgi ekvivalenciaosztdlyok méretei legfeljebb csak 1 -gyel térnek el
egqymastol.

Konnyen lathato, hogy az a) feltétel tobbféleképpen is teljesithetd, mig a
b) -t kielégité matroidok valéjéban izomorfak.
Az 5.15. Tétel bizonyitasahoz tobb Segédéllitara van sziikségiink.

5.16. Segédallitas. Ha van M -ben legaldabb két nagy kor, akkor legfeljebb
egy kozos elemiik lehet.

Bizonyitas. Ha K és L nagy korok és ui,us € K N L, uy # us , akkor
az 5.12. Segédallitds bizonyitdsdban frtak és ks > 2 szerint M -ben a korok
szdma nem lehet minim4lis. [ |

5.17. Segédallitas. Ha K nagy kor és u ¢ K tetszbleges eleme, akkor vagy
u pdrhuzamos K wvalamely elemével, vagy u -t egyetlen olyan nagy kor sem
tartalmazza, amelynek K -val van kézds eleme.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy L nagy kor, mely metszi K -t és tartal-
mazza u -t. Az 5.16. Segédéllitds alapjan K N L = {v} . Az erés koraxiéma
miatt van olyan H C K U L\{v} kor, mely tartalmazza u -t.

Ha H nagy, akkor H N L és H N K koziil legaldbb az egyiknek legaldbb
két eleme van, ami ellentmond az 5.16. Segédallitasnak.

Ha H kicsi, akkor u parhuzamos K valamely elemével. [ ]

5.18. Segédallitas. Nagy korok elemei nem lehetnek parhuzamosak a mat-
roid egyetlen elemével sem.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy K = {uy,us,...,u,} nagy kor (p > 3)
és uy || u) valamely u} # wu; elemre. Megmutatjuk, hogy ekkor K’ :=
{u),us, ... ,u,} is nagy kor M -ben, ami persze ellentmond az 5.16. Segeédél-
litdasnak.

Ha K’ € F, akkor K’ kiterjeszthet6 lenne egy B béazissa, de akkor B U
{u1} -ben K és {uq,u}} két kiilonboz6 kor lenne, ellentmonddsban a gyenge
koraxiémaval.
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Azonban K’ minden valédi részhalmaza F -hez tartozik, hiszen ellenkez6
esetben tartalmazna egy L C K kort, amely az 5.16. Segédallitas miatt csak
kicsi lehetne. Ez pedig ellentmondds, hiszen u; || v} . m

A fenti segédallitds alapjan minden nagy kor feltétleniil diszjunkt minden
més (kicsi vagy nagy) kort6l. Igy mér csak a kicsi korok vannak hétra.

5.19. Segédallitas. Ha van nagy kor, akkor nincs harom (pdronként) parhu-
zamos elem M -ben.

Bizonyitas. Legyen K nagy kor és tegyiik fel, hogy M -ben van harom
parhuzamos elem. Az 5.18. Segédéllitas alapjan feltehetjiik, hogy ez a hdrom
elem egyike sem tartozik K -hoz. Legyen egyikiik u; , us pedig K egy tet-
szOleges eleme. A 2. Konstrukciéval cseréljiik ki v -et egy us -vel parhuzamos
4j, u), elemre (u; teljesiti a Konstrukci6 feltételeit, hiszen M -ben nincs
hurok).

Az 5.12. Segédallitas gondolatmenetét és jeloléseit alkalmazva kapjuk,
hogy ko = 1, hiszen us csak K -ban taldlhaté. k1 > 2, hiszen u, -el legaldbb
két elem parhuzamos. Végiil ko = 0, mert az 5.17. Segédallitds miatt u
nincs egyetlen nagy korben, ami K -t metszi, és nem parhuzamos K egyetlen
elemével sem, az 5.18. Segédallitds miatt.

A 2. Konstrukci6 folyamén tehat k; kor sziint meg, de csak az {uq, uy} és
K\{us} U{u,} korok keletkeztek, tehat 14 1 — k; < 0 miatt a korok széma
nem novekedett.

Ekkor azonban az 5.18. Segédadllitds bizonyitdsaban leirtak szerint M
koreinek szama csokkenthetd, vagyis eredetileg M -ben a korok széma nem
lehetett minimélis. [ ]

Most ratérhetiink az 5.15. Tétel bizonyitasara.

Bizonyitds. (5.15. Tétel) Ha M -ben van nagy kor, akkor az dsszes kor
diszjunkt, az 5.16.-5.19. Segédéllitdsok alapjan. Legyen most B egy rogzitett
bézis. X \ B mindegyik u eleme esetén B U {u} -ban van kor, ami B -nek
legaldbb egyik elemét tartalmazza. Ezek a korok diszjunktak, ezért ebben az
esetben | X \ B| = m —n < n vagyis m < 2n .

Tehat m > 2n esetén M -ben nem lehet nagy kor. Ekkor hasznédlhatjuk
az 5.13. Tételt: a parhuzamossdgi ekvivalenciaosztalyok méretei legfeljebb
csak 1 -gyel térnek el egyméstol. ]

5.20. Megjegyzés. A fenti bizonyitds utolsé bekezdése szerint m > 2n ese-
tén a minimadlis szdmu kort tartalmazé hurokmentes matroidok szerkezete
egyértelmi.
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BAZISOK

Az aldbbi eredmény szerint a minimalis szamu bdzist tartalmazé hurokmentes
matroidok szerkezete is egyértelmf.

5.21. Tétel. Az m méretti és n rangu, hurokmentes matroidokban pontosan
akkor van minimdlis szama bdzis, ha van olyan {ay,as, ..., a,} bazisa, amely-
re M barmely mds eleme parhuzamos ay -gyel.

Ismét a 2. Konstrukciot fogjuk hasznélni a minidlis bézisszam eléréséhez,
ennek jogossdgit az aldabbi Segédallitdsban igazoljuk.

5.22. Segédallitas. Legyen K nagy kir M -ben és uy,us € K . Jeldlje ¢4
az up -et tartalmazo de us -0t elkerild bazisok szamdt, és U5 hasonldan us -re,
tovdbbd legyen €1 > Uy . FEkkor uy -et torélve és eqy j, us -vel pdrhuzamos
elemre cserélve a 2. Konstrukcid szerint, a bazisok szama szigorian csokken.

Bizonyitas. Jelolje /15 az u; és us mindegyikét tartalmazé bdzisok
szamét. wu; torlésekor pontosan ¢ + (15 bézis szlinik meg, mig az uy -vel
parhuzamos 14j elem hozzavételével /5 1j bézis keletkezik.

Az {uy,us} halmaz fiiggetlen mivel K nagy kor, tehdt ¢ > 1 , ami
{1 > (5 miatt bizonyitja, hogy a bédzisok szdma szigorian csokkent. |

A fenti 5.22. Segédallitds alapjan M -ben nem lehet nagy kor. Ez alapjéan
mar az 5.21. Tétel bebizonyithato.

Bizonyitas. (5.21. Tétel) Legyen B = {ay,as,...,a,} egy tetszbleges
rogzitett bazis. X \ B barmely u elemére B U {u} -ban van kor, vagyis
u valamelyik a; baziselemmel parhuzamos, hiszen M -ben nincs nagy kor.
Jelolje k; az a; -vel parhuzamos elemek szamét (a; -t is hozzévéve), nyilvan

n

> ki=m. (5.16)

=1

A bézisok szdma igy
n

[]% (5.17)

ami k¢ > k; > 2 esetén tovabb csokkenthetd: egy a; -vel pdrhuzamos elemet
torliink és egy 1j, a, -el parhuzamos elemet bevezetiink. A bézisok szdma
ezutdan

Ik (ki —1)- (ke +1) (5.18)
i#4,0
lesz, ami (5.17) -ndl szigoruan kisebb. Tehét egy kivételével az osszes k; csak
1 lehet. m
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5.23. Kovetkezmény. Hurokmentes matroidokban a bazisok minimadlis szd-
ma m—n-+1, a szélséséges matroid szerkezete egyértelmt. [

A fenti szdmos eredmény ellenére a matroidok béazisainak és koreinek
szamét illetden az dltaldnos eset még nyitott probléma, amit az 5.5. " Tovdbbi
kérdések matroidokban és hipergrdfokban" alfejezetben ismertetiink.

5.4. Hipergrafok

Hipergrifok esetében mar a probléma megfogalmazdsa sem konnyti, most
csak egy egyszeril vdltozatot ismertetiink meg és igazolunk.

Alapétletiink a kovetkezd: a 4.3.2. "R3 szimplexei" alfejezethez hason-
l6an, a (hdromdimenziés) térben 4- és 5-elemfi szimplexeket vizsgdlva ha
még a 3-elemii szimplexeket is kizdrjuk, akkor mekkora lehet a szimplexek
szédma, ezt jeloljiik s (m) -el (5.26)-ban.

Legyen H = (V, &) egy hipergraf, V £ 0 , & CP (V).

5.24. Definici6. Tetszoleges k € N természetes szam esetén legyen
(i) & a k -elemil élek halmaza:

E&:={Fe€& : |E|=k}, (5.19)

(i2) V' barmelyik k -elemf részhalmazdt k -csdcsnak nevezziik,
(1ii) V azon S C V csicshalmazait, amelyeket egyetlen € -beli él sem fed le:

SZE minden E € £ esetén, (5.20)

dltalanos helyzetueknek nevezzik |

(iv) az (5.20) feltételt kielégito k -csucsok neve k -guldk,

(v) a4 -csicsokat quadnak, a 4 -guldkat pedig tetraédereknek is nevezziik.
O

5.25. Definicié. (vi) Az S C V részhalmaz 4 -(elemi) szimplex, ha S
quad de nem tetraéder, vagyis

SCE walamely E € & -re, (5.21)

Sy a 4 -elemt szimplexek halmazdt jelols.

(vii) a T CV  b-csics 5 -(elemil) szimplex, ha egyik részhalmaza sem
4 -elemt szimplex:

FZT barmelyik F € Sy -re, (5.22)
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vagy mdasképpen: T minden £ -beli E élet legfeljebb 3 pontban metsz:
ITNE| <3 minden E € & -re, (5.23)

az b -elemi szimplexek halmazdt Ss jeloli. [

5.26. Megjegyzés. A 4 -csicsok kozil pontosan a 4 -elemil szimplezet fedik

E -beli élek, specidlisan
E,CS, . (5.24)

g

Mivel a fenti definiciékban és az alfejezet hatralevo részében a legfeljebb
3 -elemi élek nem jatszanak szerepet, ezért a kis éleket elhagyhatjuk, vagyis
feltehetjiik:

5.27. Feltétel.
E=0 hat<3. O (5.25)

A kovetkez6 problémét fogjuk megoldani.
5.28. Probléma. Mekkora az
s(m) = |S4| + |Ss| (5.26)
0sszeg minimalis értéke, ha m := |V| rogzitett?
Sajnos az aldbbi korldtozésra is sziikségiink van:
5.29. Feltétel. Tetszbleges By, Fy € £ , By # Es élekre (mérettol fiiggetlendil)
|[EfNEy)<2. O (5.27)
Eredményiink a kovetkezo:

5.30. Tétel. Az 5.27. és 5.29. Feltételek és m > 58 esetén

s (m) > (TZ) - éClm?’ — 0 (m?) (5.28)

ahol C7 < 17 és m > 58 .

Néhany technikai jelolést és elnevezést fogunk hasznélni.
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5.31. Definicié. (i) Legyenek x,y,z € V tetszdleges kiilonbozé pontok. A
P € & élt az {x,y, z} ponthdrmas dltal kifeszitett (hiper-) siknak nevez-
ziik, és [z, vy, z| -el jeléljik, ha x,y,z € P. Amennyiben ilyen P nem taldlhatd,
akkor [x,y, z] =0 -t trunk. £ elemeit dltaldban sikoknak nevezziik.

(i1) Tetszoleges T = {x1,x9,x3,24} CV  tetraéder esetén az[xy, xa, x3),
(11, T2, T4], [X1, T3, 24] €S [x2, 23, 24] stkokat a tetraéder lapjainak vagy olda-
lainak nevezziik, halmazelméleti unidjukat U {x1, xo, x3, 24} jelili:

U{$1,$2,$37$4} = [.171,I‘Q,.Tg]u[xl,.TQ,.T4]U[[E1,$3,Jf4]U[.ﬁU2,$3,I4] . (529)
O

5.32. Megjegyzés. Az (5.27) feltétel alapjin a kifeszitett hipersik mindig
egyértelmi, természetesen az [x,y, z] = () eset is eléfordulhat. O

Bizonyitas. (5.30. Tétel) Két esetet kiilonboztetiink meg.
I. eset. Tegyiik fel, hogy bdarmely {z1,xs,x3, 24} C V tetraéder V -nek
legaldbb 5 pontjit nem fedi le, azaz

(VAU {21, 29, 23,74} > 5. (5.30)

Ez esetben barmely {x1,xs, 23,24} C V tetraédert legaldbb ot y; € V \
U {x1, xa, x3, 24} ponttal ki tudjuk egésziteni 5 -elemil szimplexszeé.

Hény 5 -elemii szimplexiink van ebben az esetben 6sszesen? Az el6z6
mondat szerint minden 5 -elemi {21, 29, 23, 24, 25} szimplexet legfeljebb 6tszor
szamoltunk ossze (mindegyik z; lehetett y;).

Mennyi lehet s (m) - a (barmekkora) szimplexek 6sszes szama? Legaldbb
(’Z), amennyi 4 -cstics van V' -ben. Valéban: minden 4 -csics vagy egy
4 -elemii szimplex, vagy (lévén tetraéder) general legaldbb egy 1j 5 -elemii
szimplexet.

II. eset. Van (legaldbb egy) T := {x1, x9, 23, x4} C V tetraéder, amely-
re (5.30) nem teljesiil, azaz

(VAU {z1, 22, 23,24} < 4. (5.31)

JEIOljuk U {(L’l, T2,T3, l’4} (529)—ben SZGI‘Gpl() kajalt Pl, PQ, Pg, P4 —el,
P; € &, vagyis

U{ZE17172,QI3,ZE4}:P1UP2UP3UP4. (532)

Ekkor V' néhény elemét elhagyhatjuk vizsgalatainkbdl:
(1) V\U{xy, 29, 23,74} elemeit: ez legfeljebb 4 pont,
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(1) T oldalainak metszéspontjait: ezek pontosan a x1, 2, x3, x4 pontok,
az (5.27) feltétel miatt.

Ekkor a Py, P, P3, P, stkoknak is hdrom-harom pontjét elhagytuk, legyenek
P, P, , Py, P, amegmaradt halmazok, vagyis legyen

F)Z-i = Pz \ {Il, 172,.73371'4} (Z S 4) (533)

Ezek utdn azon P, halmazokat is hagyjuk el, amelyekben legfeljebb 3 elem
maradt.

Vegytiik észre, hogy legaldbb egy P, halmaz megmaradt, hiszen m >
444+4-3=20. Jelvlje C; az elhagyott pontok szamit, a fentiek szerint

Ci <44+4+3-3=17. (5.34)
A maradék ponthalmaz legyen V=~ € V | a fentiek szerint
Vi=P U..UP; (5.35)

valamely 1 < 5 < 4 szdmra.

Megmutatjuk, hogy még mindig sok 4- és 5-elemii szimplex maradt (a
torolt és elrontott szimplexeket tehdt nem szémoljuk).

1. aleset: Ha csak egy P, halmazunk maradt (j = 1), akkor csak 4
-elemi szimplexeink maradtak, de P, barmely pontnégyese szimplex, igy

s(m) > (m ) CI) . (5.36)

Az egyszerii
m m — Cy 1
(4) ) ( 1 ) = O’ + 0 (m") (5.37)

atalakitds igazolja az (5.28) becslést.

2. aleset: Legaldbb kettd de legfeljebb négy P, ..., P, stk nem iires
(5.35) -ben, ezek tartalmazzak az 6sszes maradék pontot.

Ez esetben is megmutatjuk, az I. esethez hasonléan, hogy:

(*) "barmely Y C V' tetraéder legalabb ot ponttal kiegészithetd 5 -elemi
szimplexszé .

Ugyanis tetszéleges Y = {y1,y2,y3,ya} C V~ tetraéder eseténegy z € V-\Y
pont az y1, Yo, y3, y4 pontokkal pontosan akkor nem alkot 5-elemii szimplexet,
ha z-t Y-nek valamelyik oldala tartalmazza, vagyis z € U {y1, y2,ys, ya}. Y-
nak négy oldala van, az &sszes pont a Py, ..., P, stkon van (j < 4), ezért
a kizdrt z pontok szama (5.27) szerint (az y1, ¥y, Y3, ya pontokkal egyiitt)

legfeljebb 42 - 2 + 4 = 36 .
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Tehét (*) biztosan teljesiil
m—Cy>4+4*.2+5=41 (5.38)

vagyis (5.34) alapjan
m > 17 + 41 = 58 (5.39)

esetén. Minden 5 -elemfi {z1, 29, 23, 24, 25} szimplexet tehat legfeljebb 6tszor
szamoltunk Ossze: mindegyik z; lehetett y;. Ekkor pedig, az I. esethez ha-

sonldéan .
s(m) > (m; 1) (5.40)

hiszen minden 4 -cstics vagy egy 4 -elemii szimplex, vagy (lévén tetraéder)
generdl legalabb egy 1ij 5 -elemii szimplexet. (5.37) alapjdn ebben az aleset-
ben is igazoltuk az (5.28) tsszefiiggést. m

5.5. Tovabbi kérdések matroidokban és hiper-
grafokban

Hurok- és parhuzamos elemek nélkiili matroidokban még nem sikeriilt a
bézisok és korok minimélis szdméat megallapitanunk.

5.33. Probléma. Hatdrozzuk meg rogzitett mérett, és rangu, hurok- és pdr-
huzamos elemek nélkili matrotdokban a bdzisok és korok minimadlis szdamdt,
és keressiik meg a széls6séges matroidok szerkezetét! [

Az eléz6 4. "A szimplexek szama R"™ -ben" fejezet 4.28. Problémé&jihoz
hasonléan a fenti probléma dltaldnosabban is felvetheto.

5.34. Definicié. Egy (tetszdleges) matroid derékbosége a legrovidebb (leg-
kisebb) korének hosszdt jelenti. [

5.35. Probléma. Mennyi a bazisok és korok minimdlis szdma azon mat-
roidokban, amelyek derékbosége k ahol k € N rogzitett? [

Oxley [097] egyik idevonatkozo sejtése a kovetkezo:

5.36. Sejtés. ([097]) Tetszoleges m elemi és k derékboségli M matroidok
esetén minimdlis szami kére az Up,_3 ) uniform matroidnak van, igy

1+3(TZ:5>+3(Z__§)+(2__§> < simp(M). O  (5.41)
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Végezetiil megprobaljuk az 5.30. Tétel eredményét is dltaldanositani.

5.37. Definicié. Tetszoleges k € N szamra az E € &1 éll majdnem-
szimplexnek (semi-simplex) nevezzik, ha E -ben nincs E;-beli él, azaz

EZ2F haFeé&. (5.42)
A k+ 1 -elemt majdnem-szimplexek halmaza legyen
e - O (5.43)

5.38. Probléma. Tetszbleges rogzitett m,k € N , m = |V| szamokra keres-
stik meg az aldabbi 0sszeg minimalis értékét:

Sk (m) = ‘Ek’ + ‘5,?+1 . (544)

5.39. Sejtés. A
|E1QE2| S 2 ha El,EQ Eg (545)

feltétel esetén, tetszoleges k szamra

sk (m) > <m> —om) . O (5.46)



6. fejezet

Tovabbi kutatasi témak

Ebben a fejezetben az értekezésben mar nem targyalt tovabbi kutatdsainkat,
problémafelvetéseket, valamint az értekezés témédjihoz lazén kapcsol6dé egyéb
eredményeinket foglaljuk 6ssze nagyon roviden. Tovdbbi eredmények [1999]-
ban taldlhatoéak.

6.1. A dimenzié bovitése

A 2.2.1. "Kézvetlen reakcick keresése" alfejezet (i) pontjaban adathalmazun-
kat 4j ("idedlis") vektorokkal bovitettiik a terminélis és nemterminélis moleku-
lak szétvalasztésa céljabol. Ez a bovités nyilvanvaléan megnovelheti az algo-
ritmus futédsidejét ("valamit valamiért").

6.1. Probléma. Vizsgdljuk meg a 2.2.1. alfejezet (i) pontjaban leirt bovités
hatdsdt az algoritmus futdsidejére, és amennyiben sziikséges, a futdsido csok-
kentésének lehetoségét. [

6.2. Pontosabb becslések

Mint a 4. "A szimplexek szdma R™ -ben" fejezet 4.4. alfejezetében emlitettiik,
simp (H) legkisebb értékére még aszimptotikus becsléseink sincsenek abban
az esetben, amikor H -ban nincsenek parhuzamos vektorok, a 4.27. Sejtés és
a 4.28., 4.28. Problémdak maig megoldatlanok.

Az R™-beli, linedris algebrai megoldatlan problémak és sejtések megfeleldit
az 5.5. alfejezetben gytijtottiik ossze.

91
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6.3. Mas algoritmusok

Amint a 2.4. "Mas algoritmusok" alfejezetben emlitettiik, reakciémechaniz-
musok grafelméleti, szdamelméleti és linedris programozds moédszerekkel is
eredményesen vizsgdlhatok. Fontos lenne a linedris algebrai és a fenti méd-
szerek kapcsolatdnak mélyebb vizsgdlata.

6.2. Probléma. Tanulmdnyozzuk az értekezésben és a 2.4. alfejezetben em-
litett mddszerek és eredmények kapcsolatat. [

Peéldéul a P-grdfokban (1d. ébra) tarolt informécidk is lefrhaték linedris
algebrai médszerekkel és viszont. (A bemutatott Petri-graf azonos a reakcié
Volpert-gréfjaval, teljesen egyenértékii a gyakran alkalmazott Feinberg-Horn-
Jackson-graftal.)

CH, 02

CHO CH,OH H,O
Egy P-graf ([B99)])
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6.4. Hierarchiak

A figyelmes Olvasé bizonydra mér észrevette, hogy a reakcidk éppigy atom-
csoportok linedris kombindciéi, mint ahogyan az atomcsoportok felépiilnek
az atomokbdl, és a mechanizmusok szintén linedris kombindciéi az eldbb
megtalalt reakcidknak. (Reakcidkndl és mechanizmusokndl mi a minimélis
linedris kombindcickat keressiik.)

Mivel a kovetkezd szint kiinduldsi "anyagai" (vektorai) éppen az el6z6
szint "végtermékei" (megolddshalmaz vektorai), ezért kézenfekvo a szomszé-
dos és tavolabbi szintek (hierarchidk) vektorai kozotti kapcsolatok mélyebb
vizsgdlata. Pethd Arpad (12012) személyes beszélgetései és P.H.Sellers [S02]
levelei alapjdn az aldbbi megkozelités a kiindulépontja [2013b] cikkiinknek.

Legyenek = € N esetén A, = {Af, ...,Aﬁz} tetszbleges, véges, diszjunkt
halmazok, és

L, := Ly +,°) (6.1)

jelolje az A, altal Z felett generdlt szabad modulust (+ és - komponensenkénti
Osszeadds és skaldrral val6 szorzds), ahol

da
L,:= {Zaj-Af:ajeZ} . (6.2)
j=1
Bar A, elemeit A,_; elemeinek linedris kombindcidiként képzeljiik el, egyen-
loséget mem tehetiink A, elemei és a linedris kombindciok kozé, hiszen pl.
izomer molekuldknak vagy més sorrendben lejatszédé mechanizmusoknak
ugyanazon linedris kombindcidk felelnek meg. Ezért van sziikségiink az aldbbi
A, fiiggvényekre.
Tetszoleges A, : A, — L, (0<z) fiiggvények nyilvin egyértelmiien
kiterjeszthetok
Ay Ly — Ly (6.3)

homomorfizmusss az

dz dz
A, (Z - Af) = ;A (AT) (0 €Z) (6.4)
i=1 i=1

egyenloségekkel.

6.3. Definicié. A fenti L, algebrdkat hivjuk a sztéchiometriai hierarchia
r -edik szintjének és a A, figguényeket kiozottik sztochiometriar kap-
csolatoknak, ha a fenti (6.1) - (6.4) feltételeken til minden 1 < x esetén
méq teljesiil az anyagmegmaradds altalanositott kévetelménye is:

Agr10A, =0 (6.5)
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vagyis
dy dg—2
Ay (Ax (Z QG j - Af)) =0= Z 0-A2. O (6.6)
j=1 j=1

6.4. Probléma. Tanulmdnyozzuk a sztéchiometriai hierarchidk algebrai tu-
lagdonsagait, a szintek kapcsolatait, és mindezek kémiai vonatkozdasait, alkal-
mazdsait, stb. [

6.5. A kiértékelési operator

Az altalunk "csak" vektorokként tekintett kémai objektumok (atomcsopor-
tok, reakcick) rengeteg mennyiségi mutatéja is fontos a kémidban és a fiziké-
ban (pl. moltomeg, reakcichd, Gibbs szabad entalpia, Reynold -szdm, mérték-
egységek, stb., 1d. pl. [RS66] és [2000b] bevezetésében). Ezek a mennyi-
ségek (legtobbszor) addititivak és homogének, vagyis linedris £ : R — R
leképezések (funkciondlok). [2000b]-ban a linedris funkciondlok jol ismert
eredményeinek kémiai felhaszndlhatésagat mutattuk be, most csak néhdny
eredményt kozliink. Eredményeink kiilonboznek Wasylkiewicz-Ung [W00] és
[WUO00]-ben megjelent eredményeitol.

6.5. Definicié. (i) Tetszbleges véges
{C1,...,CL} (6.7)

halmaz elemeit komponenseknek, az elemek (bdarmilyen)
5= s-C (si€R) (6.8)
i=1

linedris kombindcidjat struktiranak, o struktirdk
V= {Zsi-Ci:siE]R} (6.9)
i=1

(formdlis) vektorterét anyaghalmaznak hivjuk.
(ii) Az L :V — R linedris funkciondlokat kiértékelési operdtoroknak
nevezziik (V' -t nyilvan azonositjuk R™-el). [

A linearitds azonnali természetes kovetkezménye:
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6.6. Tétel. Barmely V anyaghalmazon csak

n

L(S)=) a;-si (6.10)

i=1

alaki kiértékelési operdtorok léteznek, ahol a = [ay,...,a,)7 € R™ az L :
V — R operdtorhoz egyértelmiien tartozd egyitthatévektor (a; = L(C;)), az
s; egyiitthatékat (6.8)-ben definialtuk. [

A fenti Tételb6l azonnal kapjuk Hess kozismert termodinamikai torvényének
egysoros bizonyitasat:

6.7. Tétel. (Hess torvénye) Ha az X, ..., Xy reakciok silyozolt dsszege a
nulla (iires) O mechanizmust eredményezi, akkor a H(X1), ..., H(Xy) reak-
ciohok ugyanezen linedris kombindcioja a 0 valds szdmot adja.

Bizonyitas. Ha 2?21 A X; =0, akkor

k

S NH(X)=H (i )\ij> = H(O)=0. (6.11)

Jj=1
|

Kozismert, hogy véges dimenziéji V' vekorterek V* dudlis tere izomorf az
eredeti térrel, ezért konnyen belathato:

6.8. Tétel. Ha V' -t n komponens alkotja (6.9)-ben, akkor egyszerre legfel-
jebb n linedrisan fiiggetlen kiértékelési operator adhatd meg, tovdbbd barme-
lyik ilyen L, ..., L, linearisan fiiggetlen kiértékelési operdtor(halmaz) linedris
kombindcidi elodllitjik az Osszes lehetséges L kiértékelési operdtort

L=oL+..+a,L, (6.12)
alakban. [

A Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz egyenl6tlenséget az Euklideszi skaldr-
szorzatra alkalmazva azonnal felsé korldtot kapunk L (S) értékeire:

6.9. Tétel. Tetszoleges V' anyaghalmazra és barmely L : V — R operdtorra
létezik ¢ € R walds szdm, amelyre

| L(S) [<c-|IS] (6.13)

tetszoleges S € V' struktirdra, ahol

IS =1/s24...+s2 és c=/a?+...+a? (6.14)

és az s; €s a; szamokat (6.8) és (6.10) hatdrozzdk meg. [
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Sajnos mindegyik £ linedris funkciondl magtere nem csak a 0 vektort
tartalmazza, ezért még |L| -re sem alkalmazhatjuk a véges dimenziés terek
normdinak korlatossagara és topolégiai ekvivalencidjara vonatkozo tételeket.

Amennyiben kutatdsunkat 1ij komponensekkel bovitjiik, régebbi szamita-
sainkat nem kell sutba dobnunk: a V¢, ®V;; direkt 6sszeget kell hasznalnunk,
hiszen v = v; + v, € V1 & V5 esetén L(v) = L1(vy) + La(v,) . S6t, barmely
L : Vi & Vy — R funkciondl kénnyen és egyértelmiien felbonthaté az el6zo
L =L, ® Ly alakban.

A fenti gondolatmenet egy nagyon egyszerii kivetkezmény:

6.10. Tétel. Amennyiben Vi generdtorrendszere {C4,...,C,}, Vo generd-
torrendszere {Dy,..., Dy}, {Ci,...,Co} N{Dy,....,Dy,} =0 ésV =
Vi@V , akkor V' -n kizdrdlag csak

L=L |V1 ®L ‘Vz ’ (615)

vagyis

j=1

=1

alaki operdtorok lehetségesek, ahol természetesen

i=1 j=1

g

Idézziik fel Riesz F. Reprezentdcids tételét az aldabbi kozismert tétel mel-
lett:

6.11. Tétel. Bdrmely két skaldrszorzat, A, B : VxV — R esetén valamilyen
Z:V — V automorfizmusra

Ay, v) = B(Z(u), Z(v)) (6.18)

teljesiil minden u,v € V' wvektorokra,
s6t Z folytonos az A és B dltal indukdlt topoldgidkra nézve. [J

Elnagyoltan fogalmazva igy azt kapjuk, hogy adott anyaghalmaz kiértékelé-
si operdtorai lényegében csak skaldrszorosban térnek el egymaéstol.

A fenti észrevételek ugyan matematikailag egyszeriiek, de a kémidban
és fizikdban nagyon j6l hasznosithatéak, tovabbi alkalmazédsokat [2000b]-ben
taldlunk.



7. fejezet

Szamitogépes eredmények

Ebben a fejezetben néhany konkrét feladatot oldunk meg a 2. ” Eqy algoritmus
és vdltozatai” fejezetben bemutatott algoritmus segitségével. Elemezziik az
algoritmus véltozatainak alkalmazhatdsdgét és a futdsidoket is, ezaltal nem
csak a 2., hanem a 4. 7 A szimplexek szama R™ -ben” fejezetben ismertetett
elméleti eredményeket is 6sszehasonlithatjuk a gyakorlati adatokkal.

Mint a 2. Fejezetben hangstlyoztuk, az algoritmus mindig polinomidlis id6
alatt megtaldlja az Osszes minimalis reakciét illetve mechanizmust (szimp-
lexeket). Bar a kitevd elég nagy lehet (dimenzié+1), kozepes méretii fel-
adatok (par tucat vektor 10-20 dimenziéban) esetén a futdsidé dltaldban
a masodperc toredéke, péarszdz vektor esetén is egy orandl kevesebb. Ez
utébbi soknak tiinhet, de a 2.1. 7 Az algoritmus” alfejezet 2.2. Tételében és a
2.1.1. 7 Az algoritmus sebessége” alfejezetben is beldttuk: az algoritmus nem
vizsgdl felesleges részhalmazokat, vagyis lényegesen mar nem gyorsithato!

A tabldzatokban szerepl6 szamitasi adatok Packard-Bell PC szamitogépre
vonatkoznak, 366 MHz érajelti Pentium II. processzorral, Windows 98 opera-
ci6s rendszerrel, a Pascal nyelven irt programot Borland Turbo 6.0 fordité-
val éllitottuk ossze. Kozismert, hogy nagyobb drajelii gépek djabb (bonyo-
lultabb) operaciés rendszerrel dltaldban nem végzik el a szamitdsokat tobb
nagysdgrenddel rovidebb id6 alatt, ezért mi az &ltalunk vizsgalt kozepes
méretil példék esetében bizonyitoé erejiinek téljitk meg a mi gépiinkon végzett
szamitasi kisérleteket.

Amennyiben a feladatban egy Sg eredményvektor (kozvetlen reakcio)
is adott, a 2.2.1. ” Kozvetlen reakciok keresése” alfejezetben emlitetteknek
megfelelden a programot tobbféleképpen futtattuk: csak az eredeti {X; : i < k}
halmaz szimplexeit, csak az Sr vektort tartalmazd, illetve az 6sszes szimp-
lexet megkeresve a futdsidét rendre v(VarOrig), v(VarOnly) illetve v(Var All)

97
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jeloli. Ezzel kisérletileg is igazoltuk a 2.2.1. Alfejezet (2.14) Osszefiiggését:
v(VarAll) = v(VarOnly) + v(VarOrig) .

Numerikus példdink nagy részét Happel-Otarod-Sellers [HOS90] és Bertok
[B99], [B03] dolgozataibdl vettiik at, akik més algoritmusokkal hasonlé futés-
idoket értek el. Pethd és Kumar [KP85] csak végeredmény listét kozolnek,
szamitasi médszerek lefrdsa nélkiil.

7.1. Amundson

Legelsé példank Amundson [A66]-bol szarmazik, Pethé [P90]-ban is meg-
talalhato.
A kovetkez6 atomcesoportok adottak:

CO,C03,09,Hy,CHyO,CH3;0H,CyHsOH, (CHs)2,CO,CH,,CH3;CHO, H,O

A fenti 11 darab 3 -dimenzids vektor kozott kozismerten 213 szimplex
létezik (pl. [P90]), melyeket algoritmusunk 0.22 médsodperc alatt taldlt meg.

Mivel az eredeti vektorok kozott parhuzamosak nem szerepelnek, ezért a
szimplexek szamdnak, vagyis az algoritmus futdsi idejének alsé becslésére, a
4.3. alfejezet 4.22. Kovetkezményének képletét hasznalhatjuk.

N (vektortér dimenzidja) 3

n (a H &ltal kifeszitett altér dimenzidja) 3

M (input vektorok széma: |H|) 11
simp(H) (szimplexek tényleges szdma) 213
1+ (M3_2) + (M2_3) (als6 becslés) 113 <
(n]\+41) (fels6 becslés) <330
t (futdsidd [mp)) 0.22 mp
H vizsgdlt részhalmazainak szdma 502

”Amundson”

7.1. Tablazat
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7.2. Ammonia 1

99

Kovetkez6 példénk elnevezése [HOS90] -ben ” Ammonia”, mely [B99] 4. példaja.
S1— 959 alehetséges elemi reakciok, Sp a kivdnt végeredmény (overall) reakcio:

SRZ N2+3H2—> 2NH3

Sl . N2 —f—ﬁ = Ngg

SQ . Ngf + H2 = N2H2€

53 . N2H2€+£ =2NH/

Syt Ny +20=2NV

Ss: N0+ HO=NH(+ ¢

S7ZNH€+H2 :NH3+€

58H2—|—2€:2H£

So: NHyl + Hl = NHs + 20
ahol ¢ a katalizétor feliiletét jeloli.

Algoritmusunk a kovetkez6 minimadlis mechanizmusokat taldlta:
351 4+ 353 + 353 — 254 — 4S5 + 256 + 259 = Sk

1)
2) S1+ Sy + S3+ 256+ 2Ss + 2S¢ = Sk
3) S1+ Sy + S3+257, =Sk
4) Sy + 2S5 — Sg + 3S; — Sg = Sr
5) Sq+ 2S5+ 256 + 35Ss + 259 = Sk
6) 54 + 285 +25; +Sg = Sk
7) -
8)

— Sy — S5+ Sy + 2S5 — Se + S —
51+52+53 Si—285— S5 =0
9) — S5+ S;— S5 — Sy =0

SQZO

(Az utols6 hdrom mechanizmus ldthatéan nem Sg -et eredményezi, csak cik-

lusok.)
Osszesen | Csak Sy -et tartalmazék
N (a vektortér dimenzidja) 10 10
n (a H &ltal kifeszitett altér dimenzidja) 7 7
M (input vektorok széma: |H|) 10 10
simp(H) (szimplexek szdma) 9 6
b- (agl) +(n—10)-(5) (alsé becslés) 3 < 1<
(n]\+41) (fels6 becslés) < 45 < 36
t (futdsidd [mp)) 0.44 mp 0.28 mp
H vizsgdlt részhalmazainak szdma 969 473

”Ammonia 17

7.2. Tablazat
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7.3. Metan

Harmadik példank metdn szintézise szénmonoxid és vizbél, Berték [B99|
otodik példdja, mely eredetileg [HS83]-b6l szdrmazik. A végsé (overall) és a
lehetséges elemi reakciok a kovetkezok:

SRi 2H2+2CO — CH4+COQ

S1:COL+0=Ct+0¢

Se:Cl+Hl=CHl+ Y

Ss: CHU+ Hl = CHyl + ¢

Sy:CHyl+ Hl =CHsl +(

55 . CH3£+H€ = CH4 +2€

Se¢ : OHU+ HU = HyO + 24

S7:COy + €= COxt

Sg: CO+L=COt

Sg: Hy+20=2H/

510 : C02‘€+ Hl = CHOO@"F@

S :CHOOU+ Hl = CHOl+ OHY

S13: COL+ 00 =CO+ ¢

S14: CHOOL + ¢ =0OHl+ COL

Si5: COL+ Hl=CHOl+{

Az 6sszes minimédlis mechanizmus (output):

2) S1+S2+ S35+ 51+ S5 — S7+ 255 + 259 — Si0+ S12 — S1a = Sk

4) Sip+ S — Sig+ S13 — 515 =0

5) SlO - 312 "— 513 + 514 - 0

6) Si1—S1a—S15=0

Osszesen | Csak Sp -t tartalmazdk

N (vektortér dimenzidja) 17 17
n (a H altal kifeszitett altér dimenziGja) 13 13
M (input vektorok széma: |H|) 16 16
simp(H) (szimplexek szdma) 6 3
b- (“;1) +(n—">)- (g) (alsé becslés) 4 < 1<
(nj\fl) (fels6 becslés) <120 < 105
t (futdsidd [mp)) 78.60 s 43.28 s
H vizsgélt részhalmazainak szama 63 429 31 697

"Metan”
7.3. Tablazat
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7.4. Ammobnia 2

101

Az Ammoéniaszintézis kovetkez6 valtozataval [B99] és [FBF99]-ban taldlkoz-
tunk. A végsé (overall) és a lehetséges elemi reakcidk a kovetkezok (Sao

technikai okok miatt maradt ki):
SR . N2 +3H2 = 2NH3

S1: Hy+ 0= Hyl

So: Hol +0=2HY(
532N2+£:N2€
S4N2€+£:2N€

55 . N2£+H2€:N2H2€+€
Se: NoHol +0 = NH{+ NHY
Sy N+ Hl=NHU+V
SgNHE—FHQg:NHgE—FE

SlO . NH£+N€:N2H£+€
Sll : NH2€+H€:NH3€+€
S1a: NHol + Nl = NoHol + 7
513 : N2H2€+ H2£ = N2H4€+€

514 :
515 :
516 :
517 .
Slg :
St :
Sop -
521 :

523 .
524 :
525 :

NyHol + Nol = NyHol + ¢
NyH + Hl = NHyl + N H3/
NyHl + NU = N.HU + NHs/l
Hl+ Nol = NoHU 41
Nl + Hyl = NH{+ HY

Hl+ Nyt = NHC+ NY

Hl+ NyHol = NHol + NHY
Nl + NyHol = NoHU+ NHY

Hl(+ NoHl = NH? + NHY
Hl+ NoHU = NHol + NY
NH3¢ = NH;+ ¢

Szamitasainkat az aldbbi Tdbldzat tartalmazza:

Osszesen Csak Sp -t tartalmazok
N (vektortér dimenzidja) 15 15
n (a H altal kifeszitett altér dimenziGja) 14 14
M (input vektorok széma: |H|) 25 25
simp(H) (szimplexek szdma) 5,609 3,585
b- (“;1) + (n—b) - (5) (als6 becslés) 11 < 1<
(n]\fl) (fels6 becslés) < 3 268 760 <1961 256
t (futasidd [mp)) 2';;%0?10 12;2;1?10
H vizsgélt részhalmazainak szdama 10 664 430 2 846 629

”Ammonia 27
7.4. Tablazat

Bertok [B99] ugyanazon output listdt kapta mint mi, futdsideje 13 6ra

szemben a fenti 3 6ra 21 perc idovel.
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A kovetkezd harom példaval a 2.2. ” Az algoritmus kiterjesztései” al-
fejezetben irt médositasok hatdséat szemléltetjiik.

7.5. Etilénoxid

Els6 példank [HOS90] ” Ethylene Oxide Synthesis” példaja. Adottak a kovetkezd
reakcick (X; helyett S; jeloléssel):

Sl . 02 + E = Ogﬁ

Syt 200 =090+ 1

Sg . 026 + 02H4 =0/ -+ CHgCHO
S4 : CQH4O + (= 02H40€

55 . OQE + OQH4 = 02H4O + (04

57 : 02H40€ =0/ + 02H4

ahol a végleges (terminédlis) molekuldk CoH,O , CoHy , Oy , COy , H2O | a
tobbi koztes (aktiv) atomcsoport.

Ezen termindlis molekuldk kozott Algoritmusunk alapvéltozata 0.00 sec
alatt megtaldlta az 6sszes elméletileg lehetséges minimalis reakciét (az Sy, ..., Sy
reakciokkal most még nem foglalkozunk):

di)  1C.Hy +' /305 — CoH,O =0

Vagyis 202H4 + 02 = 202[‘[40 s
d2) 1/202H4 +3 /202 - COQ - HQO = 0

V&gyiS 02H4 -+ 302 = 2002 + QHQO 5
dg) 5 /202]‘[4 + 302H4O - COQ - HQO - O

Vagyis 502H4+2C02+2H20 = 6CQH4O s
d4) 5/402 —|—1 /202]‘[40 — 002 — HQO =0

vagyis 502 + 202]’]40 = 4002 + 4H20 .

ami megegyezik [HOS90] eredményével. A futdsi adatokat a 7.5. Tdblazatban
lathatjuk.

A 7.5. Tabldzat masodik oszlopa az eredeti vektorok (S, ...,.S7) kozotti,
iires reakciét (0 vektort) eredményezd mechanizmusok keresését mutatja.
Mivel az algoritmus talélt (legaldbb egy) ilyen mechanizmust (mi2), ezért
S1, ..., 57 linedrisan 6sszefiiggok.

Most bevezetjiik az 4j Vi, . . ., V5 vektorokat (minden termindlis molekula-
hoz egy-egy) a 2.2.1. alfejezet (i) pontja szerint, majd az Sy, ..., S7, Vi, ..., Vs
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vektorok kozott megkeressiik a szimplexeket. Az aldbbi minimalis mechaniz-
musokat kaptuk (és megadtuk az altaluk megvaldsitott overall reakcidkat is):

my : 7 J¢CoHy + Oy — CoH O =1 /3C 05 =1 [3H0 + Sy 4+ /653 — Sy+
+1/6S6 — S7 =0

vagyis ds = —S1 —! /653 + Sy =1 /656 + S7 ,

my: CoHy+1 /505 — CoHyO 41 /58y —1 /355 — Sy — Sz = 0
vagyis  dy = —1/58] +1 /28y + Sy + S7

mg i —CoHy — /505 + CoaHaO —1 /581 =1 /355 — S5 = 0
vagyis diy = —1/58) =1 /35, — S5 ,

my: 209H4+ Oy —205H,0 + 51— S4+ S5 —S7=0
vagylis 2dy = =514+ 54— S5+ 57,

mg : —CoHy — 309 4+ 2C 09 4+ 2H50 — 357 — 35, — S5 — S =0
vagyis 2dy = =351 — 353 — S3 — S¢

me : 1 /3CoHy+03—2 /3002 =2 [3HyO+ 51+ /355 — 54— S5+ /35— S7 =0
vagyis 2dy = —S) —' /355 + Sy + S5 = /359 + S7

my 1 °/¢CoHy—CoHyO+ /3C 05+ [3HyO — Sy —1 /685 — S, —1 /656 —S7 = 0
vagyis 3ds = —S5 —' /655 — Sy =" /656 — 57,

mg : 5CoHy — 6CoH,O +2C05 + 2H50 — S3+ 655 — S = 0
vagyis 2d3 = —S53 4+ 655 — S

Mg —3 /505 — CoHyO+2005+2Hs0—5 /38 —7 /55 — Sy — Sy — S — S = 0
vagyis 2dy = =7 /551 =7 /252 — S5 — S4 — Sg — S7 ,

Mot = /505 — CoHL0 + 2005 + 2Hs0 —5 /581 =% /355 — S + S5 — S = 0
vagyis 2d, = —°/9S) —° /989 — S3+ S5 — S¢

my @ O +2 /5CoH,0O —4 /5C O —4 /sH20 + Sy +2 /553 — Sa —7 /5S5+
+2/5S(5 — S7 - 0

vagyis 2dy=—S51 =2 /555 + Su+" /595 = /556 + 57,
m12:—52—54—55—57=Q.

Megjegyezziik, hogy [HOS90] VII.T4abldzata csak a d; és d3 minimalis (di-
rekt) reakciokhoz tartozé mechanizmusokat tartalmazza, (msq, d;y) és (ms, d;)
soral azonosak.
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Tovabba, a

ds) "/6CoHy+ Oy = CoH,0 4" /3COy +' /3H50

reakcié is megkaphato6 a fenti m; mechanizmusbdl, de mivel nem minimdlis,
ezért nem is szerepel a dy, da, d3, d4 reakciok kozott (amiket algoritmusunk
szamitott ki a termindlis molekuldk 6sszegképletei alapjan).

A 7.5.Tébldzat harmadik és negyedik oszlopa az my, ..., m12 mechanizmu-
sok keresésének adatait mutatja. A futdsi idét nem befolydsolja lényegesen,

hogy az osszes szimplexet megkeressiik, vagy csak az 1j Vi, .
valamelyikét tartalmazokat.

.., V5 vektorok

A negyedik oszlop kivételével az alsé és fels6 korlatokat (LB,UB) is ki
tudtuk szdmitani a 4. Fejezet alapjéan.
A 2.2.1. alfejezet (2.14) formuldja,

is ellendrizhetd a tabldzatban.

v(VarAll) = v(VarOnly) + v(VarOrig)

Termindlis Csak A fiktiv V; vektorokkal
molekuldk | reakcidk | Osszes szimplex | Csak V; -vel
N 3 10 10 10
n 3 6 9
M 5 7 12 12
simp(H) 4 1 12 11
LB 2< < [3<
UB <5 <1 < 66
t 0.00 mp | 0.06 mp 1.87 mp 1.80 mp
chk 18 102 4 000 3 898

N = a vektortér dimenzidja

M = az input vektorok szama = |H|

LB =b- (a+1

2

) +(n=0)-()

t = futdsi id6 [mp]

(als6 becslés)

? Btilénoxid”

7.5. Tablazat

n = a H altal feszitett dimenzié
simp(H) = szimplexek szdma

UB = (nj\fl) (fels6 becslés)

chk = H vizsgalt részhalmazainak széma
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7.6. Metan-Metanol

Kovetkez6 példank [HOS90]-ben szerepel "Methane to Methanol Conversion"
néven.
A kovetkezo reakcick adottak:

S1:CHy+ 0Oy =CHs+ HO, Sg: CHs + CHy = CyHg

SQ : CH3 + 02 = CH302 510 : CHg + OH = CH3OH

53 : OH302 = CHQO +OH 811 : OHg + CHgO = CH3OCH3

54 . CH302 + CH4 = CH302H+ CHg 812 . CHQO + CHg = CH4 -+ CHO
S5CH302H:OH30+OH 5130H0+02:CO+H02

Se : CHsO = CH,O + H S14: CHy,O + CHs0 = CH3OH + CHO

S7ZCH3O+CH4:CH30H+CH3 515CHO+CH3:CO+CH4
Sg . OH+OH4 = CH3+HQO

ahol a termindlis molekuldk C'Hy, Oy, CH3sOH, CO és H50 .

A 7.6. Tébldzat els6 oszlopdban ismét a termindlis molekuldk kozotti
(6sszes) direkt overall reakcié szerepel, a mésodik oszlopban az Sy, ..., Si5
reakciok kozotti iires (0) mechanizmus.

Mivel a CoHg és CH3OCH molekuldk csak az Sg és Si; reakcidkban
szerepelnek, ezért e reakcidkat reprezentdlé vektorok linedrisan fiiggetlenek
a tobbitol, vagyis a 2.2. alfejezetben leirt médon ezt a két vektort elhagy-
hatjuk, és az osszes vektor dimenzi6jat csokkenthetjiik kettével. Osszehason-
litds céljabol lefuttattuk a programot az eredeti és a redukalt adathalmazzal
is, ezeket a Téabldzat két része mutatja: a futdsi id6 27 percrdl 5 percre
zsugorodott!

A tabldzat oszlopai ismét a kiilonboz6 szamitdsok adatait mutatjdak, az
el6zo, " Etilénoxid" példdban megismert mdédon.

Ha az input az Si,...,S15 és Vi,..., Vs vektorok redukdlt halmaza (a
tabldzat két utolsé oszlopa), a kovetkezd mechanizmusokat kapjuk:

my —20H4—202+CH30H+CO+2H20+51—252—53—54—55—57—
258 — 512 — 513 =0

moy . —20H4—202+CH30H+CO+2H20+51—232—53—34—55—
258 — 813 — 514 =0

mg : —2CHy — 205+ CH30H 4+ CO +2H30 — 255 — S3 — Sy — S5 — S7 —
258 — 512 — 515 =0

my —2OH4—202+0H30H+CO+2H20—252—53—54—55—258—
814 - 515 =0

mg . —20H4—02—|—20H30H—52—54—55—57—510:O

mg : —2CHy — Oy +2CH3OH — Sy — Sy — S5 — S10+ S12 — S14 =0
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my —CH4 —6 /402 + CO + ZHQO + Sl —6 /452 - Sg —2 /4S4 —2 /455
—2 /4S7 — 285 +2 /4510 — S12 — S13 =0

ms —CH4 —6 /402 + CO + 2H20 + Sl —6 /452 — 83 —2 /454 —2 /455
+2 /4S7 — 285 + +%/4S510 — S13 — S1a =0

mg : —2CHy — 305 4+ 2C0 + 4H50 + 257 — 355 — 253 — Sy — S5 — 455 +
S0 — S12 = 2513 —S14a =0

mio - —OH4—6/402+CO+2H20—6/452—53 —2/484—2/455 —2/457—
258 +2 /4S10 — S12 — S15=0

miq - —CH4—6/402+CO+2H20—6/452—53—2/454—2/4S5+2/4S7—
255 +2 /4510 — S1a — S15 =0

mis —CH4 -3 /202 + CO + 2HQO -3 /252 - 53 —1! /254 1! /255 - 258
+1 /2510 —1 /2512 =1 /2514 —S5155=0

mas - 2CH4 —3CH30H+CO+2HQO+51 - 83+S4+S5 +S7 - 258+
2510 — S12 = Si3=0

myg : 2CHy —3CH30OH +CO+2H,0+ 51 — S3+ Sy + S5+ 25; — 255 +
2510 — S13—=S14=0

mis - —2OH4 + ?)CHgOH - C0 — 2H20 - Sl + Sg - S4 - S5 + 258 -
2510 + 2512+ S13 — S1u =0

mie - 20H4—30H30H+CO+2H20—53+S4+S5+S7—258+2510—
Sig — 515 =0

may . 2CH4—3CH30H+CO+2HQO—53+S4+S5+2S7—258+2510—
Sia —S15=0

mig - 2OH4 - 30H3OH + CcO + 2H20 - 83 + S4 + S5 - 288 + 2510 -
2512+ 514 —Si5=0

myg : —Os — CH3OH + CO + 2H50 + 51 — Sg — S3 + S7 — 255 + S10 —
Si13—S1u=0

Mmoo - —OQ—CH30H+CO+2H20+51—52—53—258+510—512—513 =0

moq - —02—OH30H+OO+2HQO—52—53+S7—2SS+510—314—515 =0

mos —02—CH30H+CO+2HQO—SQ—53—258—|—510—812—515 =0

mas : =51 + Si3 — S15 =0

Moy - S7+512—Sl4:0 .

A fenti lista futdsi adatait az aldbbi tabldzatok tartalmazzsk:
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az egyszeriisités (redukcio) eldtt:

Termindlis Csak A fiktiv V; vektorokkal
molekuldk | reakcick | Osszes szimplex | Csak V; -vel
N 3 16 16 16
n 3 13 16 16
M 5 15 20 20
simp(H) 4 2 24 22
LB 2 < 2 < 4 <
UB <5 <15 < 1140
t 0.00mp | 30.38mp | 1353mp ~ 22p | 1323mp ~ 22p
chk 18 30 473 978 297 947 824

az egyszeriisités (redukcié) utan:

Csak A fiktiv V; vektorokkal
reakciok | Osszes szimplex | Csak V; -vel

N 14 14 14

n 11 14 14

M 13 18 18

simp(H) 2 24 22

LB 2<  |4<

UB <13 < 816

t 549 mp | 263mp=x4p | 25Tmp~4p

chk 7623 244 611 236 988
N = a vektortér dimenzidja n = a H altal feszitett dimenzid
M = az input vektorok szama = |H| simp(H) = szimplexek szdma
LB=b- (") +(n—">) (%) (als6 becslés) UB = (nj\fl) (fels6 becslés)
t = futdsi id6 [mp] chk = H vizsgélt részhalmazainak szdma

”Metan-Metanol dtalakitds”
7.6. Tablazat
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7.7. Gliikéz - Pyruvate

Utols6 példénk [HOS90]-ban " Conversion of Glucose to Pyruvate" név alatt
szerepel. A felhaszndlhaté atomcsoportokat a kovetkezo betiikkel jeloljiik:

C = carbon dioxide N = 6 — P gluconate

D = dihydroxyacetone P P = pyruvate

E = erythrose 4 — P R = ribose 5 — P

F' = fructose 6 — P S = sedoheptulose 7 — P
G = glucose 6 — P X = xylulose 5 — P

K = 2-keto-3-deoxy 6 — P gluconate Y = glyceraldehyde 3 — P
L = ribulose 5 — P

a termindlis molekuldk G, P és C' .

A reakcidk eredeti listdja:

S5:R+X=54Y Sg:N=K

Sy:L=R So:L=X

S3: N=L+C Sw: E+X=Y+F
Sy:G=N Spp:Y =P
S5F:D+Y Slng:P
SGZG:F 8131K2Y+P
S7ID:Y 314S—|—Y:E—|—F

Mint a 2.2. alfejezetben megvizsgaltuk: a hat A = AB tipusi reakcié
mindegyike elhagyhatd, a megmaradt vektorok megfelel6 médositasaval, igy
a vektorok szdma és a dimenzié is nagymértékben csokken. Hangstlyozzuk,
hogy a Vi, Vs, V3 fiktiv vektorokat a fenti redukcié elott kell bevezetniink,
hiszen ezen vektorok koordindtéi is médosulnak. A mdédositéds utdn a kivetkezd
vektorokat (oszlopok) kapjuk:

Vi Vo Vs 5S¢ S5 S5 S Sz Su

0 0 0 1 0 2 1 2 -1
0 1 0 O 1 0 0 0 0
0 0 1 -2 1 0 -1 0 0
1 0 o 0 -1 -1 1 -1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 -1
0 0 o o0 0 0 -1 0 1

a sorok rendre a P, C, X, K, S, F atomcsoportoknak felelnek meg.
Ezzel a transzformédciéval a futdsié idot 93mp -rél 0.10mp -re sikeriilt
csokkenteniink!
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A 7.7. Téblazatban mindhdrom futds adatait megadjuk: az eredeti, az
els6 és a masodik redukcié utdn, rendre a 2., 5. és az utolso elotti oszlopban.
(A Vi, Vs, V3 1j vektorok a G, P, C atomcsoportoknak felelnek meg.) Mivel a
redukcids lépések sordan G elimindlédott, ezért szerepelnek Vi, ... Sy, vek-
torok a tablazatban.

A eredeti (output) mechanizmusok:
m12—1/2G+P+O—Sg—S4+1/QS5+1/256+1/257—59—513:0
m22—G+2P+C—83—S4+S7—Sg—312—513:0
mgi—G+2P+C—83—S4—Sg—811—513:0

my: —"/3G+ P — Sy +' /2S5 +! /296 +! /257 — Ss — S13 =0
m51—G+2P—S4+S7—Sg—512—51320
m6Z—G+2P—S4—Sg—S11—513:0

my: —1/oG+ P —=' /355 —! /2S5 =1 /257 — S11 =0

mg: —1/oG + P = /2S5 =1 /356 +1 /257 — S12=10

mg: —G + 2P — S5 — S — 511 —S12=0
mw:0—53—54—1—55—!—5'6—1—57—59—1—511—513:0
m1120—53—S4+S5+56—Sg+512—513:0
m1210—33+58—89:0
m13:—S4+S5+S6+S7—Sg+5’11—513:0
m14:—S4+5'5+S6—58+512—513:0

mys 1 S7+ S11 — S12 =0

Az els6 redukcié utan:

my =V +Vy + Ve =55 =0

my 1 —1/sViT +3Vy — ST =355 +1 /2S5 — S;g— S =0

my : —1/oVi +3Vy — Sy —3S; — S+ /253 — Sy =0

my : °)oVi —3Vy — ST+ /2S5 —Sip— S =0

my : °/Vi =3V — S — S+t /253 — S =0

mg 2 °)2Vy =1 [aVa — Sy =% /255 4+ /2S5 — S1g — Siy =0

my 1 °)oVy =t [aVe = Sy =% /2S5 — Spg+! /253 — Sy =0

mg @ Sy —S;3=0

Mivel Sy || Si3 , rdaddsul mindkét vektor A = AB alakd, ezért hasznos
még egy redukciét alkalmaznunk. Ez a madasodik egyszerfisités utdani futds
adatait a 7.7. Tdbldzat utolsé harom oszlopa tartalmazza. A kapott mecha-
nizmusok:

my =V + Ve + Ve =55 =0

my: VT 43V, — ST —355 — S5, —Sa=0

m3z: VT —3Vy — ST —S5,— S5, =0

my o °[aVe = [oVe — ST =P /2S5 — S — S =0
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Ebben a példdban nem végeztiink kiilon szédmitdsokat a kizardlag ter-
mindlis molekuldkat tartalmazé reakciémechanizmusok felkutatdséra.

eredeti reakciok:

Csak A fiktiv Vi vektorokkal
reakcidk | Osszes szimplex | Csak V; -vel
N 13 13 13
n 12 13 13
M 14 17 17
simp(H) 3 15 12
LB 2 < 4 <
UB <14 < 680
t 8.00mp 93.00mp 85.00mp
chk 14 600 107 368 92 768
az els6 redukcio utéan:
Csak A fiktiv V; vektorokkal
reakciok | Osszes szimplex | Csak V; -vel
N 6 6 6
n 5 6 6
M 6 9 9
simp(H) 1 8 7
LB 1< 3<
UB <1 <36
t 0.00s 0.10s 0.10s
chk 52 418 366
a masodik redukcié utéan:
Csak A fiktiv V; vektorokkal
reakcidk | Osszes szimplex | Csak V; -vel
N 5 5 5
n 4 5 5
M 4 7 7
simp(H) 0 4 4
LB 0< 2 <
UB <0 <7
t 0.00mp 0.00mp 0.00mp
chk 5 65 60
" Glikoz”

7.7. Tablazat




8. fejezet

Tézisek, Summary of Results

I. TEZIS

i) Polinomidlis algoritmust adtunk adott H C R™ (s6t H SV ha H =
(V,E) leszdlls, nem torz hipergraf) szimplexeinek lexikografikus sorrendben
torténé felsoroldsdra (2.1. alfejezet, [1991]).

ii) Bebizonyitottuk, hogy az algoritmus minden adathalmaz esetén a legrovi-
debb ideig fut, mindig polinomidlis iddoben (2.2. és 2.4. Tételek).

iii) Megmutattuk, hogy a dimenzid esetleges csokkentésével a futdsido
bizonyos esetekben lényegesen lerovidithetd (2.2.0. alfejezet).

iv) Az algoritmus haszndlhatdsdgat Kiterjesztettiik kozvetlen reakciok és
mechanizmusok keresésére, arra az esetre is, amikor sem termindlis atomcso-
portok sem reakcidk nem ismertek (2.2.1.,2.2.2. és 2.2.3. alfejezetek, [2000a]).

v) Szdmitégépen megvaldsitottuk az algoritmust, tobb irodalmi példara

alkalmaztuk, és eredményeinket 6sszehasonlitottuk mds szerzok mddszereivel
(7. és 2.4. (al)fejezetek). W

II. TEZIS

i) Részletesen meguvizsgaltuk a homogén és az inhomogén linedris egyenlet-
rendszerek minimalis (lesziikitett) megolddshalmazainak szerkezetét, a szimp-
lexzekhez és a teljes megolddsokhoz vald viszonyukat ([2012b]).

ii) Homogén egyenletrendszereknél belattuk, hogy a minimdlis megoldasok
(MR generdljdk az dsszes megoldast (3.13. Tétel).

iii) Inhomogén egyenletrendszereknél beldttuk, hogy M ap elemes felirhatok
Mjfib“ néhdny vektoranak affin kombindcidja plusz Ma o egy eleme dsszegeként
(3.25. Tétel).

iv) Leirtuk a minimadlis- és bazismegolddsok kapcsolatat (3.18.Megjegyzés).
[ |

111
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III. TEZIS

i) Altaldnos felsé éles becslést adtunk adott dimenzids és elemszami H C

R™ wvektorhalmazok szimplexeinek szamdra: simp(H) < (nﬁl) és leirtuk a
szélsoséges halmazok egyértelmis szerkezetét (4.5. Tétel, [1995]).

ii) Altalanos alsé éles becslést adtunk adott dimenzids és elemszdmaii vek-

torhalmaz szimplezeinek szamdra: b- (“5') + (n —b) - (§) < simp(H) , és

bebizonyitottuk, hogy m > 2n esetén a szélsoséges H halmazok szerkezete

egyértelmt (4.7. Tétel, [1995]). W

IV. TEZIS

i) Csokkentettiik a dimenzidt parhuzamos vektorok kizdrasa esetén (4.3.1.
alfejezet).

ii) R? -ban éles alsé becslést adtunk a szimplexek szdmdra parhuzamos
vektorok hidnya esetén, és meghatdroztuk a szélsoséges halmazok szerkezeteit,
amely |H| > 8 esetén egyértelmt (4.20. Tétel, [1998]).

iii) R*-ben éles alsé becslést adtunk a szimplexek szdmdra pdrhuzamos
vektorok hianya esetén és meghatdroztuk a szélsoséges halmazok egyértelmi
szerkezeteit |H| < 8 és |H| > 24 esetén (4.23. Tétel, [2011]). W

V. TEZIS

i) Eles felsé becslést adtunk adott rangi és méretis matroidokban a korok
és bazisok szdmdnak lehetséges értékére és meghatdroztuk a szélsoséges matroi-
dok szerkezetét (5.4. és 5.7. Tételek).

ii) Eles als6 becslést adtunk adott rangi és méretti, matroidokban a kiorok
és bazisok szamdnak lehetséges értékére, ha hurkok lehetnek a matroidban, és
meghatdroztuk a szélséséges matroidok szerkezetét (5.8. és 5.9. Tételek).

iii) Eles als6 becslést adtunk adott rangi és méretti matroidokban a korok
és bdzisok szamdnak lehetséges értékére, ha parhuzamos elemek lehetnek,
hurkok nélkil (5.13., 5.15. és 5.21. Tételek).

iv) Hasonld éltalanos kérdést fogalmaztunk meg és oldottunk meg hiper-
grafok korében (5.24.,5.25. Definicidk és 5.30. Tétel). W

VI. TEZIS

i) Altaldnos definiciét adtunk a sztéchiometriai hierarchia fogalmdra
(6.3. Definicio).

ii) A kiértékelési operdtor definicidgja (6.5. Definicié) utdn a linedris vek-
torterek, funkciondlok és dudlis terek tobb, jolismert tételének megadtuk kémiaz



8. FEJEZET. TEZISEK, SUMMARY OF RESULTS 113

jelentését, igy eqyrészt mar ismert kémiai dsszefiiggéseknek kaptuk rovid mate-
matikai bizonyitasat (pl. Hess tétele), mdsrészt 1j (egyszeril) kémiai dssze-
fliggéseket is nyertink (6.6. - 6.11. Tételek). N

Summary of Results

I.

i) A polinomial algorithm was developed for listing all simplexes con-
tained in any given set H C R" (moreover, in any H €V where H = (V,€)
is a descending, not deformed hypergraph) in lexicographical order (Subsec-
tion 2.1, [1991]).

ii) It was proved, that the algorithm finds the simplexes in the fewest
steps for any dataset H € R™ (Theorems 2.2 and 2.4).

iii) It was revealed, that reducing the dimension of the data in H can
save up to 90% of running time in certain cases (Subsection 2.2.0).

iv) Eztensions of the algorithm for finding direct reactions and mecha-
nisms were given, even in the case when both terminal species and reactions
are unknown (Subsections 2.2.1, 2.2.2 and 2.2.3, [2000a]).

v) An implementation of the algorithm in Pascal was contructed and
several runs were made for problems we found in the literature, our outputs
were compared to other authors’ results (Subsection 2.4 and Section 7). W

I1.

i) A thoroughful investigation of the structure of sets of minimal solu-
tions both of homogeneous and inhomogeneous sets of linear equalities was
done. We also revealed the connection of these solutions to the simplexes
and the uncostrained solutions (Section 3, [2012b]).

ii) Namely, in the homogeneous case the minimal solutions (elements of
Mj{fion) generate all the solutions (Theorem 3.13). In the inhomogeneous case
all solution can be written as the sum of an affine combination of some
elements of M} plus one element of M4 (Theorem 3.25).

iii) The relations between minimal- and base solutions is explained in
Remark 3.18. N

I1I1.

i) The general sharp upper bound for the numbers of simplexes contained

in sets H C R" of given size (|H| = m) was found: simp(H) < (nTl)’
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assuming H spans R". Moreover, the unique structure of the extremal sets
H is also described (Theorem 4.5, [1995]).

ii) General sharp lower bound was found: b-(*3")+(n—>b)-(3) < simp(H)
where m = a-n+b,0 < b < n. We proved, that the structure of the extremal
sets for m > 2n is unique (Theorem 4.7, [1995]). N

IV.

i) Assuming that H does not contain paralel elements, we reduced first
the dimension of the elements in H (Subsection 4.3.1).

ii) In the case H C R3, |H| > 8 and H does not contain paralel elements
we gave the sharp lower bound for simp(H) and we also determined the
unique structure of the extremal sets H C R? which span R3 (Theorem 4.20),
[1998]).

iii) In the case H C R* and H does not contain paralel elements we gave
the sharp lower bound for simp(H) for |H| > 24 | and we also determined
the unique structure of the extreme sets H C R* of full dimension (Theorem
4.23, [2011]). ®

V.

Sharp upper bound was given for the number of circles and bases in
matroids of given size and rank, moreover the structure of the extremal
matroids was described (Theorems 5.4 and 5.7).

Sharp lower bound was given for the number of circles and bases in the
case loops are allowed in matroids, the structure of the extremal matroids
was described, too (Theorems 5.8 and 5.9).

Sharp lower bound was given for the number of circles and bases in the
case paralel elements are allowed but no loops (Theorems 5.13, 5.15, 5.21).

A similar general question was formulated and solved for hypergraphs
(Definitions 5.24, 5.25 and Theorem 5.30). W

VI.

i) A general definition of stoichiometric hierarchy was given in Definition
6.3.

ii) The general notion of valuation operator was stated in Definition 6.5.
We used this notion to give chemical meanings for several (wellknown) the-
orems in linear algebra, so we obtained both short mathematical proof for
Hess’ law and also formulated new Statements in chemistry (Theorems 6.6
through 6.11). W
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