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SOR- és SOROZAT KONVERGENCIA KRITÉRIUMOK

© Dr. Szalkai István 

  NB: Kritérium (görög):  1. ismérv, meghatározó,megkülönböztető jegy,  2. fontos mozzanat, döntő tényező. 

SOROZAT KONVERGENCIA KRITÉRIUMOK

0) A sorozat első akárhány (véges sok) elemét elhagyva, pótolva, módosítva, ...   a sorozat konvergens vagy nem konvergens volta, határértéke nem változik meg. 

1) Ha egy sorozat konvergens, akkor korlátos.

   Azaz: nem korlátos sorozat nem lehet konvergens !

2) Konvergens sorozat minden részsorozata is konvergens, és minden részsorozat határértéke  =  az eredeti sorozat határértékével.

   Megfordítva nem igaz, csak ha minden részsorozat ugyanazon számhoz tart! 

   De: ha például a vizsgált konvergens részsorozatok lefedik az egész sorozatot  (pl.a páros és páratlan indexű tagok), abból következtethetünk az egész sorozat konvergens voltára. 

3) RENDŐRSZABÁLY:   Ha   an≤bn≤cn  (nєN)   és   an→A ,  cn→A   konvergensek, akkor   bn→A  is konvergens. 

4.a)  Monoton növő és felülről korlátos sorozatnak van határértéke. 

Ha a sorozat monoton növő de felülről nem korlátos, akkor határértéke  =  +∞ .

  b)  Monoton csökkenő és alulról korlátos sorozatnak van határértéke.

Ha a sorozat monoton csökkenő de alulról nem korlátos, akkor határértéke  =  -∞ . 

5)  Ha   an→0   és   bn   korlátos,  akkor   an∙bn → 0 . 

Hasonlóan:   ha   an→ +∞   és   bn   korlátos,  akkor   bn/an → 0 . 

6)  Határozatlan alakok:   ∞-∞ ,   0∙∞ ,   ∞/∞ ,   0/0 ,   1∞ ,   00 . 
7) A komplex számokból álló   zn   sorozat  pontosan akkor  konvergens, ha a  Re(zn)  és az  Im(zn)  sorozatok mindegyike konvergens. 

   Továbbá, a  zn  sorozat  pontosan akkor  konvergens, ha a  |zn|  és a  φ(zn)   (z szöge)   sorozatok mindegyike konvergens.

   Kivétel:  |zn|→0  -ből már következik  z→0 ,  mert ekkor  φ(zn)  bármi lehet.

NEVEZETES HATÁRÉRTÉKEK  (n→∞) 
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SOR KONVERGENCIA KRITÉRIUMOK

Megj.: Σan -t  írunk 
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¥

=

0

n

n

a

 helyett.  (Az egyenletszerkesztő használatát igyekeztünk minimalizálni!) 

0) Ha  Σan  konvergens, akkor  an→0 . Vagyis ha   an -/→ 0   akkor  Σan  nem konvergens. 

   A  Σan   sor konvergenciája és a tagjaiból álló  an  sorozat konvergenciája  között  más összefüggés nincs!

   Vagyis: az  an→0  összefüggésből egyáltalában  nem  következik, hogy  Σan is konvergens lenne! 

1) MAJORÁNS KRITÉRIUM:  (Ha a nagyobb konvergens, akkor a kisebb is.)

 a) változat: Ha  0<an <bn   és  Σbn  konvergens,  akkor  Σan  is konvergens. 

 b) változat: Ha  |an|<|bn| ,  an  és  bn  előjele megegyezik (nєN)  és  Σbn  konvergens, akkor  Σan  is konvergens. 

 c) változat: Ha  lim(an/bn) ≤ 1,  0<an,bn  és  Σbn  konvergens, akkor  Σan  is konvergens. 

2) MINORÁNS KRITÉRIUM:  (Ha a kisebb divergens, akkor a nagyobb is.)

 a) változat: Ha  0<an<bn  és  Σan  divergens,  akkor  Σbn  is divergens.

 b) változat: Ha  |an|<|bn| ,  an  és  bn  előjele megegyezik (nєN) és  Σan  divergens, akkor  Σbn  is divergens. 

c) változat:  Ha  lim(an/bn) ≥ 1,  0<an ,bn   és  Σan  divergens, akkor  Σbn  is divergens. 

3) LEIBNIZ-KRITÉRIUM:  Ha az alábbi három feltétel mindegyike teljesül: 

  an → 0 ,

  an  váltakozó előjelű sorozat , 

  az  |an |  sorozat monoton csökkenő 

akkor a  Σan   sor konvergens. 

   Továbbá,  tetszőleges  M  számra


| 
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ahol  A:=Σan  a sor (általában ismeretlen) határértéke. 

4) D'ALAMBERT  féle HÁNYADOSKRITÉRIUM: 

(NB: gyengébbek  limsup  és  liminf  helyett  limn→∞ -t  írjanak ! ) 

a) Ha  limsup |an+1/an| < 1   akkor a  Σan   sor abszolút konvergens. 

b) Ha  liminf |an+1/an| > 1   akkor a  Σan   sor divergens. 

c) Ha    lim |an+1/an| = 1   akkor a  Σan  sor konvergenciájáról semmit sem tudunk. 

5) CAUCHY  féle GYÖKKRITÉRIUM: 

     (NB: gyengébbek  limsup  és  liminf  helyett  limn→∞ -t  írjanak ! )

a) Ha  limsup n√|an| < 1   akkor a  Σan   sor abszolút konvergens. 

b) Ha  liminf n√|an| > 1   akkor a  Σan   sor divergens. 

c) Ha    lim n√|an| = 1   akkor a  Σan  sor konvergenciájáról semmit sem tudunk. 

6) ÖSSZEHASONLÍTÓ KRITÉRIUMOK:

(NB: gyengébbek  limsup  és  liminf  helyett  limn→∞ -t  írjanak ! )

 a)  Ha  limsup |an/bn| < 1  és  Σbn  konvergens, akkor  Σan  is konvergens.  

 b)  Ha  liminf |an/bn| > 1   és  Σbn  divergens, akkor  Σan  is divergens.  

  Más esetekben semmilyen következtetés nincs! 

 c) WEIERSTRASS KRITÉRIUM:  Ha   0 < an ,bn   és   0 < lim(an/bn) < ∞   akkor a  Σan  és  Σbn  sorok ekvikonvergensek, azaz vagy mindkettő konvergens vagy mindkettő divergens. 

7) ABEL féle KRITÉRIUM:  Ha  Σan  konvergens sor,  bn  monoton és korlátos sorozat, akkor a  Σan∙bn   sor is konvergens.

8) INTEGRÁLKRITÉRIUM:

Ha  f : [1,∞)→R+  monoton csökkenő,  f(x)>0  (xєDom(f)),  és  an=f(n)  (neN),   akkor a   Σan   sor  pontosan akkor konvergens (divergens),  ha az   1∫∞ f(x)dx   improprius integrál  konvergens (divergens) .

9) Ha  zn   komplex számok, akkor  Σzn   pontosan akkor konvergens, ha a  ΣRe(zn)   és a   ΣIm(zn)  sorok mindegyike konvergens.

   Továbbá, ha  Σ|zn|  konvergens, akkor  Σzn  is konvergens  (sőt abszolút konvergens). 

10) Abszolút konvergens sor tagjai tetszőleges sorrendben adhatók össze.

  NB: ez nem abszolút konvergens sorokra egyáltalában nem igaz ! Sőt: 

  RIEMANN TÉTELE: Ha egy sor feltételesen konvergens, akkor tetszőleges gєR szám esetén a sor átrendezhető úgy  (azaz tagjai olyan sorrendben adhatók össze),  hogy határértéke pontosan g legyen, sőt ez  g=+∞ vagy  g=-∞  esetén is igaz, sőt a sor úgy is átrendezhető, hogy semmilyen határértéke se legyen ! 

11) BOLYAI Farkas - RAABE KRITÉRIUM:  Legyenek  an>0  és  
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ha  L>1 ,  akkor a  Σan  sor abszolút konvergens, 

ha  L≤1 ,  akkor a  Σan  sor divergens. 

NEVEZETES HATÁRÉRTÉKEK: 
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  (geometriai sor)
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NEVEZETES FÜGGVÉNYHATÁRÉRTÉKEK
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FÜGGVÉNYVIZSGÁLATI SZEMPONTOK

   I)  Dom(f)  - ez általában nem R, hanem egymástól diszjunkt  (nyílt vagy zárt)  intervallumok úniója. 

 Periodicitás: f páratlan vagy páros. Esetleg szimmetriatengely, ~pont   . 

 Folytonosság, szakadási helyek. 

 f gyökei, előjelei, metszéspontjai x és y tengelyekkel.

 f határértékei a  Dom(f) -et alkotó intervallumok végpontjaiban: +∞, -∞ -ben és a szakadási helyeken. 

 Vízszintes és függőleges, esetleg ferde aszimptoták . 

 Esetleg f globális szélsőértékei, Ran(f)  (= f értékkészlete).

   II)  f '  mely pontokban létezik.  (Ahol nem létezik, valamint a Dom(f) -et alkotó intervallumok végpontjaiban és f szakadási helyein: jobb illetve baloldali deriváltak értékei.) 

 f '  gyökei és előjelei, ebből  f  monotonitása és lokális szélsőértékei illetve  f  stacionárius pontjai. 

(f helyettesítési értékei a fenti pontokban.) 

   III)  f "  mely pontokban létezik.  f "  gyökei és előjelei, ebből  f  inflexiós pontjai,  f  konvexi-tásának megállapítása.  (f '  helyettesítési értékei  f  inflexiós pontjaiban.) 

   IV)  Vázlatrajz elkészítése a fenti eredmények figyelembevételével. (Azaz a fenti eredményekkel összhangban!) 

------------------------ ------------------------ 

LÁBJEGYZETEK: 

   Az  x=a  függőleges egyenes szimmetriaegyenese az  f  függvénynek, ha minden  hєR  számra  f(a-h)=f(a+h) .

   Az  (xo,yo)  pont szimmetriapontja az  f  függvénynek, ha minden  hєR  számra  

( f(xo-h)+f(xo+h) ) / 2  =  yo .  

    Az  y=c  egyenes vízszintes aszimptota,  ha   limx→+∞ f(x) = c   vagy   limx→-∞f(x) = c .

    Az  x=a  egyenes függőleges aszimptota, ha  limx→a+/- f(x) = +/-∞ . 

    Az  y=mx+b  egyenes ferde aszimptota,  ha   limx→+/-∞ f(x)/x = m   és   limx→+/-∞ f(x)-mx = b . 
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