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Bevezetés

A tankonyv attekinti a szokdsos Analizis I. témakort, de a hangstlyt a szem-
léltetésre és a gyakorlati alkalmazdsokra helyezi. Taldn a tiil sok magyardzat és a
kozépiskoldban mar megismert fiiggvénytani alapok ismétlése miatt lett ennyi-
re vastag a konyv, kozépiskolds didkok és tandrok is konnyen haszndlhatjédk.
Konyviink szakmai tartalma viszont lényegében megegyezik barmely analizis
tankonyvével, példaul az 50 oldalas [GyP] jegyzetével is.

A leirt definicidk és tételek ugyan precizek, de nem erre, hanem az érthet6-
ségre, magyardzatra helyeztiik a hangsilyt. FEnnek megfeleléen a vizsgdn is
nem csak a szdraz matematikai anyagot, hanem roévid magyardzatat is kérjiik,
természetesen a felhasznalt bet{ik jelentését is, amint mi is ebben a jegyzetben
tessziik.

A matematikai analizis célja: fliggvények analizdldsa (elemzése, lat.), ré-
gen fiiggvénytannak is hivtdk. A gyakorlati bonyolult / kényes problémdknal
madr tapasztalhattuk, hogy nem kapunk elegendé informaciét pusztén a fiiggvény
felrajzoldasabdl (akdr ceruzdval, akdr modern fiiggvényrajzolé programokkal),
erre néhdny példat mutatunk a ] " fiigguényvizsgdlat" fejezet elején a[6.1} Példs-
ban.

Tehét rajz nélkil kell a fiiggvényeket megvizsgdlnunk(!), a grafikon (pon-
tosabban a vdzlat) a megoldds legvégén kovetkezik!

A vizsgdlatok legnehezebb része, hogy "végtelen" nagy és "végtelen" kicsi
mennyiségekkel kell foglalkoznunk, prébaljuk meg hétksznapi (konkrét, meg-
foghato) szemléletiink helyett az 6vatos "kozelités" médszerét atvenni! A "végte-
len" nagy és "végtelen"” kicsi mennyiségek miatt a targy mdsik elnevezése: in-
finitezimalis (végtelenszerti) szdmitdsok.

A szemléltetést eldsegitendd néhdny egyszeriibb, gyakorlatban is hasznos nu-
merikus algoritmust is ismertetiink (Bolyai Farkas, Isaac Newton algoritmusai,
intervallumfelezés).

Reészletesen kidolgozott gyakorls feladatokat az [SzK] és [SzF] feladatgyfijte-
ményekben taldlhatunk, a konyvvel egyiitt parhuzamosan célszerii olvasnunk a
feladatgytijteményeket is.

Komplex szdmokkal nem foglalkozunk (még ha néha megemlitjiik is éket).

Természetesen modern programok, "szimbolikus programesomagok” (pl. De-
rive, Maple, Mathematica) mar egy gombnyomadsra elvégzik a kivant feladatot,
de el6tte nekiink (és a didkoknak is) meg kell tanulnunk a derivalds és integralds
elemeit!

Igyeksziink a konyv hibdit folyamatosan javitani, a legfrissebb hibajegyzék
az aldbbi honlapon lesz megtaldlhaté:

http://math.uni-pannon.hu/ " szalkai/


http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/
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0. fejezet

Alapfogalmak

0.1. Jelolések

Bar a legtobb jelolésiink kozismert, néhdnyat mégis pontositunk az egyértelmii-
ség és a konnyebb érthetdség végett.

0.1. Jeldlés. (i)V és3 a minden/barmelyik és a létezik/van olyan szavakat
roviditik, szaknyelven univerzdlis és egzisztencidlis kvantorok.

(ii) Az ekvivalens szé jelentése (sz6 szerinti forditdsban is, lat.): azonos
értéki, vagyis a két dolog kozétt (matematikailag) semmi kilonbség nincs.

(#i) A O jel eqy Definicié / Tétel / Allitds / Példa / Megjegyzés / dltaldban
eqy eqybefiiggd (hosszabb-rovidebb) gondolat végét jeloli. O

0.2. Jelolés. (i) N |, Z , Q és R jelolik rendre a természetes- (natural,
lat.), egész- (Zahl, ném.), raciondlis- (quotient, hanyados lat.) és valds-
(real, lat.) szamok halmazait.
Kiemeljik, hogy ndlunk

0eN.

(it) Rt ¢és R~ jelolik a pozitiv (x > 0) illetve a megativ (v < 0) szdmok
halmazait.

(iit) A komplex (sszetett, lat.) szdmok C halmazdval ebben a jegyzetben nem
foglalkozunk. [

0.3. Jelolés. (i) Altaldban az x,v, ... index nélkili bettik tetszbleges ("moz-
gathaté") valtozokat jelslnek, mig az xo , Yo , ... betlik rogzitett, bar tetszbleges
("nem mozgathaté") valtozokat.

(ii) A zdrojeleket is kénnyl (és veszélyes) dsszekeverni:
/...]  wagylagos felsoroldsban elvdlasztast jeldl,
{...}  (rendezetlen) halmazt / eldgazdst / (szdm) tértrészét jeloli,

(...)  nyilt intervallumot / legnagyobb kiézos osztot (Inko) / rendezett part jeldl,

...l nyilt intervallumot jelél,
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[...]  zart intervallumot / legkisebb kizos tobbszorost (lkkt) / (szdm)egész részét
jeldlz,

|...|  abszolit értéket jelol. O

0.2. Valés szamhalmazok

Fiiggvények vizsgdlatdnal egyes pontokban a fiiggvény (helyettesitési) értékét
nem lehet vagy nem elég kiszam{tani, csak a kérdéses ponthoz (6vatosan) kozelitve
tudjuk a fiiggvény viselkedését vizsgalni. Ehhez sziikségiink lesz egy adott pont-
hoz "kozeli" valds szamok fogalmédra, ami persze igy relativ és szubjektiv, tehat
preciz definicié kell.

Kezdjiik a legelején.

0.4. Megjegyzés. Kozismert, hogy a <b esetén

[a,0] :={zeR|a<z<b} (1)
zart intervallumot, mig a <b esetén

(a,b) ={xeR|aszsb} (2)

nyilt intervallumot jelol.
Ez utobbira elterjedt a
Ja,b[ := (a,b) 3)

jeldlés is, ami szerintiink kissé szerencsétlen, mert példdul a
Hi=]-3,1{U]2,3] (4)

képletben mehezen wveszziik észre a két zdrdjel kozé bezdart U jelet - eqy zdrdjel
inkdbb bezdrni szokott és nem kizdrni!
Mi csak az (a,b) jelolést haszndljuk nyilt intervallumok esetén.

Ritkdn talalkozunk az a = b szélsbséges (extremalis) esettel:

[a,a] = {a}

az a € R valds szamot tartalmazé egyelemf halmaz (singleton), mig
(a,a) =0

az tres halmaz! O

Milyen szdmok vannak egy a € R szdmhoz kozel? Maga az a szdm lényeges
vagy sem?

0.5. Definicié. Legyen a € R egy tetszoleges, régzitett valds szdm.

(i) Tetszbleges § > 0 pozitiv szamok esetén az (a—0 , a+0) alakd (nyilt)
intervallumokat az a szam egy (kétoldali) kérnyezeténck nevezzik, melynek
kozéppontja az a szam, sugara d . Ezt a kérnyezetet szokds K (a) -val jelélni:

Ks(a):=(a—96, a+9)
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vagy mdsképpen:
Ks(a):={z€eR| |[x—a|<d} . (5)

(ii) Az (a , a+0) illetve (a — § , a) alaki intervallumokat jobb- és baloldali
kornyezeteknek, gytigtonéven féloldali kornyezeteknek nevezziik.

Ha a kornyezet szot jelzé nélkil haszndljuk, akkor mindig kétoldali kérnyezet-
re gondolunk.

(i) Ha a fenti kérnyezetekbdl kivessziik az "a" szdmot, akkor pontozott
vagy lyukas kornyezetrol beszélink:

Ks(a):=(a=36, at+d)\{a} .
O

0.6. Megjegyzés. (o) Nem csak (3]) -ban szerepel "kiilénbség abszolit értéke”,
ami ugye minden esetben a két mennyiség tavolsagat, eltérését adja meg (vek-
torok, valds és komplex szamokndl, magasabb dimenzidkban is, stb.)

(i) Mivel a kés6bbi hatdrérték- vizsgdlatokndl maga az a pont és az f fiigg-
vény f(a) helyettesitési értéke dltalaban lényegtelen, ezért a tovdbbiakban a
kornyezetek is teljesen mindegy, hogy lyukasak vagy sem.

(ii) A kérnyezetek 0 sugara is dltaldban lényegtelen, dltaléban barmilyen kicsi
is elegendd, csak pozitiv legyen. Matematikailag pl. § ~ 1071990 is ugyanolyan
mint 1071, a gyakorlati életben persze nem. Azonban a kicsi & szdmok mutatjdk
meg az a -hoz kozeli szamok halmazdt - ez Ks (a) . Az (elméleti) hatdrdtmenet
azért megbizhaté minden esetben, mert az 6sszes pozitiv, barmilyen kicsi, még a
§ ~ 1071000 grtékre is megkdveteli a pontossdgot (Id. példdul a képletet a
. "Hatarértékek végesben alfejezet . Definicidjaban).

A lyukas kérnyezetnek akkor van (jelentds) szerepe, amikor példdul az f figg-
vény nincs értelmezve az a pontban (vagy éppenséggel az f (a) érték zavard), de
azt akarjuk kideriteni, hogy amikor kézeledink a -hoz, akkor f értékei merrefelé

thnnek el (pl. f(x) = — ésa =0 esetén)? Hasonldan egy vulkdn krdteréhez:
x

csak megkozeliteni tudjuk, bdr tetszblegesen kézel kerilhetiink hozza.
Féloldali kdornyezetbol nyilvan csak lyukas van. (|

Nem tul nehéz, szemléletes is, mégis nagyon fontos a kovetkezd fogalom:

0.7. Definicié. Legyen H C R tetszbleges halmaz és a € R tetszoleges pont
(valds szam).

(i) a belsd pontja a H halmaznak, ha van olyan (barmilyen) 6 > 0 sugari
(nem lyukas) K5 (a) kérnyezete a -nak, amely részhalmaza H -nak:

Ks(a) C H. (Tobbek kozott ekkor a € H .)

(i) a kiilsdé pontja o H halmaznak, ha van olyan (bdrmilyen) § > 0 suga-
rd (nem lyukas) Ks(a) kérnyezete a -nak, amely diszjunkt a H halmaztdl:
Ks(a) N H = 0 , mdsképpen: Ks(a) kivil van H -n, vagyis Ks(a) C H
(komplementere H -nak).  (Tobbek kozétt ekkor a ¢ H .)

(iit) a hatdrpontja o H halmaznak, ha bérmilyen § > 0 szdmra (azaz a
-nak mindegyik kérnyezete) metszi mind a H mind a H halmazokat.
Masképpen: a -hoz barmilyen kézel keriilhetnek mind H mind H elemei. — Ebben
az esetben nem lehet tudni, de nem is lényeges, hogy a eleme-e H -nak vagy sem!
O
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A gyakorlatban is, de még elméletileg is teljesen mds egy véges a € R
valés szdmhoz kozeledni, mint elszaladni a 4+ vagy — végtelenbe ... . Mégis,
mindkét esetben valamely cél felé haladunk, ezért megengedhetd a "végtelenhez
kozelediink” és a 400 és —oo "kdrnyezetei" kifejezés.

0.8. Definicié. (i) a +o00 és —oco  csak szimbslumok (jelek), nem létez valds
szamok (vagyis +0o , —oo & R), olyan elképzelt "szamokat” jeldlnek, amelyek
minden [étezd valds szamnal nagyobb (+00) illetve kisebb (—oo).
A +oo szimbdlum csak gytigtonév: a +oo és —oo bdarmelyikét vagy mindkettot
jeloli.
A "valds szam" elnevezés kizdrdlag a (régi) a € R szamokat illeti.
(ii) Az

R:=RU{-0c0, +o0}
halmazt bovitett szamegyenesnek nevezziik .
Tetszoleges a € R wvalds szamra

(a,+0) : ={zeR|a<z}, [a,400) :={x eR | a<z}
(=00,a) @ ={zeR|z<a}, (—o0,a] :=={z eR |z <a}

a jolismert ("félig") végtelen intervallumok, specidlisan
(—o0, +0)=R.
O

0.9. Definicié. Tetszbleges ¢ € R walds szamra a (c,+00) végtelen interval-
lumokat a +oo kdrnyezeteinek is hivjuk és K. (+00) -el jeloljiik,

mig a (—oo, ¢, ) végtelen intervallumokat a —oo kdrnyezeteinek hivjuk és K. (—o0)
-el jelolyiik, a fenti intervallumok gytijtonéven pedig kiterjesztett kornyezetek.
([l

0.3. Altaldnos fiiggvénytani alapok

A fiiggvények és dbrazoldsuk preciz definiciéit mér az dltaldnos- és kozépiskold-
ban megismertiik, ezekre itt most nincs helyiink, ismételjiik 4t otthon! Mindossze
csak néhany részletet emeliink ki, esetleg 1ij szemszoghol prébéljuk ket megvildgi-
tani.

0.10. Osszefoglalds. A koordindtarendszer alapja, hogy minden stkbeli pontot
két szammal jellemziink. Szemléletesen: ha a P pontbdl fiiggdlegesen eqy kék ,
vizszintesen pedig eqy piros lézerfényt bocsatunk ki, akkor az x és y tengelyeken
levo skaldkon megkapjuk P koordindtdit. [

0.11. Osszefoglalas. (A fiiggvény fogalma) A gyakorlati életben a legtobb
mennyiség fiigg valami mastol, ezt az (Gssze)fiiggést nevezzik fiiggvénynek. A
végeredményt az adatokbol szamolom ki, azoktdl figg. (Nyelvtanilag ugyanigy
keletkezik a figguény fémév a(z) (Ossze)fiigg igébdl, mint pl. az elismervény /
kitelezvény az elismer/kitelez igékbol.

A szamoldas elott megadott értékeket (legtébbszor x) dltaldban (szinte) akdrhogyan
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megadhatjuk, vdltoztathatjuk, vdltozhatnak, ezért hivjuk Oket fiiggetlen wval-
tozoknak. Mas elnevezéseik: hely , hol?, mikor?, input, szdmolds kezdete.

A szamitds végeredménye (legtobbszor y) persze, hogy fiigg az adatoktdl, valtoz-
nak, ezért dket fliggd valtozoknak nevezziik. Mds elnevezéseik: érték, mennyi?,
mekkora?, output, végeredmény. [

0.12. Definicié. Ha f egy tetszbleges figgvény, akkor Dom (f) , Dy (Do-
manium=birtok, lat.) vagy ET jeldli értelmezési tartomdnyadt, vagyis azon
x -ek halmazdt amelyekre az f (x) érték ("képlet”, szamolds, ...) kiszamithatd,
értelmezhetd (ami a "kikotés" utdn megmarad).

Az f fiigguény értékkészletét (értékeinek halmazdt/készletét), vagyis az

Im (f) :=={ f(z) [z € Dom(f)} (6)

halmazt az Im (f) , Ran(f) , Ry vagy EK jellel jelsljik (Image=Range=kép,
készlet), és a figgvény képhalmazdanak is nevezik. O

0.13. Megjegyzés. A fligguénynél nem a betih a lényeg, hanem az, hogy mit
csindl az inputtal, tehdt példdul az aldbbi elsé hdrom képlet ugyanazt jelenti:

sin (z) + 2% — 3z — 2 sin (t) + % — 3t — 2

fe)= Va2 + 5z —In(2z) Ft)= VEZ 5 —n(2t)
flwg) = @D =320 =2 1y s(E) 432352

V22 + 5xo — In (22) V32 +4+5-3—1n(2-3) ’
Ezt a figguénybe (x helyére) vald behelyettesitésnek nevezziik, késébb az .
"Osszetett fligguények" fejezet m Definicidjaban (38 old.) és az integrdl-

szamitds[7.2.5 "II. tipusi helyettesités" fejezetében (pl. [7.29, Tétel . old.)
és utana|7.30 Példa (129 old.)) hasznos lesz szémunkra. [

0.14. Megjegyzés. Ne feledjiik a kovetkezd dltaldnos megdllapoddst: ha egy
adott f fiigguény értelmezési tartomdnydt nem jeloljik, akkor R lehetd legbovebb
részhalmazdra gondolunk, vagyis a feladat legelején nekiink kell meghatdroznunk!
Nagyon lényeges a fiigguények értelmezési tartomdanya is! Példdul az f (z) = x*
fiigguény nem invertdlhatd, hiszen értelmezési tartomdnya az egész R (mivel
nem korldtoztuk!), mig a masik g (z) = 2% , x € RT fiigguény igen, invertdlhatd!
Hidba egyezik meg az f és g figguények képlete! O

0.15. Megjegyzés. (i) A (@ érték-készlet gy készil, hogy az 6sszes lehetséges
x -bol kisndulva kiszdmitjuk a hozzd tartozd y = f (x) értéket (szdmot), és ezeket
az elkészitelt y értékeket (végtermékeket) egy ladaba (halmazba) gylijtjik. Az f
fiigguények értékkészletét dltaldban nehéz meghatdrozni, a fiigguényvizsgdlat (1d.
. alfejezet) legutolsd lépése szokott lenni.

(d) Dom (f) -et dgy érdemes tekinteniink, mint diszjunkt intervallumok unidja
(akdr véges akar végtelen, akdr nyit akdr zart intervallumok), képletben

Dom (f) = [(a,0)] U [(c,d)] U ...

ahol az [(a,b)] jel akdr nydt akdr zart (akdr véges akdr végtelen) intervallumot
jelolhet. Példdaul

Dom <i) = (—00,0) U (0, 400)
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Dom(t)— Ujjujﬁuz?)lu
9= - 2 g 272 2772

Pontosabban, a fenti sszefiiggd halmazokon (intervallumokon) érdemes az f
fiigguény osszefiiggd darabjait kilon-kilon, egyenként megvizsgdlnunk. |

vagy

0.16. Jelolés. (Nyilak) Tetszbleges f figguény és tetszbleges A, B € R hal-
mazok esetén az [ : A — B jeldlés azt hangsilyozza, hogy Dom (f) = A és
Im (f)C B,

migaz [+ A Buagy f € A — B nyil csak annyit jelol, hogy Dom (f) € A,
és természetesen Im (f) € B .

Tehat barmely f figguényre batran irhatjuk, hogy f : R — R vagy f e R = R,
de a — nyillal csinjin kell bannunk.

Hasznos az x — f (x) vagy x — y jelolés, itt azonban nem halmazok, hanem
értékek (valds szamok) kozott szerepel a nyil.

A feladatokban gyakran szerepld, példdaul

frxr—a®, <0
fiigguénydefinicio tehdt azt jeloli, hogy Dom (f) = 7z < 07 = R~ és
f)y=2%. O

0.17. Osszefoglalas. (fiiggvény grafja / grafikonja) Megszoktuk, hogy adott
f fiiggvény hallatan egy gorbét (egyenes, parabola) rajzolunk a koordindtarendszer-
papirra, a figguény grafikonja vagy grafja. Legyiink mindig tudatdban annak,
hogy a stkon éppen azokat a P (x,y) pontokat szineztiik be, amelyek (z,y) ko-
ordindtdira teljestl az

y=1[(z)
osszefiiggés. Ezért is szoktuk (ajanlott) a figgvények f képleteit y = -vel kezdeni
mindig!
Szokdsos elnevezések:

x = hely = hol? = mikor? = input = szamolds kezdete, ... ,

y = érték = mennyi? = mekkora? = output = végeredmény, ... . O

Az alapfiiggvények grafikonjait és alaptulajdonségait a[l.1} " Alapfiigguények"
alfejezetben és [wwwl] -ben taldlhatjuk meg.

0.18. Megjegyzés. Nagyon fontos: Barmely filiggvény grafikonja minden
filiggbleges egyenessel legfeljebb csak egy metszéspontban taldalkozhat!
O

0.19. Megjegyzés. Az. "Osszetett fiigguények" fejezetben latni fogjuk, hogy
a legtébb fiiggvényt x vdltozo nélkil érdemes megtanulni és idézni (pl. NE sin,

reciprok ... fiigguények). Ezért mondunk legtobbszor csak "f fiigguény" -t f (x)

helyett, még ha nehéz is ezeket az elnevezéseket megszokni. A[1.8, [1.18 és

. Megjegyzésekben mutatunk még néhdny x nélkili jelolést. (Természete-

sen ezekhez a modern elnevezésekhez sem kell giresésen ragaszkodnunk!)

Az alapfiigguényekre (nemcsak a trigonometrikus figguényekre) nagyon sok kiilon-
féle jelolés van haszndlatban, az [SzK] feladatgytijtemény fiiggelékében ezek listdjat
megtaldlhatjuk. O
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A kovetkezd "fiiggvénydarabolds" nagyon lényeges, nem csak péros vagy
periodikus fiiggvényeknél: lehet, hogy Dom (f) til nagy halmaz, f -nek csak egy
kisebb H halmazon értelmezett darabjdt szeretnénk vizsgdlni. Ezt pontositja
az aldbbi definicié.

0.20. Definicié. Tetszbleges f : R — R és tetszbleges H S Dom (f) hal-
maz esetén f|g jeloli az f figgvény lesztkitését, mdasnéven megszoritdsdat
(megszoritottjat) a H halmazra, vagyis azt h := flg figgvényt, amelynek
értelmezési tartomdnya csupdin a H halmaz:

Dom (h) = Dom (f|g) = H
de hozzdrendelési szabdlya vdltozatlan, vagyis minden x € H esetén

(fla) zz = f(2)

vagyis
(flm) (z) = h(z) := f(2) .
]

0.21. Példa. Az f(x) := x® , Dom (f) = R fiiggvény pdros, tehdt nem in-
vertdlhatd, mig a h := flg- fiigguény szigorian monoton csékkend, tehdt igen,
wnvertdlhato. O

Sokkal nehezebb olyan (fizikai, kémiai, stb.egyéb) Osszefiiggéseket vizsgdlni,
amelyek egy képlettel nem frhatok le. Ekkor hasznaljuk a { (eldgazds) jelolést.

0.22. Definicié. (Esetszétvalasztds) Tetszoleges f1 , fo : R — R figg-
vények és diszjunkt Hy , Ho halmazok esetén, amennyiben még Hy S Dom (f1)
és Hy © Dom (f2) is teljesiil, akkor a

_f fix) ha zeH
g(x) = { fo(z) ha z€ H; (7)

jeldlés azt jelenti, hogy
Dom (g) = H1 U Hy
és hozzdrendelési szabdlya: © € Dom (g) esetén
ha z € H; akkor legyen g (x):= f1(z),
ha x € Hy akkor legyen ¢ (z):= fa(x) .
Vagyis a @ képletet értelemszeriien visszafelé kell olvasni. O

0.3.1. Paritas, periodicitas

A legegyszeriibb fiiggvények, az 2™ hatvanyfiiggvények abrait tekintve (1d.
pl. az " Hatvdnyfiigguények" fejezetben a Példa 4brdit) n € Z egész
kitevOk esetén hasznos szemmetridkat vehetiink észre:

0.23. Osszefoglalds. azz" hatvanyfigguények grafikonjain pdros kitevék ese-
tén tengelyesen szimmetrikusak az y tengelyre, mig n pdratlan kitevok esetén
kozéppontosan szimmetrikusak az origéra.  [J

Innen ered a kovetkez6 elnevezés:
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0.24. Definicié. (Geometriai alak) Legyen f : R — R tetszoleges fiigguény.
Az [ fiigguény pdaros, ha grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre.
Az f fiigguényt paratlannak nevezziik, ha grafikonja kozéppontosan szimmet-
rikus az origora.

A fiigguények pdarossagat paritdsnak nevezzik.  (egyenérték, megegyezés,
latin) O

0.25. Megjegyzés. (i) Ha egy figguényrdl tudjuk (valahonnan), hogy pdros
vagy pdaratlan, akkor a szimmetria miatt elég példdul csak a pozitiv x helyeken
meguizsgdlnunk, és az eredmények tikorképei lesznek f tulajdonsdgai a negativ
x helyeken.

(i) Nem olyan egyszerti dltalaban a helyzet: a legtobb fiigguény se nem pdros se
nem pdratlan (pl. J/x , €* vagy akar (x — 3)2, ...). Az ilyen fiiggvényekre azt
mondjuk, hogy nincs paritisa. (A stkgeometridban is a legtobb sikidom sehogyan
sem szimmetrikus.)

(iii) Még hasznosabb lenne azonban a figgvény dbraja nélkil - csak a képletébol
eldontentink paritdsdt, hiszen akkor tényleg megspdrolnank a fiiggvényelemzés és
-dbrazolds felét! Ebben segit az aldbbi eredmény:

0.26. Tétel. (Algebrai alak) Legyen f: R — R tetszbleges fiigguény.
Az f fiigguény pontosan akkor paros, ha minden x € Dom (f) -re teljesiil

f(=z)=Ff(z) . (8)
Az f fiigguény pontosan akkor paratlan, ha minden x € Dom (f) -re teljesiil
=) =—f(z) . (9)

Bizonyitas. A fiiggvény grafikonjdnak z helyhez tartozé pontja
P, = (z, f (x)) és —x helyhez tartoz6 pontja P_, = (—z, f (—x)) .

Az y tengelyre torténd tiikkrozéskor az y érték (vagyis az x tengelytdl vals
el6jeles tavolsag) nem véltozik, ezért f (—z) = f (z) , ami éppen .

Az origéra torténd tiikrozéskor pedig az y érték pontosan ellenkezd el6jelre
valt, ezért f (—x) = —f () , ami éppen @ ]

0.27. Megjegyzés. Nagyon lényeges észrevétel: mind a pdros, mind a pdrat-
lan fiigguényeknél az értelmezési tartomdany, Dom (f) sziikségképpen szimmetrikus
az origdra, hiszen x esetén —x -nek is Dom (f) -ben kell lennie.

Tehdt, ha egy fiigguény értelmezési tartomdnya, Dom (f) nem szimmetrikus az
origdra, akkor sem a (@ sem a @ azonossdgokat nem kell ellenorizniink, hiszen

a fiigguény nyilvanvaldan se nem paros se nem paratlan (nincs paritdsa). O
4 2
— 1
0.28. Példa. Példaul vizsgaljuk meg az [ (x) := u
a3 - sin ()
Dom (f) =R\ {kr:k€Z} figgvény paritdsat :
(—z)' = (—z)* + 1 ot —a2?+1 2t —a2? +1
f(==z)= 3 . = T3 (—a = 53 s =f(@)
(—x)” - sin (—x) 2% (—sin(z))  2?-sin(z)

a jol ismert azonossdgok alapjdn, vagyis f pdros figgvény. O

Hasonl6an (kicsit nehezebben) vizsgalhaté egy f fiiggvény grafikonjanak fiig-
gbleges szimmetriaegyenese és -pontja (a preciz geometriai definiciétél most
megint eltekintiink).
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0.29. Allitas. Az x = a fiiggbleges egyenes szimmetriaegyenese az | fiigg-
vény grafikonjinak, ha egyrészt Dom (f) szimmetrikus az a € R pontra (vagyis
minden h € R szdmra a — h € Dom (f) esetén szintén a + h € Dom(f) ),
mdasrészt minden h € R szdamra

fla—h)=f(a+h).

Az (zo , yo) pont szimmetriapontja az | figgvény grafikonjinak, ha egyrészt
Dom (f) szimmetrikus az xg € R pontra, mdsrészt minden h € R szdmra

f(l‘o-‘rh)-i-f(mo—h)
2

=Y -

A fiiggvények maésik "j6 tulajdonsdga" az ismétlddés (periodicitds), ekkor
szintén elég a fiiggvénynek csak az ismétl6dd kis darabjat megvizsgdlnunk és
felvdzolnunk: a tobbi rész méar "ugyanaz".

0.30. Definicié. (Periodikus fiiggvény) Legyen f: R — R tetszdleges fiigg-
vény.  Ha létezik olyan legkisebb p > 0 pozitiv valds szdm, amelyre minden
x € Dom (f) -re teljesiil

fle+p)=f(z), (10)

akkor az f fiigguényt periodikusnak (ismétldds, latin) hivjuk, p pedig a figgvény
peridodusa. O

0.31. Megjegyzés. (i) A "létezik legkisebb p z 0 pozitiv" kikotés lényeges,
mert enélkil a konstans fiiggvényeket  (vagyis valamilyen ¢ € R szamra
f(x) = ¢, minden x € R esetén, roviden f = ¢ ) is periodikusnak kellene

tekintentink. Ez nem csak furcsa lenne, hanem sok bonyodalmat is okozna a
késobbiekben.

(ii) Nyilvanvaldan egy p szerint periodikus figgvénynek MINDEN tulajdonsdga
ismétlodik p szerint: Dom (f) kikotései, zérushelyek, mazimum- és minimum-
helyek, s6t a figgvény elbjelei, monoton névd / csikkend szakaszai, stb. Egy
periodikus fligguény grafikonja tapétaszeriien ismétel minden részletet!

(iii) Nyilvanvaldan, ha p periddusa az f figgvénynek, akkor f ismétlédik n - p
szerint 1s:

flx+n-p)=f(x) Ve Dom(f)

minden n € Z egész szdmra.

(v) A periodicitas eldintése legtobbszir, bonyolult figgvényeknél nagyon nehéz
is lehet. Altaldban a trigonometrikus fiigguényeket tartalmazé képletek peri-
odikusak, de vannak kivételek mindkét iranybsl. Helysziike miatt erre a prob-
lémdra mi nem térhetink ki. O

0.32. Példa. Az f(z) = sin(2z) + tg(z) + 4 fiigguény periodikus, de
legkisebb periddusa nem 2w hanem 7 .
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0.3.2. Monotonitas

A mindennapi életben sok olyan jelenséggel taldlkoztunk mér, amelyek nive-
kednek toretleniil, kivétel vagy hulldmzas nélkiil, esetleg csokkennek toretleniil,
kivétel vagy hulldmzés nélkiil. Ilyenek lehetnek példdul: az id6 elérehaladtéval
a teljesitmény nd/cstkken, vagy a szerpentines autéut folyamatosan emelkedik
né/csokken, drszinvonal, gyermekek ill. id6s6dé emberek magassaga, stb. (Vagy
esetleg az y = ma + b egyenesek matekéran).

Szavakban: "nagyobbhoz nagyobbat rendel" illetve "nagyobbhoz kisebbet
rendel". Mindig balrél — jobbra haladunk! Ezeket a feltételeket pontositjik az
alabbi és képletek.

Esetleg néha megengedhetiink egy kis is, ha nem vagyunk
olyan szigoriak.

A fentieket fogalmazzuk meg precizen az aldbbi definiciéban.

0.33. Definicié. Legyen f tetszbleges figguény, I C Dom (f) nydt vagy zdrt
intervallum.

(o) Az f figgvény konstans / stagndl (éllando, megdll, latin) az I inter-
vallumon, ha van olyan ¢ € R wvalds szdm, hogy minden = € I helyen

fx)=c.

(i) Az [ figgvény az I intervallumon
monoton (egyhangi, gor.) nd/noévd vagy mdas szavakkal mem csokkend,
ha tetszbleges x1 , xo € I szdmokra

r <wzy = [f(r1) < f(22) (11)

és monoton csokken vagy mds szavakkal mem névod, ha tetszoleges x1,xo €
I szdmokra
<z = f(x1) > f(22) . (12)

Az f fiigguény niovekedését / csokkenését a / és ™\, jelekkel roviditjik.
(ii) Az f figguény az I intervallumon
monoton nd/movd, ha tetszbleges x1 , x2 € I szdmokra

r1 < T2 - f (l‘l) < f (1‘2) (13)
mig monoton csékken, ha tetszbleges x1 , xo € I szdmokra
r1 < T2 — f (271) > f (1’2) . (14)

O

0.34. Megjegyzés. (i) Vigydzzunk a fenti (i) és (ii) pontok kozétti kiilonb-
ségekre és ezek jelentéseire! Az < |, > és a szigord < , > jelek kozotti (egyetlen
karakter) kilonbség, vagyis = is megengedett, azt vonja maga utdn, hogy példdul
egy monoton novd fiigguény dllandd is lehet, mint példaul az [x] egészrész vagy a
sgn (z) elojelfiggvény. Az f figgvény akdr az egész I intervallumon (vagy csak
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eqy részén) is lehet konstans ("vizszintes"). Ezért jobb példdul a "monoton no"
elnevezés helyett a "nem csokkeno" kifejezés.

A konstans fiigguények egyébként mon. novoek és mon. csokkenoek is egyszerre,
tobb mas ilyen fiigguény nincs.

(ii) A konstans szakaszok kikiiszobolését szolgdlja a szigord monotonitds:
szigorian monoton fligguvény ugyanazt azy értéket nem veheti fel kétszer. Ennek
haszndt tobbek kozitt a fligguények invertdlhatdsdgandl fogjuk ldtni.

(iii) Hasznos kapcsolat van fiigguények paritisa (ld. elézo fejezetben) és
monotonitdsa kézétt. Ha példdul egy f fliggvény pdratlan és a pozitiv x1 , xo
értékek egy I C RT intervallumdban (azaz 1 , x5 € I) monoton csikkend,
Vagyis teljestil, akkor f pdratlansdga miatt ——x1 > —xo -bOl

fl=a) =—f(21) 2 = f (22) = [ (—22) (15)

kovetkezik, vagyis az f figgvény (a megfeleld) negativ —xy , —xo értékekre szin-
tén monoton csékkend. Hasonld a helyzet monoton novd paratlan fliggvényekkel
1s. Szemléletesen ez még "egyszertibb": egy akdrmilyen monoton novd grafikont
180° -kal elforgatva - nézziik csak, mit is kapunk (pl. 3 vagy $/x fiiggvények)?!
A paros fligguények monoton tulajdonsdgait az Olvasdra bizzuk !

(iv) Elméletben ugyan "egyszert," az alapmiveletek (6sszeadds, szorzds, stb.)
kapcsolata, de probalja meg Kedves Olvasénk az aldbbi kifejezés monotonitdsdt
kidertteni (differencidlszamitds nélkiil):

k(x) = (1123 +80) ¥z + 11 + (2 — 92) ¥/92z — 80 .

(v) A monotonitds eldintése dltaldban nem egyszert feladat, a. Defini-
cid egyenlbtlenségeit bonyolult fiigguényeknél lehetetlen (kézvetlendil) ellenérizni.
A[6.1l "Monotonitds vizsgdlata" fejezetben erre a problémdra egy sokkal egysze-
ritbb mddszert fogunk megismerni.

(vi) Lehetne egy fiigguény monotonitdsat kiilondllé xo € Dom (f) pontokban
18 vizsgdlni, erre nekiink nem lesz sziikségiink. Az intervallumon vald monotonitds
sokkal egyszertibb és gyakorlati alkalmazdsokban erre van szikségiink. O

A - kovetkeztetéseknek (implikdcick, lat.) minden x1 , 2o € I
értékekre teljesiilniiik kell, igy alaposabb vizsgdlat utdn bizton kijelenthetjiik:

0.35. Allitas. Tetszbleges f fiiggvényre és I C Dom (f) intervallumra a -
kovetelmények rendre ekvivalensek az aldbbiakkal:
Tetszoleges x1 , xo € I értékekre

1 <32 = f(z1) < f(22) (16)
lletve

v <z <= f(z1) 2= f(22) (17)
illetve

1 <xy <=  f(x1)<[(22) (18)
illetve

1 <x9 <= f(x1)> f(22) (19)

(minddssze a = jel helyett irtunk <= -t). O
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A kovetkezd kozépiskolai osszefliggések nagyon fontosak egyenlétlenségek
megoldasara. Mivel sok kozépiskolds és egyetemista didk ezekkel el tudja rontani
szdmoldsait, ezért ezt a kérdést is "kicsit" részletesebben megvizsgaljuk. Akinek
erre most nincs ideje, ugorjon a Definiciéra.

0.36. Megjegyzés. Az < , > jelek mikor fordulnak meg?
Mielbtt kedves Olvasdonk tovdbb olvasna, takarja le az aldbbiakat és prébdalja meg
felidézni (a fenti kérdésre vonatkozd) emlékeit!

Nos, nézziik meg figyelmesen a. Definicio - keépleteit! Az "

1 < xo" egyenlttlenség igen/nem megforduldsa éppen a figgvény monoton
csokkent /novd tulajdonsagdt jelenti!
Masként fogalmazva: a - kovetkeztetésekben az  "x1 <z  egyen-
lotlenségre ("mindkét oldalara”) alkalmaztuk az f fiigguényt (csak a sorokat nem
egymds ald irtuk), és kaptuk, hogy az < jel megfordult vagy nem fordult meg an-
nak megfeleloen, hogy az f figguvény monoton csokkend illetve novo .

Megjegyezziik még, hogy a szigord < jel pontosan akkor enyhil meg <
jellé, ha az alkalmazott f fliggvény mindossze csak monoton. Csak
monoton f fligguény esetén marad meg a szigord < jel, nem kell lehetséges =
"opcidval" kiegésziteniink!

Az f figguény elhagydsa ugyanigy igen/nem vdltoztatja meg az egyenldtlen-
séget, mint az eredeti f figgvény alkalmazdsa (mindkét oldalra), hiszen az ere-
deti f fiigguény inverze is ugyanolyan monoton, mint f | az Allitas szerint.
(Tulajdonképpen csak a — egyenlotlenségeket kell alaposabban dtgondol-
nunk!) Azonban az f~! inverz értelmezési tartomdnydra kell tigyelniink, ami
viszont dltaldban nagyon bonyolult lehet.

Ennek fényében ugye minden vildgos? A tanult megforduldsi szabdlyok
konnyebben megjegyezhetbek az alabbi felsoroldsbdl (vigydzat: az aldabbi pontok-
ban irt x vdltozé nem azonos az < egyenldtlenségben szereplt x betfivel!) :

a) negativ szammal szorzds/osztds < f(x) =c-x ahol ¢ negativ
< f szigorian monoton csékkend <= < megfordul,
poziltiv szdmmal szorzds < c pozitiv < [ szigordan monoton novd
< < nem fordul meg,

0 -val szorzds = f(x) = 0-2 = 0 konstans (vizszintes) <=

akdrmilyen < jelbol mindig = lesz,

b) hozzdadok (kivonok) d szdmot <= f(x) = x + d mindig szigorian
monoton névd <= < sohasem fordul meg,

c) log, logaritmust veszek (0 < a , a #1):
alapa >1 <= log, szigorian monoton névdé <= < nem fordul meg
sem oda sem vissza:

r1 <zy <= log,(z1) <log,(z2) (a>1),

alap a < 1 S log, szigordan monoton csékkend <= < megfordul
mind oda mind vissza:

r1 <zy <= log,(x1)>log, (z2) (a<1),

d) exp, (z) = a® figgvényt alkalmazunk (0 < a):
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alap a > 1 <= a® szigordan monoton névdé <= < mnem fordul meg
sem oda sem vissza,

alap a < 1 = a”® szigorian monoton csokkend <= < megfordul,
mind oda mind vissza

alapa=1 <= a” konstans =  mindig = -t kapunk, vagyis elttinik az
informdacid: melyik oldal volt nagyobb?,

e) /- -0t vonunk <= f (z) =z (0 < z) szigorian monoton novd <=
< nem fordul meg (x1,z2 € RT):

T, < To <~ VI <4/T2,

e ()3, ...pozittv paratlan kitevdjii hatvanyok és gyokdk hasonldak (x1,x2 € R):

Ty <@y = YT < YT = (11)° < (32)%,

f) négyzetre emelek < fz)=(2)? = életveszély!
Jelolje ugyanis az eqyenldtlenség két oldaldt A és B, és legyen A < B . Ekkor:
0 < A < B esetén f(x) szigorian monoton nivé (0 < z) <= < nem
fordul meg:

0<A Besettn A<B <<= A><B?,

A < B < 0 esetén f(x) szigorian monoton csékkend (r < 0) = <
megfordul:
A B<O0eseten A<B <= A?>B?,

esetén KI TUDJA ¢ Mert példdul ... , de ez HF.

g) mindkét oldalnak vesszik a reciprokat (sokszor kell haszndlnunk!), vagyis

1
f(x)= = FEkkor A < B esetén:

0 < A < B esetén f(x) szigorian monoton csékkend (0 < z) = <

megfordul:
1 1
A,B esetén A< B - > —
0 < A, B esetén < = 1 > B
A < B < 0 esetén f(x) szigorian monoton csékkend (v < 0) = <
megfordul:

A, B<O0esetén A<B <= >

o |
@]~

(Vigydzat: Dom (f) nem egy dsszefiiggd intervallum, és bizony f az egész értelme-
zési tartomdnydn nem monoton csokkend!)
A < 0 < B esetén: NE hagyjuk magunkat becsapni: negativ A szdm reciproka

negativ, pozitiv B szdm reciproka pozitiv, tehdt ez esetben az < jel NEM fordul
1 1
P <= !
meg 1<B
h) A trigonometrikus figgvények sajnos periodikusak, a hullimzds miatt lehetetlen
(nagyon alapos elemzést igényel), hogy A < B és sin(A) < sin(B) hogyan
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fiiggenek dssze dltalaban!
Ha azonban csak egy (megfeleld, azaz monoton) részét tekintjiik e fiigguényeknek,
akkor mar nagyon kénnyt o feladatunk:

—g +2kr < A< B< g + 2k7 esetén sin szigorian monoton névod <=
< < nem fordul meg: sin(A) <sin(B),

3
g +2kr <A< B< 577 + 2k7 esetén sin szigorian monoton csokkend — <=

< < megfordul: sin(A) >sin(B) ,

04 2km < A< B < m+ 2km esetén cos szigordan monoton csikkend <—
< < megfordul:  cos(A) > cos(B) ,

w4+ 2km < A< B <27+ 2kw esetén cos szigorian monoton novd <

< < nem fordul meg: cos(A) < cos(B) ,
—g +kr<A<B< g + km esetén tg szigorian monoton novd <=

< < nem fordul meg: tg(A) <tg(B),
0+ km < A< B <7+ km esetén ctg szigorian monoton csékkend — <=
< < megfordul: ctg(A) > ctg(B) .

A trigonometrikus iﬁiivenyek inverzei mdr nem kiilon feladat az[1.2 "Inverz

fiigguények" fejezet|1.42 Allitasa alapjin f~—' monotonitdsa megegyezik f monoto-
nitdsdval (ez lényegében al0.38 Allitds (@ ekvivalencidi), csak az értelmezési

tartomdnyokra kell digyelniink:
—1<A, B<1 esetén A< B <= arcsin(A) < arcsin (B)
hiszen

—gﬁ%ﬁég esetén sin(a) <sin(f) < a<pj,

—1<A, B<1 esetén A< B <= arccos(A) > arccos (B)
hiszen
0<a,f <7 esetén cos(a)>cos(f) < a<p,

tetszbleges A, B € R szdmok esetén A < B <= arctg (A) < arctg (B)
hiszen

—g<a7ﬁ<g esetén tg(a) <tg(B) <= a<pf,

tetszbleges A, B € R szamok esetén A < B <= arcctg (A) > arcctg (B)
hiszen

0<a,fB<mesetén ctg(a)>ctg(f) < a<p.

A secans, cosec és hiperbolikus fligguvényeket és inverzeiket most nem vizsgaljuk,
az m "Trigonometrikus figguények és inverzeik" fejezet és [wwwl] alapjan
hf.
O
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A monotonitdssal szoros kapcsolatban van a szélsé')érté fogalma.

0.37. Definicié. Legyen f tetszbleges fiigguény, xg € Dom (f) rogzitett hely.
(i) o pontban az f figguénynek (szigori) lokdlis (=helyi) maximuma
(legnagyobb értéke) / minimuma (legkisebb értéke) van, ha van olyan
K. (o) C Dom (f) kérnyezet, hogy

f(zo) > f(z) Ve K (xo) (20)

illetve
fxo) < f(x) Ve K. (x) . (21)

A minimum- és mazimum- jelz0k gylijtoneve szélso- (pontosabban szélsdséges-

) érték. Az xo € Dom (f) pont a szélsdérték helye mig az yo = f (zg) érték a

sz€élso érték értéke.

Amennyiben a fenti K. (xo) kérnyezet az xog pontnak egy valamely baloldali /

jobboldali / kétoldali kornyezete, akkor (@) illetve esetén az f fliggvénynek

baloldali / jobboldali (féloldali) illetve kétoldali lokdlis szélséértékérol

beszéliink.

(ii) Az xy pontban az f fiigguénynek (szigori) vagy

szélsdértéke (maximuma / minimuma) van, ha a (20) ill.

-ben az I intervallum helyett az egész Dom (f) irhatd:

f (o) > [ (2)
illetve

f(zo) < f(2)

O

0.38. Megjegyzés. Lokdlis szélsdérték: yo = f (xo) a legkisebb / legnagyobb
egy kis kornyezetben (pl. az utciban), de a globdlis szélsbérték mar az egész
vildgon 1s.

A szélséérték-helyek megkeresésének technikdjat a "Monotonitds vizs-
gdlata" fejezetben tanuljuk meg.

) szélsbséges érték
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1. fejezet

Filiggvények felépitése

Féléves tananyagunk célja, mint emlitettitk: f : R — R fiiggvények anali-
zdldsa (elemzése). Ha rénéziink egy (bonyolult) fiiggvény-képletre, 1étjuk, hogy
elemi (alap-) fiiggvényekbdl épiil fel, kiilénb6zé médon osszedllitva.

Az alapfiiggvényeket a kézépiskoldban mindenki tanulta, a honlapomon talal-
hat6 [wwwl] dsszefoglaldst ajanljuk.

A négy alapmiiveletet (+, —, *, /) nem részletezziik, azonban van két mésik
"mddszer", amellyel tdjabb és bonyolultabb fiiggvényeket tudunk létrehozni: az
inverzfiigguény képzése (készitése) és a figguények kompozicidja (dsszetétele,
belst- és kiilss fiiggvények), amelyeket alaposabban meg kell ismerniink, az
és az fejezetekben.

1.1. Alapfiiggvények

A legtobb alapfiiggvényt és inverzeiket a kozépiskoldban mér tanultuk, nagyon
alaposan ismételjiik 4t dket, példaul a [wwwl] és [www6] Osszeallitdsokbol.

Célszerii a fiiggvényeket x betii nélkiil emlegetni, mint pl. f , In | sin ,

, stb., els6sorban nem elméleti precizkedés miatt, hanem késdbbi gyakorlati
problémak (osszetett fiiggvények, derivédlds, stb.) megoldédsét is megkonnyitheti
ez a szemléletmdd. A kiilonbsz6 elnevezések listdjat példdul az [SzK] feladat-
gylijtemény fiiggelékében taldljuk meg.

A fiiggvények "tendencia-szerit" viselkedését tanulmanyozzuk az Ertelmezési
tartomény szélein: a kikotéseknél és a +oo , —oo irdnyokban - ezt a[d "fiigg-
vények hatdrértéke és folytonossiga" fejezetben fogjuk precizen megfogalmazni.

Az alapfiiggvények és inverzeik kapcsolatdt is érdemes mar most tanulmé-
nyoznunk: az y = x egyenesre valé tengelyes tiikrozéssel. A "papirforditis
mddszert" a kovetkezd, "Inverz fiigguények" fejezet Algoritmusdban
frjuk le. (Ez mdr sok hallgatot segitett zh -ban és szébeli vizsgdkon.)

Most csak néhdny, kevésbé kozismert, de fontos fliggvényt és jelslést is-
mertetiink.

1.1. Definicié. (o) id vagy idr az identitds (azonossdg) fiiggvény,
nem mds, mint az y = x fliggvény tudomdnyos jelolése, vagyis

Dom (id) =R és id(z):=2 (VreR). (1.1)

19
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Tetszbleges H S R halmazra  idg = id|g jeloli az id figgvény H halmazra
torténd leszlikitését, vagyis hozzdrendelési szabdlya tovabbra is  (id|y) (v) ==
de Dom (id|g) :== H .

(i) Tetszdleges c € R valds szamra ¢ jeloli a ¢ értékil konstans (dllandd,lat.)

fliggvényt, vagyis

Dom (g) =R ¢és c(x):=¢c (VzeR). (1.2)

(ii) Az [ figgvény konstans (dllandé) az I C Dom (f) intervallumon, ha
létezik olyan ¢ € R valds szam, amelyre f (x) = ¢ minden x € I szdmra. ]

1.2. Allitas. Kézismert, hogy konstans fiigguények grafikonja vizszintes egyenes,
és forditva is igaz: minden vizszintes egyenes "képlete” y = ¢ alakd. [

Vigyazat: a matematikusok nagyon sokféle, szélséséges tulajdonsdgokkal
rendelkezd, veszélyes fiiggvényt ismernek (mint pl. bolha-, Riemann-, f{irészfog-
, stb.- fiiggvények)! Ezekkel itt most nem foglalkozunk, de nagyon vigyazzunk
a "legyen f tetszbleges fiigguény" kezdetii mondatokkal!

1.1.1. Hatvanyfiiggvények

1.3. Definicié. Tetszbleges (rogzitett) o € R kitevd esetén az x® fiigguényeket
« -kitevdjt hatvanyfiiggvényeknek nevezziik. Pontosabban: a

he (2) := 2%
fiigguényekrol van sz6, ahol Dom (hy) =R (vagyisz >0 ). O

1.4. Megjegyzés. (i) Ne feledjiik: a hatvanyfiggvények kitevije rogzitett, alap-
ja a vdltozo (felil "régzitett”, alul "mozog"), ellentétben az exponencidlis figg-
vényekkel (1d. . Definicicban) - ez a két fiigguénytipus konnyen dsszetéveszt-
heto, és ezért sok problémdat okoz derivdldsndl, fiigguényvizsgdlatokndl.

(ii) Kozépiskolabol jol ismert: negativ szamok és a 0 csak bizonyos raciondlis
kitevokre emelhetok. FEbbol kévetkezik a nagyon fontos észrevétel: ha a kitevd
ismeretlen, akkor az alap mindenképpen pozitiv - ezért is irtuk a fenti defini-
ciéban: Dom (h,) =R*T . O

Széndékosan irtunk z” helyett @ alakot, hiszen a kitevd nem csak egész
szam lehet - ez is nagyon fontos lesz a késébbi vizsgdlatokndl (derivalds, fiigg-
vényvizsgdlat, integralds):

1.5. Megjegyzés. Specidlis kitevojtu hatvanyok:
Az 22, 23, ... képletek lattan egybbl "beugrik” mindenkinek, hogy hatvdnyfiigg-
vényt lat. Azonban az aldbbi fiigguények is hatvanyfiggvények:

=zt (a=1), 1=2° (a=0),
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1 X -1 1 -1
—_— =1 /2 = — _—— = _1/3 = —
\/E x <OZ D) ), \3/5 x (OZ 3 ), ooy

A lista nem teljes, keressiink még "kiilonbéz6 alakd" hatvanyfigguényeket.
Erdemes gyakorolnunk a hatvanyfigguények (és az « kitevd) felismerését: de-
rivaldskor, integraldskor "életbevagéan fontos”, hogy felismerjik a képlet "igazi"
lényegét! O

Most pedig nézziik meg a hatvdnyfiiggvények abrait kozelebbrol!
1.6. Példa. Kezdjik az v =0, £1 , £2 | £3 , ... egész kitevokkel. Ekkor

Dom (f) =R\ {0} azazxz € R de x # 0, s6t pozitiv « esetén x € R tetszbleges
szdm lehet.

Hatvanyfigguények

Az abran ldthatjuk, hogy péaros « kitevok esetén a fiigguények grafikonjai tenge-
lyesen szimmetrikusak az y tengelyre, mig pératlan a kitevok esetén kézéppon-
tosan szimmetrikusak az origéra. Innen ered a "paros / pdratlan figguény"
elnevezés, mint ezt a. "Altaldnos figgvénytani alapok” fejezetben vizsgdltuk
meg dltaldnosan.

Megjegyezziik, hogy o < 0 esetén is fenndlinak a fenti szimmetridk, hiszen ekkor
Dom (f) az origéban "lyukas” halmaz, és ez is szimmetrikus mind az origdra,
mind az y tengelyre. [

Altalanos « kitevd esetén csak pozitiv = alapra értelmezhetk a hatvanyfiigg-
vények.
Néhény példa pozitiv a > 0 kitevokre:

4_—

y 1

3_—

2__

1 /

R — T
0.0 0.5 1.0 15 2.0
X

Hatvanyfiiggvények pozitiv kitevok esetén

] B
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1.7. Megjegyzés. Figyeljik meg: az ' (a=1) fiigguény van mindig "kozé-

pen': 0 < x <1 esetén az a > 1 kitevdk az y = x egyenes alatt "sorrendben”,

a 0 < a<1 kitevok az egyenes felett "sorrendben”. 1 < x esetén a sorrend

forditott.

Még pontosabban: a he (x) = z fiigguény tikérképe az y = x' egyenesre ép-
1

pena he (x) = za figguény. Ez nem meglepd, hiszen a  he,  fligguény inverze
éppen a hi1 figgvény. O
«

Negativ « kitevikre (0 < x esetén) hasonlé elemzést ajénlunk kedves Olvaséink-
nak ("csak" a fenti y = h, (x) grafikonok reciprokait kell tekinteniink):

3
X

Hatvanyfiiggvények negativ kitevok esetén

1
Az elvdlaszté gorbe most az — fiiggvény.
x

1
1.8. Megjegyzés. A|0.19 Megjegyzésnek megfeleléen érdemes ()°, N AR

*
1
N2
0
haszndlatos még az id  jeldlés is, tehdt példdul id (x) = x , id* = x* . (Egy
otlet a didkoktol: "akinek nem tetszik az id, az hizza dat kétszer és maris ott van
azx ".... ) O

fiiggvenyekrol beszélniink (x emlitése nélkil). Az a = 1 kitevore

5 PR

[SzK] és [SzF] elején sok (kidolgozott) gyakorld feladatot taldlunk hatvényfiige-
vényekkel kapcsolatban.

1.1.2. Raciondlis tortfiiggvények

A polinomok (mint legegyszeriibb fiiggvények) utdn a raciondlis tortfiigg-
vényekkel taldlkozunk a legtobbszor.
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1.9. Definicié. Raciondlis tortfiiggvényeknek nevezzik a két polinom hdnya-
dosaként elbdllo

p(x anx” + ap_12" 1+ .+ arzt +ag
(@) = 2 an” _— : (13)
q(x)  bpa™ + b1z + ... + b1zt + by

alakd fiiggvényeket (tehdt p(x) és g (x) tetszbleges polinomok, vagyis an, ..., ag,
b, ..., bo € R tetszdleges valds szamok). ([l

Mivel a polinomok fokszamai (vagyis n és m , amennyiben a,, # 0 és b, # 0)
dltaldban elég nagyok, hasznos lesz a kovetkez6 problémara médszert keresniink
(és talalnunk):

1.10. Probléma. Keresenddk a p és q polinomokndl alacsonyabb fokszdmu
uy (z),v1 (), ...,uk (z), vk ()  polinomok, amelyekkel a fenti -ben sze-
repld [ fiigguény felbonthato (felirhato)

_p@) _w(z) ug (z)
F@) = = o T T e (1.4)

alakban. A fenti ui () "tortecskéket" hivjuk parcidlis vagy elemi vagy
V; (T
résztorteknek. U

(A parcidlis sz6 latin eredetii, jelentése "részleges, nem egész”.)

p(x)

1.11. Megjegyzés. Felhaszndldsa: A ﬁ tort fenti felbontdsdt az
q(x

integralszamitdsban (primitiv fiigguények keresése); figgvények sorbafejtésénél

(hatvanysorok); Laplace transzformdaciondl (dllands egyiitthatéji linedris diffe-

rencidlegyenletek); a generdtorfiggvény mddszernél; és még sok helyen haszndljuk.

Az aldabbi mdédszerben megkeressiik a legalacsonyabb fokszami u;,v; poli-

p(x)

nomokat, a ﬁ tortet felbontjuk parcidlis (elemi) tortekre.
q(x
A mddszer leirasa az alfejezet végéig tart!

0. LEPES: Legyen a szamldlé fokszama kisebb, mint a nevezé fokszama!

Ha ez nem teljesiil (azaz a szamlalé legaldbb akkora fokszdmi, mint a nevez),
akkor (polinomosztdssal) a szamlélét elosztjuk a neveziével, azaz meghatéroz-
zuk azon r(z) és s(z) polinomokat, amelyekre

p(x) = q(z) - s(x) + r(z)

és r(z) fokszama kisebb mint ¢(z) fokszdma. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a

http://math.uni-pannon.hu/Poliosz5.exe

program segitségével barmely p és ¢ polinom esetén konnyen kiszémithatjuk
az r és s polinomokat.


http://math.uni-pannon.hu/Poliosz5.exe
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Ekkor f(z) a kovetkez6 alakban frhat:

~

f(x) = Ejﬁ t s(x)

A tovébbiakban feltessziik, hogy a szamlalé fokszdma kisebb, mint a nevezd
r(z)
q(x)

Le)
~—

fokszéma (azaz csak az alaku taggal foglalkozunk) !

I. LEPES: A nevezbt a lehets legjobban szorzattd bontjuk, és az azonos
szorzotényezoket dsszeqylijtyik.

Felhivjuk a figyelmet: most kell eldénteniink, hogy az aldbbiakban (mind-
végig) valds vagy komplex szamokkal kivanunk szdmolni | A valés és a komplex
szamok kozotti kiilonbséget az Algebra Alaptételének két valtozata vildgitja
meg:

1.12. Tétel. (Algebra Alaptétele 1. (valés) vdltozat) Tetszbleges valds
egyiitthatdji polinom (lényegében egyértelmi mo’do) felbonthatdo legfeljebb ma-
sodfoki valds egyiitthatdju polinomok szorzatdra. [

(Algebra Alaptétele 2. (komplex) vdltozat) Tetszbleges komplex egyiit-
thatdju polinom (lényegében egyértelmts mddon) felbonthatd elséfoki komplex
egyttthatdji polinomok szorzatdra. O

1.13. Kovetkezmény. A fenti tételbol kovetkezik, hogy a nevezb szorzdtényezoi
csak az aldbbi tipusiak lehetnek:

1) (valds) esetben: négy tipus, mint: (x—u), (x—v)", (ax?+bx+c), (dv?+ex+
™ (Telséfoku”, “elsbfokid hatvanya”, "masodfoki” és "mdasodfoki hatvanya”).
2) (komplex) esetben: csak a fenti elsé két tipus lehetséges.

1.14. Megjegyzés. Mddszerek a szorzdtényezok meghatdrozdsdra:

(i) a nevezd x =~ gydkeinek meghatdrozds (gyb’kképletteﬂ) vagy a. alfe-
jezet . pontjdban ismertetendd intervallum felezéses mddszerrel), majd az
(x — ) gyoktényez6k kiemelése polinomosztassal).

(ii) probalkozds mddszere: keressik azon r(x) és s(x) polinomok egyiitthatdit
amelyekre q(x) = r(z)s(x). Ehhez alkalmazhatjuk a behelyettesités mddszerét,

1) Erdekességképpen megjegyezziik, hogy oszthatésag, szorzattd bontds, felbonthatat-
lansag, stb. tekintetében a polinomok teljesen ugyanigy viselkednek, mint az egész szdmok
(Z).
2) sorrendtél és konstans szorzéktol eltekintve egyértelmii
3)
4)

ez csak az elsd két tipusi szorzétényezdk megkeresésére haszndlhato

masodfoku egyenletre a tanult gyokképlet (mdr 4000 évvel ezelétt Mezopotamidban
is ismerték), harmad- és negyedfoku egyenletekre Girolamo Cardano (1501-1576), Ni-
colo Tartaglia (1500-1557) és Ludovico Ferrari (1522-1565) olasz tudésok képletei ad-
nak megolddst, mig 6tod- és magasabbfoku egyenletekre Niels Henrik Abel (1802-1829)
norvég ¢és Paolo Ruffini (1765-1822) olasz matematikusok bizonyftottdk, hogy nincs 4l-
taldnos gyokképlet.

%) a maradék nélkiili polinomosztds elvegezhet6segét Etienne Bézout (1730-1783) fran-
cia matematikus kovetkezd eredménye biztositja:  Tétel: Ha a v € C szim gyoke a
p(x) polinomnak, akkor az (x — v) polinom (gyvktényezd) osztdja a p(x) polinomnak, azaz
p(z) = (x —v) - q(z) walamely q(z) polinomra. O E tételnek specidlis esete (ha p(x)
madsodfoku) a kozépiskoldban tanult ”a mésodfoku egyenlet gyoktényezos alakja ...”  &llitds.
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vagy az egyenld egyitthatok (mds néven az egyiitthatok dsszehasonlitdsa) mdd-
szerét.

II. LEPES: A Parcidlis tirtekre bontds.

1) valés esetben:

_ p(z)
@)= (x—up) (z—v)™ - (@22 + bz + 1) - .. (dr2® + erx + f1)™ -

alaku, akkor a keresett parcidlis tortek nevezdi pontosan a nevezo szorzétényezoi,
mig szamlal6i a nevezdknél alacsonyabb fokszamu polinomok, azaz

Ay B By By,
flz) = Tt ey T aoeE T T e
Cixz + Dy
a122 + b1z + ¢
Bz 4+ Fia Eiox+ Fio B+ Fip,

(dhz® + ez + f1)  (diz? + ez + f1)?
=+ ...

(di2? + ez + fi)™

ahol a szdmlélékban szereplé A, , B;; ,Cr , D, , Ex;, Fyy e R (¢ <T,
J<n;,i<I,r<R,l<my,k<K) valésszdmokat kell meghatdroznunk.

2) komplex esetben: csak az elsd két tipus lehetséges, a nagybetiik komp-
lex szdmokat jelolnek.

1.15. Tétel. A fenti nagybettikkel jelolt szamok léteznek és egyértelmiiek. O

1.16. Megjegyzés. MODSZEREK a szamlalok(ban szerepls) valds/komplex
szdmok meghatdrozdsdra:

Koz0s nevezore hozds utdn csak az egyenlet két oldaldn szereplo két tort szam-
laldinak egyezését kell biztositanunk.

— behelyettesités mddszere: x helyére megfeleld szamai tetszbleges (jol megvalasz-
tott) valds vagy komplex szamokat helyettesitve a nagybettikre, mint ismeretlenekre
linedris egyenletrendszert kapunk.

- egyenld egyiitthatok (egyiitthatok dsszehasonlitdsa) mddszere: A két
szamldlo egy-egy polinom. Az algebra alaptételének (egyik) kovetkezménye: "Két
polinom akkor és csak akkor egyezik meg, ha dsszes (megfeleld) egyiitthatoik
megegyeznek”. Vagyis az egyenlet két oldaldn szereplé polinomokban a megfeleld
egytitthatokat megkeresve és pdronként ”egyenlové téve” ismét linedris egyenle-
trendszert kapunk a nagybetiikre, mint ismeretlenekre.

Tovébbi gyakorldshoz ajénljuk az [SzK] és [SzF] feladatgyfijtemények kidol-
gozott feladatait.
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1.1.3. Exponencidlis és logaritmikus fiiggvények

1.17. Definicié. Tetszbleges (rigzitett) a € RY pozitiv alap esetén az a® fiigg-
vényeket a -alapi exponencidlis fliggvényeknek nevezzik. Pontosabban: az
exp, (z) :=a”
fiigguényekrdl van szd, ahol Dom (exp,) = R , wagyis x € R tetszbleges valds

szam. O

1.18. Megjegyzés. (i) Mint a . Definicidban emlitettiik: a hatvdny- és
exponencidlis fiigguények kinnyen oOsszetéveszthetok. Tehdat: az exponencidlis
fiigguények alapja rogzitett és kitevéje a vdltozo (alul "rogzitett”, felil "mozog").
(ii) Az a =1 alap kildg a sorbdl: az 17 fiigguény nem szigorian monoton mint
az 0sszes tobbi, hanem konstans. Ez sok problémdt okoz még (példdaul nincs
inverze), ezért mindenkor kilon meg kell vizsgdlnunk, sot legtobbszor ki is kell
zdrnunk az a = 1 esetet.

(iit) Hosszabb tdvon érdemes megbardtkoznunk az exp és exp, jelolésekkel
a sin és log, figguények mintdjira a[0.19 Megjegyzéssel Gsszhangban. Példdul
vildgosabban ldathatd, hogy mi van a "zdrdjelen belil vagy kivil”, mi a belso és
kilso fligguény. Ezeket a. "Osszetett fiigguények" fejezetben targyaljuk, és
késobb a derivdldsndl, integraldsndl lesz nagyon fontos. (Természetesen nem kell
mindendron, gorcsosen ragaszkodnunk ezen ij jelekhez sem!) O

Az e -alapu exponencidlis fiiggvényt azonban kiilon is meg kell emliteniink
(és tanulnunk):

1.19. Definicié. Legyen e az . Definiciéban meghatdrozott (EulevEP -féle)
szam. Ekkor az
exp (z) :==€”

figguényt természetes alapi (naturalis, lat.) exponencidlis fiiggvénynek
nevezziik. O

1.20. Megjegyzés. (i) Legyiink koriltekintdek: ha az exp fiigguényhez nem
trunk ("alsé indexbe”) alapot, akkor az mindenképpen e ~ 2.718281 alapi ex-
ponencidlis fiigguényt jelent!

(ii) Az e® fiigguényt azért hivjdk természetesnek, mert az analizisben (hatdrérték-
, differencidlhdnyados- és integrdl- szamitaskor) nagyon sokszor felbukkan vdrat-
lanul, természetesen. Ugyanezen okok miatt hivjuk exp inverzét, az In fiigguényt
is természetes logaritmusnak (Id. a|1.29 Definicidban) .

(iii) Az e szamot a [2.57 Tétel , vagy inkdbb a[3.4 "Nevezetes sor-
hatdrértékek" fejezet[3.13 Tétel

osszefiiggése alapjan szamolhatjuk ki. O

6) Leonhard Euler (1707-1783) svdjci matematikus.
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1.21. Megjegyzés. Az exponencidlis fiigguények grafikonjainak tanulmdnyozdsdndl

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Ezxponencidlis fiigguények minden alapra
megdllapithatjuk, hogy :

(i) az a® (vagyis az exp,) figguény y tengelyre vals tiikorképe a b* (vagyis az
1 1\*

exp, ) fiigguény, ahol b éppen — , vagyis a tikorkép éppen az () fiigguény.

a a

Ez a jelenség nem meglepd az

1
vagy j jeléléssel: exp, (—x) = exp, (x) ahol b= = dsszefiiggés alapjdan.
a

(ii) sét, dltalaban: bérmelyik a® és b* (vagyis exp, €és expy) fliggvény viz-
szintes linedris fiigguénytranszformdcioval (nyidjtdassal / zsugoritdssal) egymdsba
dtvihetok. Ennek alapja az

al") = (a")" = b*  ahol u =log, (b)

dsszefiiggés, amit uj jeloléssel exp, (ux) = expy (x) ahol b = a* vagy u =
log, (b) alakban is irhatunk. O

Az exponencidlis fiiggvények inverzei a logaritmusfiiggvények.

1.22. Definicié. (i) a # 1 esetén log, jeldlje az exp, figgvény inverzét.
(ii) Ha e az[2.58 Definicidban meghatdrozott (Euler-féle) szdm, akkor a log,
fiigguényt természetes alapi logaritmusnak nevezzik, ésln (logaritmus nat-
uralis, latin) wvagy log jellel jeloljik. O

1.23. Megjegyzés. (i) A logaritmus figguények léteznek, mert a # 1 esetén
az exp, figgvények szigorian monotonok (pl. az , "Inverz fligguények" fe-
jezet . Allitdsa alapjan).

(i) Specidlis alapi logaritmus fiigguények jelolésére kiilonbozo jelek vannak hasz-
ndlatban, nem mindegyik kozismert. Példdul log (alap nélkil) sokszor jeldli az
In fiiggvényt, az lg (10-alapi log) sok helyen ismeretlen. Uj kényv, elbadds,
szamitdgépprogram esetén érdemes a haszndlt / haszndlhatd jeloléseket tisztazni!
(Sok haszndlt jelolés magyardzata megtaldlhatd példdul [SzK] fiiggelékében.) (]
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1.24. Megjegyzés. Nagyon fontos, hogy a log, figguényeket (a #1) a m
Megjegyzés dbrajanak "papirforditds" mddszerével (y = x egyenesre tengelyes
tiikrozés - ld. a. "Inverz fligguvények" fejezet . Algoritmusdban) tanuljuk
meg:

Logaritmikus fiigguények minden alapra
1.25. Megjegyzés. A logaritmus fiigguvények grafikonjainak részletesebb tanul-
manyozdsakor megdllapithatjuk, hogy
1
(i) alog, fiigguény x tengelyre valé tiikorképe a log, figgvény ahol b éppen — |
a

vagyis a tikorkép éppen alogi fligguény. Ennek magyardzata:
1
—log, () =log, () ahol b= —
a

mert a ¢ :=log, (x) jeloléssel kapjuk, hogy x =a‘ = (a‘l)_c =b"c.

(ii) s6t, dltaléban: barmelyik log, és log, figguény fiiggbleges linedris fiigg-
vénytranszformdcioval (nyigtdssal / zsugoritdssal) egymdsba dtvihetok. Ennek
alapja a
_ log, (x)

log, (b)

log, () =ulog, () ahol wu=log, (b) (1.5)

osszefiliggés.

(iit) a fenti osszefiliggés alapjin ugye a szamoldgépen is konnyen meg-
taldljuk barmelyik alapd logaritmus gombjdat (minddssze csak  In(z) / In(b) =
-t kell billentytiznink). O

Az és Megjegyzések alapjin elég az Megjegyzés abréjs-
nak felét (pl. csak az a > 1 grafikonokat) egy A/4 papirra kinyomtatnunk,
hiszen papirforgatassal ebbdl barmelyik exponencidlis- vagy logaritmikus fiigg-
vény grafikonjat tanulményozhatjuk (négy tipus), tessék gyakorolni!
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A késSbbiekben tobbszor lesz szitkségiink f (2)?™ alaku fiiggvények ata-
lakitdsdra: a h(z) = f(a;)g(x) képletben sem a kitevd sem az alap nem
rogzitett valds szam, tehat h sem hatvanyfiiggvény sem exponenciilis fiiggvény.
Ezen segit az aldbbi dtalakitds.

1.26. Allitas. Legyen h(x) = f(:c)g(x). Ekkor a logaritmus fligguény seqit-
ségével

n (h(2)) =1 (f @°@) = g (@) In (f (@) ,
amit az exponencidlis fliggvénnyel visszaalakithatunk:
h(z) = exp (g (z) - In(f (x))) = es@ D 0

Az Megjegyzésben megvizsgaljuk a log, (N) (z alapui logaritmus!!!)
fiiggvényeket is.

1.1.4. Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

A kozépiskolaban részletesen tanultuk ezeket a fiiggvényeket (ismételjiik 4t!),
most csak néhdny megjegyzést tesziink. Grafikonjaikat és alaptulajdonsdgaikat
példéul [] -ben taldlhatjuk meg.

1.27. Definicié. Forgdsszoggel:

Miukédés kiozben:
http://math.uni-pannon.hu/ " szalkai/B-SIN-1.SWE|
vagy
http://math.uni-pannon.hu/ " szalkai/B-SIN-2. EXFE
O

1.28. Megjegyzés. A fenti szerkesztés nemcsak az EKG és vizhullamok, elek-
tromos dram viselkedését magyardzza meg, hanem példdul ha a 45° szégben
elvagott szalami/kolbdsz lefejtett borének, vagy szabasmintdindl a ruhaujj alakjat
is. (Részletesen ld. [SzM] - eltkésziiletben). O

1.29. Megjegyzés. Ha a szokdsos R — R grafikont tekintjik:
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akkor ne feledjiik, hogy x csak radianban szimolhaté! O

1.30. Megjegyzés. A co- elbtag (latinul) kiegészitét jelent (pl. komplementer,
kolléga,...). A derékszdgli haromszog a hegyesszogének kiegészitoje is

co(a) :=90°—a ,
tehdt nem meglepd, hogy co («) szinuszat elneveztik (def.) koszinusznak:
cos () =l sin ( co(a) )
Ez nem mds, mint a jélismert
cos(z) = sin(g — )
osszefiiggés! O

1.31. Osszefoglalds. A nevezetes szdgek értékei (copyright © dr.Szalkai
Istvén):

« 0° 30° | 45° | 60° | 90° | co—
sin(a) | YO | VI P V2EVE VL
2 2 2 2 2
co—a | 90° | 60° | 45° | 30° | 0° I5)

O

(Elsésorban elektronikdban) hasznosak az aldbbi osszefiiggések:
1.32. Allitas.
Asin (u) + Bcos (u) =T - sin (u + v) (1.6)
=T cos(u+v—%)=T-cos(u—w)
ahol T = \/m , v =arctg (%) és w = arctg (%)

O

1.33. Allitds.

1
arctan (x) = g —arctan (z) . O (1.7)

Inkdbb mérnoki gyakorlatban hasznalatosak a "szekdns" és "koszekdns"
fliggvények:

1 1
1.34. Definicié. cosec(z) := — és  sec(x):=

U U] U U
BRI

cosec(x) sec(x)
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A hiperbolikus fliggvényekkel és inverzeikkel (sinhyp, coshyp, ... ) ebben a
konyvben (helyhidny miatt) nem foglalkozunk, definiciéik, dbraik és alaptulaj-
donsagaik megtaldlhatéak [wwwl] és [www6] -ban.

Inverzeik

Az inverzfiiggvények készitésének dltaldnos elveit és problémadit az[I.2} "In-
verz fiigguények" fejezetben ismertetjiik részletesen. Kiilondsen gondoljuk meg a
szigorud monotonitassal valé kapcsolatét, példdul az Megjegyzésben irtak
alapjan.

Periodikus fiiggvények nem invertdlhatéak, de a szigordan monoton lesziikité-
seik igen (1d. Megjegyzés), tehat

1.35. Definicid.

1 B
arcsin (z) := (sin (x) ‘[_Tﬂ %]) , arccos (z) := (COS (z) |[077T]) ! . O
3
1 1
y
0
1 3 -1 0 1
1 X
sin () arcsin () cos () arccos ()

1.36. Jeldlés. A fenti "drkuszfiggvények” (arc = arcus = w, szdég [lat.])
szokdsos jeldlései még (elektronikdban, szdmoldgépeken, szamitdgépprogramokndl):
sin™! | cos™! , dnwsin , invcos , ... .

A kiilonbozo elnevezések és figguényjelolések részletes listajat példdul az [SzK]
feladatgytijtemény figgelékében taldljuk meg. d

1.1.5. Egyéb fiiggvények

Lehetetlen felsorolni a matematikdban, a miiszaki és egyéb gyakorlati életben
hasznélt osszes fiiggvényt. A szamunkra legfontosabb fiiggvényeket [www6] -ban
soroljuk fel, [www9] -ben rengeteg egyéb fiiggvénnyel is taldlkozhatunk.

Most mindéssze az aldbbi specidlis fiiggvények elnevezéseit ismertetjiik:

1.37. Definicié. (i) Az f(z) = Y a; - 2*, ag,...,a, € R alaki fiigg-
i=0

vényeket polinomoknak ("sok tag ", g?)'r. ) nevezziik. Az f polinom fokszdma
(grade, gradus, degree) gr(f)=deg(f):=n haa, #0.

A 0 -adfoki polinomok alakja f(z) = ¢ (c € R), amiket ezért konstans
(dllandd, wvdltozatlan, lat.) vagy azomosan -c polinomoknak / figgvényeknek
neveziink, specidlis jeldlésiik ¢ (ld. még al1.1} Definicicban irtakat is).

Kiilon meg kell emliteniink az azonosan 0 polinomot: a 0(x) figguény értéke

= 0 minden x € R esetén, grafikonja az x tengely, fokszdma pedig nincs vagy
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—00 .
n m .

(i) Az f(z) =Y Y ai;-at e, a;;, bj € R alaki fiigguényeket
i=0 ;=0

kvazipolinomoknak nevezziik (kvdzi- = szinte, majdnem, lat.).

(iit) Az f(x) = > ap-cos(kx)+by-sin(kx) alakid figgvényeket trigono-
k=0

metrikus polinom;)knak nevezziik. Az f polinom fokszama  gr (f) = deg (f)
:=n haa, #0 vagy b, #0 .
Megjegyezziik, hogy k = 0 esetén, cos (0) =1 éssin (0) = 0 miatt f -et gyakran

f(x)=ao+ > aj-cos(kx)+ by -sin(kx) alakban is szokds irni.

k=1
. _p(w) o e
(iv) Az f(z) = @ alaki  fiigguényeket raciondlis tortfiiggvényeknek
q(x
nevezziik, ha p és q polinomok és ¢ nem azonosan nulla. O

Soha ne feledjiik a legfontosabb tanulsdgot:

1.38. Megjegyzés. Sok (matematikai vagy egyéb) tétel ugyan szemléletesen
igaz, de preciz matematikai bizonyitdst (vizsgdlatot, utdnajardst) igényel, mivel
rengeteg "furcsa/veszélyes" fiigguény is van, amikre nem is gondolunk!

1

Példdul Dirichlet bolhafiiggvénye, x -sin <) (ld. az. Példa (i) pontjdban),
x

stb.

1.2. Inverz fiiggvények

A gyakorlati életben is sokszor van sziikségiink visszafelé (megforditott, in-

verz) szamoldsra, példdul amikor megkivant végeredményhez kell keresniink
23

megfeleld kezdeti értéket. Melyik az a szdg, melynek szinusza = 0 vagy
melyik szém négyzete 121 7 Bemelegitésképpen ajanljuk az alapfiiggvények (és
inverzeik) dbrainak tanulményozédsat [wwwl] -en.

Ha az eredeti y = f(x) 0sszefiiggést akarjuk megforditani (nem mindig
lehet!), akkor egy tujabb Osszefiiggést, egy tjabb fiiggvényt kapunk: h(y) =z |
amit az f fiiggvény inverzének nevezziik. Elbtte persze azt is meg kell vizsgal-

nunk: milyen feltételek mellett, milyen f fiiggvény invertdlhaté egyaltalaban -
ezzel indul a mostani fejezet.

1.39. Megjegyzés. Nyilvinvaldan ha egy adott y -hoz keresiink x -et az
y=f(2) (1.8)

osszefiiggés alapjin, akkor egyik kovetelmény az, hogy létezzen ilyen x (vagyis:
y € Dom (f_l)), a mésik probléma pedig az, hogy hdny ilyen x taldlhats!
A gyakorlatban ugyan orilink, ha tobb lehetséges x kozil vdlaszhatjuk ki ked-
vencinket, de most, a matematikiban fiiggvényekkel foglalkozunk, inverz fiigg-
vényt emlegetiink, tehdt az x egyértelmiisége az elsbdleges: (legfeljebb) csak
egyetlen x lehessen megolddsa az @ egyenletnek.

Ezt részletezi az alabbi[1.40 Definicio és utdna pdr megjegyzés.
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1.40. Definicié. Legyen f : R — R tetszbleges fiiggvény, Dom (f) C R tet-
szbleges halmaz. Az [ figguény injektiv ("be|dobds” lat., egy-egy értelmi,
angolul one-to-one), ha f kilénbozé x € Dom (f) elemekhez kiilonbozé f (x)
értékeket rendel,

vagyis: tetszbleges x1 , xo € Dom (f) esetén:

w #wy = [(e1) # f(22) . O (1.9)

1.41. Megjegyzés. A fenti Definicid tehdt éppen azt akaddlyozza meg, hogy az
@ egyenletnek egynél tobb x megolddsa legyen!

A fenti Definicié gondolatmenetét (egészét) masként is megfogalmazhatjuk:
"az f fligguény pontosan akkor nem invertdlhatd, ha vannak olyan xy # xo
szamok amelyekre f (x1) = f (z2) . "

Egy fiiggvény injektivitdsét azonban a gyakorlatban (feladatokndl) a kovetkezd
alakban tudjuk ellen6érizni:

f(z1)=f(z2) = 21 =22, (1.10)

vagyis az  f (x1) = f (x2) feltevésbdl le tudjuk-e vezetni az x1 = xo egyenldséget.

Most azonnal tanulmdnyozzuk dt alaposan az [SzF] feladatgytijtemény legelsé,
inverz fiigguényekrol szolo feladat megolddsdnak elsé harmaddt: invertdlhato
-e egydltaldban az adott f figgvény? (Ldsd az (1.48). Definicidt!)

A késobbiekben is minden feladat megolddsdt ezzel kell kezdentink! [

A monoton fiiggvények és tulajdonsdgait osszevetve az
invertalhatosdg (1.9) feltételével egy nagyon hasznos, a gyakorlatban is sokszor
hasznalt osszefiiggést fedezhetiink fel:

1.42. Allitas. Szigorian monoton (akdr novekvé akdr csokkent) fiigguénynek
miandig van inverze, mert ekkor a hozzdrendelés kolcsondsen egyértelmit.. Az in-
verz f 1 fiigguény is f -el megegyezben szigortian monoton névekvd ill. csékkend.

Bizonyitas. Legyen x1 # z2 , példédul legyen x1 < x5 .

Szigortian névé f fliggvény esetén = f(z1) < f(x2) = [f(21) #
f(z2),
ha f szigorian csokkené —> = f(x1) > f(22) = f(21)# f(22),
tehdt az (1.9) kovetelmény teljesiil (automatikusan, a szigorisdg miatt). m

1.43. Megjegyzés. A "tisztan" (mindenhol) szigorian monoton fiigguény ugyan
nagyon ritka, DE (szinte) mindegyik figgvénynek vannak szigordan monoton
részei, és a kérdéses fiigguénynek ezen szigorian monoton kis részét tekintve
mdr lehet invertdlni a fiigguényt - ami rdaddsul szintén szigorian monoton.
Példaul igy készilt a v fiigguény az 2% fiigguény x > 0 feltétellel vett szi-
gorian monoton (névd) darabjabdl, és ugyanigy vettik a sin és cos figgvények
- +7
27 2

lesztikitéseit a { } ill. 0, x| intervallumokra:

sin (l‘) |[—Tﬂ)%]
szigorian monoton novod és inverze

arcsin (x) := (Sin (z) |[_” %])71

5
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is szigoruan monoton névod, hasonldan

cos () |[0,]

szigorian monoton csokkend és inverze

arccos (z) 1= (cos () |j0,x) o

is szigoruan monoton csokkeno.

Tipikus példa a Lamberth-féle W figgvény: W (x) -nek "nincs képlete”, csak:
W (z) = (z-e") "

vagyis a w(x) :=x-e* (x>0) szigordan monoton novéd figguény inverze
(ld.pl. fwww9]).

Erdemes dtolvasnunk még a. Magyardzatot 1s. U

1.44. Megjegyzés. A fiigguény grafikonjin geometriailag is tanulmdanyozhatjuk
az invertdlhatdsdg feltételét. Adott yo esetén az @ egyenletnek megfelel

Yo = f ()

egyenlet megolddsa grafikusan ugye nem mds, mint az y = yo egyenleti
vizszintes egyenessel kell elmetszentink az f fiigguény grafikonjat. Ez pedig azt
jelenti, hogy az f fligguény pontosan akkor invertdlhatd, ha:

"minden vizszintes egyenessel legfeljebb 1 metszéspontja lehet az f fiiggvény
grafikonjanak " / ey,

Ez nem is meglepd az[1.53 Algoritmus elolvasdsa utdn:

A , Osszefoglaldsban emlitettik, hogy minden f figgvény grafikonjdat min-
den fuggbleges egyenes legfeljebb 1 pontban metszhet, tehdt ez érvényes az f~1
inverzfliggvényre is. Mivel pedig az y = x egyenesre torténd tengelyes tiikrozés
utdn (és elbtt is) a figgbleges egyenesek képe vizszintes, teljesen természetes a
(X) megallapitds!

Ez nem csak azt jelenti, hogy példdul az egész (hosszi) sin fiigguény nem invertdl-
hatd, hanem azt is, hogy inverzét, a sin™! figguényt (régiesen arcsin) sem lehet
a fiiggbleges y tengely mentén tébbszér jobbra-balra csavarodva rajzolni (mint
jopar régebbi zh-ban)! O

1.45. Megjegyzés. Periodikus fiiggvénynek (nyilvin) nincs inverze!
Erre nincs is sziikségiink, hiszen felesleges az ésszes (periodikusan) ismétloédod
x értéket mind megkeresnink: az " wxo+ k-p (K€Z) " képlet mar a
kisujjunkban van.

Persze, hogy megint eqy alkalmas intervallumra sztikitjik le az f periodikus fiigg-
vényt (mint példdul a cos fiiggvényt a [0, 7] intervallumra), ami az f figguény
(lehetdleg) Gsszes értékét tartalmazza, majd EZT a lesztikitett flg figguényt
invertdljuk, és ezt a (lesztikitett fiigguvénybdl kapott) inverz (f|H)71 fiigguényt
nevezziik (egyszertien) az eredeti f figgvény inverzének! (figgvény leszlikitését
az[0-20 Definicidban ismertettiik.)

Ezentul, ha az "f invertdlhato” kifejezést haszndljuk, akkor mdr kelloképpen le
van sztikitve a fligguény, tgyeljiink mindig az értelmezési tartomdnyra!

Pdros fiiggvényeknél hasonld a helyzet, ld. az aldbbi[1.57 Megjegyzésben. O
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1.46. Megjegyzés. Egyes jegyzetekben megkivinjik az invertdlands f fiigg-
vényrol, hogy szirjektiv (raképezés) illetve bijekcid legyen. Az Ertékkészlet
definicidja miatt az f : Dom (f) — Im (f) leképezés amigy is mindig sziirjektiv,
az [ : R — R jelolés pedig csak jelképes. |

1.47. Megjegyzés. Rividen felsoroljuk az ide vonatkozé magyar és kulféldi el-
nevezéseket tetszbleges f : A — B fiigguényeket illetben (Dom (f) = A de csak
m(f)C B ) :

fiiggvény (fiiggéség) = egyértelmis leképezés (function, mapping),
injekcio (be|ldobds, lat.) = egy-egy értelmi vagy kdlcsondsen egyértelmi
leképezés (one-to-one),

sziirjekcid (rd|dobds, lat.) = rdképezés (onto),

bijekcio (kettd|dobds, lat.) = kolesdndsen egyértelmi raképezés (one-to-
one and onto), ahol

Definicio: (i) [ sziirjektiv, ha Im (f) S B,
(ii) [ bijektiv, ha injektiv és szirjektiv. O

Ne feledjiik: Alea iacta es, hiszen iacta = dobni (lat.) ahonnan magya-
rosodott a jekcié végzodés. (|

Eddig az inverzfiiggvény létezését targyaltuk, most pedig pontositjuk, mi is
az f~! inverzfiiggvény, amit keresiink.

1.48. Definicié. (Inverz fiiggvény) Legyen f : R — R, pontosabban
f:Dom (f) = Im(f) tetszbleges fiigguény, amely invertdlhaté a Dom (f) €
R (tetszbleges) halmazon.

Az f fiigguény inverz-fiiggvénye (= megforditott, latin) az f~1 -el jelolt
fiigguény, amelyre: £~ :Im (f) — Dom (f) , vagyis

Dom (f~") =Im(f) és Im(f')=Dom(f) , (1.11)

és hozzdrendelési szabdlya

fFl)=2 &5 f@y=y  (Welm(f), Ve € Dom(f)) . O (1.12)

1.49. Megjegyzés. Mas jelolésekkel: ha f : x — y akkor (és csak akkor) y «—
x: f~Y vagyis f71 1y o, ezért néha szokds az  Im (f) «— Dom (f) : f1
"jelolés" is.

Tulajdonképpen minden eqyszerti: f és f~1 -ben minddssze csak x és y -t,
valamint Dom és Im -t kell felcserélni. (|

1.50. Definicié. Az el626 [1.]8 Definicié szavakban: Ha az f fiiggvény dltal
létesitett leképezés kolesondsen egyértelmi (azaz injektiv) Dom (f) -en, akkor az
f fiigguény inverz fiigguényén értjik azt az =1 figguényt, amelynek értelmezési
tartomdnya = az f értékkészlete, az f~1 hozzdrendelési torvénye pedig a kovetkez6:
egy tetszbleges yo € Im (f) = Dom (f~1) értékhez olyan xg = f~(yo) értéket
rendel, amely helyen az f fiigguény az yo értéket vette fel, azaz yo = f (xo) .
Keépletben: £~ (yo) = 20 £5 f(xo) =40 (Vo € Im(f), @0 € Dom (f))
O

7) "A kocka el van vetve" (lat.), Julius Caesar
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Tehat osszefoglalva:

1.51. Allitas. Egy tetszbleges f : R — R fiigguény pontosan akkor invertdlhato
(van f=1 inverzfigguénye) ha f injektiv az egész Dom (f) halmazon. O

Most pedig keressiik is meg az f~! inverzfiiggvényt, hogyan kell egy adott

liggvén épletet) mvertalni (most jon az "invertalas” ).
fiiggvényt (képletet) i talni tj "i talas"

1.52. Algoritmus. (f~! grafikonja) Ha elbttiink van az f fiigguény grafikonja,
akkor =1 grafikonja nem mds, mint az y = x egyenesre tengelyesen tiikrozni az
eredeti f fligguény grafikonjat.

Mint minden egyenesre térténo tengelyes tiikrozést, ezt is gy kell végrehajta-
nunk, hogy a papirt az egyenes tengely (mint hurkapdlcika) koril 180° -al térben
elforgatjuk (a hurkapdlcika-tengely helyben marad), és a papir hdatoldalat fénnyel
szemben szemlélve mdris latjuk az f~1 inverzfiigguény dbrdjat! Ez még a mai
szamitégépek koraban is gyors és egyszeril (és komoly!) mddszer!

Az invertalhatdsdg feltételének ellendrzésénél, az [1.44 Megjegyzésnél vizsgdlt
fiiggdleges és vizszintes egyenesek is jelen "papirforgatos” szemléltetéshez kap-
csolédnak.

Javasoljuk az alapfiigguények grafikonjain (ld.pl. [wwwl]) tanulmdnyozni a "pa-
pirforgatds” mddszerét!

Végiil ismét megemlitjik, hogy dltaldban minden tengelyes (egyenesre vald) tikré-
zést is papirforgatdssal kell csindlni - mint egyes dltaldnos- és kiozépiskoldakban!
|

No j6, de hogyan kapjuk meg f~! képletét ?

1.53. Algoritmus. Legyen f : Dom (f) — Im (f) tetszdleges fiiggvény, amely
invertalhaté a Dom (f) € R (tetszbleges) halmazon. Az f=1 inverzfigguény
keépletét "egyszertien” az , masképpen az

y=f(z)

egyenletet x -re megoldva kapjuk meg (y mint paraméter).

A szdmolads sordan ne feledkezziink meg Dom (ffl) -rol, azaz az y -ra sziikséges
kikotésekrol sem!

Egy jotandcs: bar a szamoldsok utdn az f~ figguényt is a hagyomdnyos alak-
ban: y = f=1 () szeretnénk felirni ("y fiigg x -t6l"), de az x ésy betiiket csak a
a szamitasok befejezése utan cseréljik meg! Nagyon zavard, ha még azt is fejben
kellene tartanunk (és szamitdasba is venniink), hogy x és y az eredeti vagy mdr
az uj (megeserélt) szerepében van.

Most azonnal tanulmdnyozzuk dt alaposan az [SzF] feladatgylijtemény inverz
fiigguényt kereso egyik feladatanak megoldasat elejétol végéig ! [

Fiiggvények invertdlhatésdganak vizsgélatdra és az inverzfiiggvény megke-
resésére kidolgozott gyakorlé feladatokat taldlhatunk [SzK] , [SzF] és [wwwO]
-ben.

Néhany tovabbi fontos megjegyzéssel zarjuk a fejezetet.

1.54. Megjegyzés. Az definiciobol kévetkezik, hogy ha f : Dom (f) —
Im (f) invertdlhato fiigguény a Dom (f) S R (tetszbleges) halmazon, akkor

z=f"1(f(z)) (Y € Dom(f)) (1.13)
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y=f(f" ) (vyelm(f)) (1.14)

vagy absztrakt algebrai formdban
flof=idp és fofl=idg

ahol szokds szerint D = Dom (f) és R =1Im (f) .

A fenti képletek természetesen nem f~ definicidja hanem csak kovetkezmények,
és hangsulyozzuk, hogy Dom (f) esetleg mdr annyira le lett szlikitve, hogy f in-
vertdlhat6 legyen a lesztikitett Dom (f) € R halmazon .

Gondoljuk dt az aldbbi[I.55 Tétel és[1.560, Megjegyzésben irtakat is! O

1.55. Tétel. Ha f : D — R invertdlhatd fiigguény és inverze f~1 : R — D ,
akkor az f~! fiiggvény is invertdlhatd, és inverze f , rovidebben

(r) =
ahol D = Dom (f) =Im (f~') és R =1Im(f) = Dom (f~') .

(A Tétel egyszerfien kivetkezik a fejezet eddigi részébdl, kilondsen az és
dsszefiiggésekbol.) O

1.56. Példa. Vizsgdljuk meg néhdany alapfiiggvény és inverzének kapcsolatat.
Ne feledjiik, hogy minden fiigguénynél és Gsszefiiggésnél az Ertelmezési tartomdny
(kikotés, Dom) is nagyon lényeges!
Az exp(z) = €* és In(x) figgvények egymds inverzei, tehdt és
alapjan

@ =z haz>0
és

In(e®)=az VzxeR.
Hasonléan

tg(arctg(xz)) =2 VYV eR,

arctg (tg (z)) =z ha _771- <z< g ,
sin (arcsin (z)) =2 ha —1<z <41,
arcsin (sin (z)) =z ha _TW <z< % ,

= ha —1<zxz<+1,

cos (arccos (z))
arccos (cos(z)) =2 ha 0<z<m,

rovidebb jeldléssel:

expoln =idg+ , Inoexp=1idp
tgoarctg=1idg , arctgotg= ld[%"%]
sinoarcsin = id_y 4 , arcsinosin = Zd[%"%]
COsoarccos = id[_q,41] , Aarccosocos = id[y z]

(a o jelolést a kovetkezd . "Osszetett fiigguények" fejezetben az|1.61, Defini-
cidban vezetjik be).
Gondoljuk at alaposan a fenti képletek értelmezési tartomdnyait! O
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1.57. Allitas. Pdros fiigguény sohasem lehet invertdlhatd (az eredeti Dom (f)
-en). Pdratlan fiigguény lehet invertdlhatd, és egy paratlan fiigguény inverze is
paratlan. O

1.58. Megjegyzés. Pdros fiigguényeket le kell sztikiteniink legaldbb R -ra (eset-
leg még kisebb halmazra), a kapott inverz fiigguény elé esetleg kitessziik a + jelet.

Gondoljuk meg, hogy példdul az 2 , cos , 2 — z* fiigguények inverzeit milyen

lesztikités utdn kaphatjuk meg. (Az x* —x*  fiigguény vizsgdlatat megtaldljuk az

[SzF] feladatgytijteményben.)

1.59. Megjegyzés. Régebbi szamologépeken az "elovdlaszté" gomb, az

tjabbakon a vdltégomb és az "eredeti” fiigguénygomb (pl. exp, sin, stb.)
segitségével szamithatjuk ki néhdany alapfiiggvény inverzét. O

1.3. Osszetett fiiggvények

Nos, az eddigi alapfiiggvényeinkb6l hogyan épithetiink fel bonyolultabb "6ssze-
tett" képleteket? A négy alapmfivelet (4, —, *, /) jol ismertek. Hogyan késziilt,

x+1

mit is jelent példdul a In (255

fiiggvény? A most kovetkezo fejezet ezt vizs-
gélja részletesen. Bér kissé nehéz rész kovetkezik, de a[5.2] " Formadlis derivdlds"
és tobb més fejezetben sziikségiink lesz ré, tehdt ragjuk 4t magunkat rajta ala-
posan!

1
1.60. Példa. A  h(z) = In T 2) fiigguényérték kiszamitdsahoz tehdt
legeloszor kap(t)unk egy x € R valds szamot.
z+1

Elészor (nyilvan) a  t = = g(x) kozbiilst értéket ("zardjelen belil”)

x—2
kell kiszamitanunk, tgyelve a kikétésre (x € Dom (g)), vagyis hogy az eddigi
szamoldsainkndl ne kapjunk "Error" dzenetet a szdmoldgépen.

Pihentink egyet.

Ezutdn mar csak a t értékre lesz sziikségiink, x -et el is felejtettik. A zdro-
jelen kil levd In figguényt szamoljuk ki, pontosabban In(t) = f(t) értékét,
természetesen most is tgyelniink kell a kikétésre: t € Dom (f) .

Ez utébbi azt jelenti, hogy hidba tudtuk t értékét példaul az x = 1 értékébol
kiszdmitani "csont nélkil", de végiilis a mdsodik szamitdisi menetben nem tudtunk

1
tovdbb menni, ezért (és ekkor) esik ki példdaul azx =1 érték a h(x) =In (x + 2)
T —

fiigguény értelmezési tartomanyabol!

Egy masik hasonlat: eqy dsszetett fiigguény lényegében eqy szerkezet kétlépcsds
gyartasi folyamata: mindkét gydrtasi fazisnak sikeresnek kell lennie a végtermék
elkésziiléséhez. [

Az el6z6 példat foglaljuk Ossze altalaban.

1.61. Definicié. (Osszetett fiiggvény) Legyenek g : A — B és f : C — D
tetszbleges fiigguények, A = Dom (g), C = Dom (f),Im(g) C B ésIm(f) C D .
(Altaldban A, B,C,D C R a valds szamok valamely intervallumai.)
Teqyiik még fel, hogy

Im(g) N Dom(f) # 0 . (1.15)
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Ekkor az f és g figgvények kompozicidja (Gsszetett fiiggvénye) h = fog
(olvasd: f kor / kompozicid g), ha hozzdrendelési szabdlya

h(z)=(fog)(x):=f(g(z)) (1.16)
és értelmezési tartomdnya:
Dom (fog):={a€ Dom(g) | g(x) € Dom(f)}
tehat  Dom (fog) C Dom(g) és fog:A— D .
alapjan g -t h belsé- , mig [ -et kiilso fiiggvényénck nevezziik. O

[SzF] -ban nem csak részletesen megoldott feladatokat taldlunk osszetett
fiiggvények készitésére és vizsgalatdra, hanem gyakorlati tandcsokat is a tech-
nikai problémék megolddséra is.

1.62. Megjegyzés. (i) Ha adott két figguényiink, akkor persze kétféleképpen
csatlakoztathatjuk Oket egymdshoz: fog és go [ dltaldban nem ugyanaz (vigydz-
zunk!)! Az eléz6|1.61. Definicidban csak meg kell cserélniink f és g szerepét:

(g0 f)(@):=g(f(z)) (1.17)

és
Dom (go f):={x € Dom(f) | f(z) € Dom(g)} . (1.18)
Altaldban fog # gof , pl. ﬁ #*tg <i> , ugye? (Csak egy-két kivétel van.)

(i) Erdekes azonban, hogy barmely f figgvény a sajat f~' inverzével kom-
mutdl (felcserélhetd):

@)= @) =2 (1.19)
vagyis
flof=idy és fof t=idy, (1.20)

de ne hagyjuk magunkat becsapni: dltalaban a fenti két fiigguény értelmezési
tartomdnya (U és V') nem ugyanaz, amint ezt az elozd fejezet . Példdjaban
mequizsgaltuk!

(iit) Az érdeklodok elgondolkozhatnak a konstans c fiiggvények djabb furcsa tu-
lagdonsdagdn: mi lehet co f és foc ¢

(iv) Gyakori tévedés a kompozicid o és a szorzas - jelét dsszetéveszteni. Ne
feledjiik:

(sin o\/) () = sin (V) , (\/o sin) (z) = \/sin (z) ,
(sin-\/) (z) =sin(z) - v/ = /z -sin(z) = (\/-sin) (z) ,

vagy dltaldnos képletekkel:
(f-9)(@)=f(z) g(x)=g(x) f(z)=(9-f)(z) .
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Nagyon alaposan tanulményozzuk az [SzK] és [SzF] feladatgytijteményekben
részletesen kidolgozott feladatokat: egy egyszerii tsszetételben is sok bandnhéj
rejtézkodik! Az értelmezési tartomédnyokra is nagyon figyeljiink!

Most csak egy-két technikai és szemléletbeli tandcsot ismertetiink.

1.63. Megjegyzés. Altaldban a belsd és kiilso figguényeket az = vdltozéval
szoktuk megadni, példdul f (z) :=sin(z) , g(x) :=/x , milesz fog ?

Mieldtt a sok x -be belegabalyodndnk, tandcsoljuk, hogy a kiilsé fliggvényt egy ij
bettire irjuk at, példdul f (t) = sin(t) , majd a belsd fiigguényt t -vel azonosita-
nunk: t = g () = \/x . Ekkor egyszerfien

(fog) (@)= f(g(x)) = f(t) =sin(t) =sin (V) .

(Itt éppen az[0.13 Megjegyzésben trtakrdl van sz6.)
Gyakoroljuk a révidebb irasmddot is: a fenti példdban  f o g =sino,/=

Masképpen elmondva: a kiilso fiigguény képletében hajtsuk végre a szdvegszer-
keszté "Keresés és Csere” utasitdsdt a kovetkezd pdrbeszéddel: "Mit cserél” -
"y, "Mire cserél” - "..." és ebbe a legutolsé ablakba irjuk be g (x) képletét
zdrdjelekben! Probaljuk ki: a legujabb szovegszerkesztok erre is képesek!

Az aldbbi . Példaban ezt részletesen végigszdmoljuk, tovdbbi példdkat a [SzK]

és [SzF] feladatgytijteményekben taldlhatunk. O

1+22-3
1.64. Példa. Legyen f (z) := ln(—;iix)—fl és g(x) =5 —x , adjuk meg az
fog -t
Megoldas:

1+(5-2)2-3-(5b—x)

flg(x)) = m2—(5_a)+1

(1.21)

Az dsszetett f (g (x)) figguény értelmezési tartomanya Hdzi Feladat vagy ldsd
[SzF] -ben. O

1.65. Megjegyzés. Késobb, példdul az[5-3. "Formdlis derivdlds" fejezetben ép-
pen "forditva" kell dsszetett fiigguényeket vizsgdlnunk: egy adott (bonyolult) kép-
letrol kell megmondanunk az 6sszetétel mikéntjét: meg kell keresniink a belso- és
a kilso fiigguényeket. Jo, ha mdr most gyakorolunk ilyeneket!

1.66. Példa. Példdaul

2

h(z) =e" =exp(2°) = fog=expoid (1.22)

ahol

f(z) =exp(z) =¢"
az exponencidlis fliggvény, és
g (@) =2’

a 2 -rendti hatvanyfiiggvény ("x? parabola”).

1.67. Megjegyzés. Az elozé példdaban is ldtszik, hogy az alapfiigguvények mo-
dern, f(x) -szerti (pl. sin (x) -hez hasonld) jeldlései hasznosak, ezeket is érdemes
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1 1
gyakorolnunk. Prébéljuk meg példdul v/ helyett v fligguényt irni, p helyett g
-ot, stb. Ekkor példdul

el/T = exp (;) = (eXpO (é)) (z)

V2—z=,/0(2-2)

ebbdl az irasmddbol hatha jobban ldtszik a kiilsé és belso fiiggvény!

Még egy maodszer: a bonyolult képletnél azt gondoljuk végig, hogy x -bdl kiin-
dulva egy egyszert, szamoldgéppel milyen sorrendben, beliilrdl kifelé szamolndnk
ki a végeredményt, hol tarthatndnk sziinetet, hol lehetne x értékét végleg elfe-
lejteni. (Sajnos a modern, "kétsoros" szamoldgépekbe mdr beirhatjuk az egész
képletet, nem nekiink kell a fiigguények dsszetételével bajlodni!)

1
tg (z)

tg (x) a belsd, hiszen a tortvonal zardjelet potol, és a kiilsd figguény f (x) = —
x

vagy

A belsd fiiggvény a "zdrdjelen belil" van, tehdt a  h(z) = fiigguényben

a reciprok (-fiigguény). a

Csak érdekességképpen emlitjiik meg:

1.68. Allitas. Ha f és g injektiv, akkor fo g és go f is injektiv,
ha f és g sziirjektiv, akkor fog és go f is szirjektiv,
ha f és g bijektiv, akkor fog és go f is bijektiv.

Ha f o g injektiv akkor g sziikségképpen injektiv,
ha f o g sziirjektiv akkor f sziikségképpen sziirjektiv. |
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2. fejezet

Sorozatok

Fiiggvények viselkedését nagyon nagy x helyeken mar nem tudjuk csak be-
helyettesitésekkel megvizsgalni, ehhez 1j médszer: a hatdrérték (hatdrdatmenet)
vizsgalata sziikséges. Ezt a mddszert el6szor sorozatokon (mint specidlis fiigg-
vények) gyakoroljuk.

2.1. Altaldnos fogalmak

Sajdt bérén bizonyara mar mindenki tapasztalta: sorozatban jonnek a ... fel-
adatok/gyerekek /csapdsok - most valés (komplex) szamok kvetkeznek sorozat-
ban, rdaddsul végtelen sok:

2.1. Definici6é. (Numerikus (=szam, latin) sorozatok)
(i1) "Naiv" (szemléletes) meghatdrozds: Végtelen sok wvalds szam "ren-
dezett eqymdsutdnja” :
Ao ,Q1 ,A2 4...0p 4, ...

... (nincs vége!) - egy ilyent neveziink sorozatnak.

(i2) Preciz definicié: Tetszbleges [ : N — R fiigguényt sorozatnak
nevezink.
Az f(n) értéket dltaldban a,, -el jeloljik.

(43) A sorozat "egészét" (mivel egyetlen objektum) {an} vagy (an),—, -€l
vagy egyszertien csak (a,) -al jeloljik.

(iii) Az a, wvalds szdmot a sorozat n -edik elemének vagy tagjinak
hivjuk, mig az n természetes szamot az a,, elem indexének (mutatd, lat.) vagy
sorszamdnak nevezzik. [

2.2. Megjegyzés. (i) Alaposabban dtgondolva a fenti (i2) definicid nem is
olyan megleps: amikor az (il) pont szerint soroljuk fel az a, ,a1 a2 ,...apn , ...
szamokat, akkor a "nulladik”, "els6", ... , 'n -edik", ... helyekhez - pontosabban
ezekhez a sorszamokhoz - rendeliink hozza egy-egy (megfeleld) valds szamot. Ez
a hozzarendelés valéban egy N — R fiigguény.

(ii) Ne feledjik: minden sorozat a "nulladik” elemtdl, ag -tél indul. (Ezen

még a[2.43 Tétel sem vdltoztat!) O

2.3. Definicié. Az (a,) sorozat dllando (konstans vagy stagndlo, lat.), ha
mindegyik tagja ugyanaz, mdsképpen irva: minden n € N indexre a, = ag . 0O

43
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Néhdny "kicsi" (ez relativ) n -re szamolégéppel ugyan kiszamolhatunk néhdny
elemet, de hogyan viselkednek a sorozatok "madr nem lathaté" elemei: amikoris
n "minden (emberi) hatdron tul" nd, "végtelen naggys" valik? Ez a fejezet 6
vizsgélati céljal

Kezdjiik néhdany egyszerti megallapitassal. Egy sorozat novekedése/cstkkenése
(monotonitdisa) vagy korlatossiga szemléletesen érthetdek, csak matematikai
nyelven kell megfogalmaznunk.

2.4. Definicié. Az (a,) sorozat monoton mndévekvd, ha minden n € N
indexre ap41 >a,  €s monoton , ha minden n € N
indexre ap41 Gy -

Az (ay,) sorozat monoton csdkkend, ha minden n € N indexre any1<an
és momnoton , ha minden n € N indexre apy1<a, . O

2.5. Megjegyzés. (i) A fenti Definicid valdban a szemléletes megfogalmazdst
teszi pontosabbd: a kovetkezd elem a,y1 mnagyobb / kisebb az eldtte levénél,
ennek megfeleloen fordul meg ide - oda a < jel.

(ii) Vigydzzunk: ha a monotonitds nem szigord, akkor a sorozat egyik-mdsik
része (akar hosszabb is) dllands (konstans) is lehet! O

2.6. Definicié. (i) Az (ay) sorozat , ha létezik olyan
K € RT pozitiv szam (a sorozat ), amelyre teljesiil:
| an | < K (abszolit érték!) (2.1)
azaz
— K <a, <K (abszolit érték!) (2.2)

minden n € N indez esetén.
(i) Az (an) sorozat alulrél korldtos, ha létezik olyan K, € R szim
(a sorozat alsé korldtja), amelyre teljesiil:

K, <a, (2.3)

minden n € N index esetén.
(i13) Az (an) sorozat feliilrol korlatos, ha létezik olyan Ky € R szdm
(a sorozat felsé korldatja), amelyre teljesiil:

an < Kf (2.4)

minden n € N index esetén. [

2.7. Megjegyzés. (o) Konnyen beldthatjuk: azaz éppen azt jelenti,
hogy az a,, elemek nem szordédnak szét nagyon a szdmegyenesen: 0 -tdl legfeljebd

K (vagyis mazimalizdlt) tavolsagra lehetnek.

(i) Figyeljik meg a fenti (ii) és (iii) definicickban levd apro eltérést: minddssze
a < jel fordul meg!

(i) Vigydzzunk: jelz6 nélkil a korldtos szo mindkettdt egyszerre jelenti (alul-
rél+felilrol), ld. az alabbi . Allitast is! A "kétoldali" jelzét dltaldban nem
szoktuk kitenni!
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(iii) Nyilvanvaldan ha egy sorozatnak van valamelyik korldtja (alsé vagy fels6),
akkor abbdl a fajta (alsé vagy felsd) korlatbsl tobb is (végtelen sok) van. Ez azt
is jelenti hogy a definicidban szerepld < jelek barmelyikét akdr ki is cserélhetjik
< jelekre, ha akarjuk.

(iv) Sok feladatban nem tudjuk konkrétan a korldtokat meghatdrozni, de az is
elég, hogy létezésikrol (egzisztencia, lat.) megqydzodink.

(v) Kereshetnénk a korlitok kézott legjobbakad') (van-e egydltaldban), ezeket
legnagyobb alsé korldatnak (supremum) illetve legkisebb felsd korldtnak
(infimum) nevezik. Ezekkel mi most nem foglalkozunk. O

2.8. Allitas. A és egyenldtlenségeket a egyenlotlenséggel 0ssze-

vetve konnyen belathatjuk (akdr szemléletesen is), hogy barmely sorozat korlatos
akkor és csak akkor ha alulrdl is és feliilrdl is korldtos.

(Vigydzat: a hdarom egyenldtlenségben szereplo K nem feltételeniil ugyanazt a
valds szamot jeloli!) O

Sok gyakorlé feladatot taldlunk, részletes megoldasokkal [SzK] , [SzF] és
[www0] -ben.

2.2. Sorozat véges hatarértéke

Ebben a fejezetben vizsgiljuk a végtelen sorozatok legfontosabb tulajdon-
sagat: hovd kozelednek (ha egydltaldban) a sorozat tagjai n — oo ("bodiilt
nagy") esetén - amikoris n és az a,, tagok latokoriinkon mér kiviil vannak: sem
kiszamolni, sem elképzelni nem tudjuk. Kozelednek a tagok (mind vagy csak
néhdny) valamely valds szémhoz? Ez a gyakorlatban leginkabb kozelitd szdmits-
sokndl lényeges: egyre tobb tizedesjegyet szémolunk ki, de j6 -e egyéltaliban
a modszer? Digitdlis mérémfiszernél is jo, ha a kijelzett szdm ingadozdsa csil-
lapodik, egyre tobb szdmjegye pontos.

Vizsgdljunk meg egy egyszerii példat.

n? — 42n + 9350
2.9. Példa. L slda =———— . FE
9. Példa. Legyen példiul  a, O YW — kkor

02—42.049350  —4675 .
0= 302229406 3 ’

a1p mem értelmezheto,

100% — 42 - 100 + 9350

00 = 31002 204100 6~ 09
1000 = 319(1)8;0_2 ?2'91.29013033506 ~0.325042,
2 _ .
10000 = 319?88002 Zi2291.ZO~010():;(;(9)3—506 ~0.532290,,
vt oy — 1000002 — 42100000 + 9350 _

3-1000002 — 29.4 - 100000 — 6

1) mint amikor a bérondot/nadragszijat hizzuk mind szorosabbra ...
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10000002 — 42 - 1000000 + 9350
3-10000002 — 29.4 - 1000000 — 6

100000002 — 42 - 10000000 + 9350
_ ~0.333332 ,
10 000 000 = 57500000002 — 29.4 - 10000000 — 6

a1 000 000 = ~ 0.333322 ,

Meddig folytassuk? Mit tapasztalunk? Meriink -e egydltaldban barmit is
josolni a sorozat mdr nem lathaté tagjaira? Mintha egyre tobb 3 lenne a
tizedesvessz6 utdn ? Prébédljuk meg altaldnosan megfogalmazni azt a (ritkal)
jelenséget, amikor az a,, tagok egy A € R valds szamhoz kdzelednek.

Bar a legtobb analizis tankonyv a [2.13] Definiciéval kezdi, szemléletiinkhoz
az aldbbi 4ll kozelebb:

2.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat véges hatdarértéke (=limesz,
lat.) az A € R szam (ha létezik), ha teljesil a kovetkezé:

A -nak béarmilyen (kicsi) € > 0 sugarid kornyezetét tekintve a sorozat dsszes
eleme, legfeljebb véges sok kivételével, ebben a kirnyezetben van.

Maskeént fogalmazva: a sorozatnak legfeljebb csak véges sok eleme lehet ezen a
kérnyezeten kiviil. [

2.11. Definicié. Az (a,) sorozatot konvergensnek (6sszetartd, lat.) nevez-
ziik, ha létezik fenti A € R (véges) hatdrértéke. A sorozatot divergensnek
(széttarto, lat.) nevezzik minden mds esetben, vagyis ha a sorozat nem kon-
vergens. [

2.12. Megjegyzés. Hat persze: ha az adott (barmilyen) kérnyezeten kivil sorozat
elemei kozil legfeljebb csak az ao, ..., an, tagok lehetnek kivil, akkor az ng -tol
kezdbodoek mar csak bent lehetnek. Ugyanezt forditva is elmondhatjuk: ha az ng
-tdl kezd6do tagok mind a kornyezeten belil vannak, akkor a maradék ag, ..., a,
tagok - a sorozat eleje - mdr lehet akdr a kornyezeten kivil is!

0

A fenti definiciét (kornyezet, véges sok elem kivételével) alaposan dtgondolva
a kovetkezoképpen is megfogalmazhatjuk:

2.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat véges hatdarértéke (=limesz,
lat.) az A € R szam (ha létezik), ha teljesiil a kovetkezt:

tetszbleges € > 0 pozitiv szamhoz ("hibahatér ") létezik olyan ng € N természetes
szam (ugynevezett "kiiszobszam "), amelyre: tetszbleges n > ng szdmra:

la, — A]l < e . (2.5)
Kuvantorokkal:
(Ve > 0)(3ng € N) (Vn € N) han >mngakkor |a, —A4|<e. (2.6)
A fenti A € R szdmot igy jeloljik:
lim a, =A wvagy masképpen a, — A. O (2.7)

2.14. Allitas. Bdarmely (ay) sorozatra a fenti|2.11, és . Definicick ek-

vivalensek (azonos értéki, lat) , vagyis ugyanazt a végeredményt (konver-
gens/divergens, A € R) adjék. O
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2.15. Megjegyzés. (i) A fenti , Definicid és benne és (@) valdban
azt fejezik ki, hogy a sorozat a, tagjainak az A szdmitdl vald tdvolsdga € -ndl is
kisebb lehet, vagyis € -ndl is kézelebb keriilnek egymdshoz.

(ii) Mindkét definicicban nagyon lényeges "aprésag”: a sorozat mg utdn
kovetkezd Osszes eleme koteles a kijeldlt kérnyezeten belil lenni. Gondoljuk
csak meg: semmiképpen sem engedhetiink meg egyetlen kivételt sem! "Cserébe”
semmi megkotésink nincs ng -ra: akdrmilyen "bodilt" nagy is lehet. Mdsképpen
fogalmazva: ha pl. a sorozat 106 , 1010, 1010 , ... sorszdmi tagjait kiszamitjuk
- semmivel sem jutottunk elobbre!

(#ii) Masik fontos mozzanat: a|2.10, Definicidban leirt ill. a kévetel-

ményeknek minden € > 0 szdmra teljestilniik kell, még -nél kisebbre

1010
is! A hétkoznapi gyakorlati problémdkndl (asztalos, sebész, atomfizikus, anndl
is pontosabb, ... , csillagdsz) ugyan mindig van a lehetséges és a megkovetelt e

pontossdgnak (thréshatdrnak) korlatja, mondjuk "legkisebb” e , azonban a mate-
matika olyan fogalmakat és Osszefiiggéseket vizsgdl, amik mindenkinek, mindig
megfeleloek kell, hogy legyenek!

(iv) Mint tobbszor, példdul a m "Sorozatok nagysdgrendje" Tétel ,
Megjegyzésében tapasztaljuk: egyelore (ebben a tantdrgyban) csak a kizelités
(konvergencia) tényét tisztdzzuk, konkrét hibabecslés / kiiszobszdam vizsgdlat mdr
nem fér konyviinkbe. Pedig ez lenne a gyakorlatban a legfontosabb, mint példdul
Newton gyvkvoné [2.67] Algoritmusa, egyenlet gyvkének kozelitése intervallum
felezéssel [{.33 Algoritmus, mindenféle numerikus integralds a[7.5 fejezetben,
stb.

(v) A képletben bevezetett nyil (—) jelolésnél, megdllapodds szerint
mindig az n bettl tart +o0o -be, még ha a képletben mas betti is van. Amennyiben
ki akarjuk hangsilyozni, hogy melyik betl, "vdlik végtelen naggyd”, akkor ezt a
— ald vagy folé irjuk:

F(m,n,..) — A (2.8)
n—oo

(vi) A hatdrértékkel szoros kapcsolatban van a torléddsi pont fogalma,

helysztike miatt mi nem foglalkozunk vele. [

Lényeges, hogy amit keresiink, abbdl hdny lehet:
2.16. Tétel. Egy sorozatnak legfeljebb egqy véges hatdrértéke lehet.

Bizonyitas. Hdt hogy is nézhetne ki: ide is és oda is "kozeledik"?

| A1 — As

Precizen: ha a,, — A és a, — Ay , akkor ¢ < valasztdssal Aq

és As -nek e sugari kornyezetei diszjunktak, ezért akdrmilyen ng -t vélasztunk
is, a sorozat dsszes mg utdni tagja nem tud egyszerre mind A; mind Ay -nek e
sugari kérnyezetébe esni. ]

A "Sorozat végtelen hatdrétéke" Fejezetben definidljuk sorozatok végte-
len hatarértékeit is, amelyekbdl szintén csak egy lehet, s6t minden sorozatnak
vagy véges vagy végtelen vagy egyik hatdrértéke sincs. A fenti Tétel ilyen
irdnyu éltaldnositdsa a [2.31] Tétel

A gyakorlatban a kovetkez6 eredmények segitik szdmoldsainkat:
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2.17. Tétel. (Alapmiiveletek és véges hatdarértékek)  Tegyiik fel, hogy
az (an) és a (by) sorozatok konvergensek és hatdrértékik A,B € R, vagyis
a, — A ésb, — B . Ekkor

(i) az  an+by,, an—0by, ap-b, sorozatok is konvergensek és

(an+bn)_>A+B7 (a'7L_bTL)_>A_B7 (an'bn)_)A'Ba

.. : ) A
(i) b, #0, B #0 esetén az Z—n sorozat s konvergens és % —5-
n n
(iii) 0 < A esetén az (a,)"™ sorozat is konvergens és (a,)’™ — AB . O

2.18. Megjegyzés. A fenti tételek ugyan szemléletesen nyilvinvaldak, de bi-
zonyitdsuk nem hagyhato el.

Az (ii) és (iii) pontokban tett megszoritdsok lényegesek: az (ii) pont B = 0 esetét
2.84. Tételben, mig az (iii) pont A =0 illetve b, — +o0 eseteit . Tételben
targyaljuk. [

A fenti tételek segitségével dltaldban a vizsgalt sorozatokat kisebb részekre
tudjuk bontani és a részeket kiilon-kiilon vizsgdlhatjuk.

Az aldabbi megjegyzésben egy gyakori hibdra és annak elkeriilésére hivjuk fel
a figyelmet.

2.19. Megjegyzés. Tiltott hatarérték-szamitas.
Mi a hiba példdul a kovetkezo levezetésben:

1 n
ROSSZ: (1 + ) — 1" — 1 "hiszen 1 -nek bdrmelyik hatvinya 1 ." ¢
n

A végeredmény biztosan, hiszen a. Tétel osszefiliggése alapjan
1 n
(1+) — e~ 2718 #1.
n

De hogyan rontottuk el? Figyelmesen olvassuk el a kovetkezoket:
1
Az elsé nyil nem azt jelenti, hogy a hatvany alapja, vagyis 1+ — =1

hanem csak azt, hogy nagyon kézel van 1 -hez! Marpedig tudni illik, hogy az 1l -
nél nagyobb szdmok hatvinya még nagyobb, foleg ha a kitevd is egyre nagyobb.
Tehdt hidba egyre kisebb az alap, hidba kiozeledik egyre jobban 1 -hez, sohasem
irhatunk helyette pontosan 1 -t.

A tanulsdg: csak egyetlen nyilat rajzolhatunk (nyilak nem folytatédhatnak),
vagyis "— " esetén az sszes n -nek egyszerre kell 400 -hez tartania (és nem

kilon-kiilon)! O

[SzK] -ban nagyon sok sorozat hatdrértékét szamoljuk ki, részletesen.

2.3. Konvergencia és korlatossag

A és Tételekben szerepld kornyezetek végesek és benniik taldlhaté
a sorozat Osszes eleme, a kivételek szama pedig véges. Tehat "nyilvdnvaléan":

2.20. Tétel. Ha egy sorozat konvergens, akkor korldtos. [

(Persze kell egy bizonyitas is.)
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2.21. Kovetkezmény. Tehdt: nem korldtos sorozat nem lehet konvergens, nem
lehet véges hatdarértéke. ("Végtelen" hatdrértéke még lehet, Id. a.Deﬁm’—
ciot.) O

2.22. Megjegyzés. Ne keverjiik dssze: a konvergencidanak sziikséges ("muszdj")
feltétele a korldtossdg, de nem elégséges, vagyis eqy sorozat korldtossagdabol még
messze semmit sem tudunk a konvergencidjarol! Az aldbbi példadk is ezt mutatjdak.

(Ldsd még az aldbbi[2.27 Tételt is.) O

2.23. Példa. (i) A (—1)" , sin (n %) vagy sin (n) sorozatok korlatosak de

nyilvdnvaldan nem konvergensek.
(Véletleniil az elsd kettd periodikus (ismétlédd, lat.) helyszlike miatt soroza-
tok periodikussdgdval sem foglalkozhatunk.)

n3 +953n% + 132 978

(ii) Példdul a  d,, = 51972 — 5 601n sorozat konvergens tehdt korldtos

is. Azonban a korldtokat "kiszoszmdotolni” mar nem olyan egyszert feladat, igy
a korlatokrol csak egzisztencidt (létezés, lat.) tudunk, magukat a korldtokat
mdr nem. (A feladat megolddasat megtaldljuk [SzF]-ben.) O

Konnyti és hasznos az aldabbi tsszefiiggés is:

2.24. Tétel. Ha (ay) korldtos sorozat és b, — 0 akkor a,-b, — 0 .
(Szemléletesen: (ay) hidba "Osszevissza hulldmzik", b, lenyomja 0 -ra hiszen

(an) mérete korlatozott, b, pedig 0 -ra zsugorodik. Ez persze csak bizonyitdsvézlat.)
O

2.25. Példa. A (—1)" vagy sin (n2) sorozatok ugyan nem konvergensek de (legaldbb)
korlatosak, igy példdaul kénnyen ldatjuk:

(_1)n _ nl
n =D n_)o
és ) )
M:sin(rﬁ)-%ﬂo, O

2.26. Megjegyzés. A fenti tételhez hasonld (vagy éppen ugyanaz) a. Té-
tel.

A kovetkezd osszefiiggések bizonyos mértékben a[2.20] Tétel megforditdsai:

2.27. Tétel. (i) Ha egy sorozat korldtos és monoton (akdr csékkenéd akdr novd),
akkor konvergens.
(ii) Monoton ndévd és feliilrol korldtos sorozatnak van véges hatdrértéke.

(iit) Monoton csbkkend és alulrol korldtos sorozatnak van véges hatarértéke.
O

2.28. Megjegyzés. (i) Ismét hangsilyozzuk (mint szamos helyen), hogy a
"konvergens " és "van véges hatdrértéke " kifejezések (matematikailag) ugyanazt
jelentik.

(ii) A fenti[2.27 Tétel folytatdsa a[2.39 Tétel O
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2.4. Sorozat végtelen hatarértéke

Ha egy sorozat elemei nem kézelednek valamilyen A € R valds szdmhoz (a
fenti "szigord" azaz Definiciék szerint), akkor még nem biztos, hogy
a teljes kdosz szerint "mozognak" a szdmegyenesen. Példdul minden hatdron til
novekedhetnek, "kozeledhetnek" +oo vagy —oo -hez. (Erre taldltdk ki elméleti-
leg a bovitett szdmegyenest, 1d. aDeﬁm’ciét.)

2.29. Definicié. (Sorozat végtelen hatdrértékei)

(i) Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatdrértéke (=limesz, lat.) +oo ,
ha tetszbleges p € R szdm esetén van olyan n, € N természetes szdm (=un.
kiiszobszdm), amelyre teljestl o kovetkezd: minden n > n, index esetén  ap,>p .
Kvantorokkal:  (Vp € R) (In, € N) (Vn >n,) an>p .

A fentieket gy jeloljik: — lim a, =+o0o wagy a, —+00 .
n—oo

(ii) Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatdrértéke —oo , ha tetszbleges p € R
szdm esetén van olyan n, € N természetes szam (=un. kiiszébszam), amelyre
teljesiil a kévetkezo: minden n > n, index esetén  a,<p .

Kvantorokkal:  (Vp € R) (3n, € N) (Yn >n,) a,<p .

A fentieket tgy jeldljik: — lim a, =—oco wvagy a, ——00 .
n—oo
(iit) A lim a, = oo vagyis a, — +oo jeldlés azt jelenti, hogy vagy
n—oo
an, — +00 vagy a, — —oo . [

Vegyiik észre, hogy a fenti definicié két pontja csak a szines jelekben ("le"
és "fel") kiilonbozik!

2.30. Megjegyzés. A szokdsos terminoldgia (szakkifejezés, lat.+gor.) szerint
a fenti esetekben a sorozatnak van hatdrértéke (a +oo ill. —oo szimbdlum),
de mivel ez a hatdrérték nem véges szam, ezért a sorozatot divergensnek (nem
konvergens) tekintjiik.

Hangsulyozzuk: egy sorozat kizdrdlag csak akkor konvergens, ha van véges hatdr-

értéke (Id. a|2.11] Definiciot). O
Az aldbbi fontos eredmény a Tétel dltalanositasa:

2.31. Tétel. Egy sorozatnak legfeljebb egy végtelen (400 vagy —oc) hatdrértéke
létezik, de akkor nem lehet véges hatarértéke.

Kivetkezésképpen: ha egy sorozat konvergens (van véges hatdrértéke), akkor
végtelen hatdrértéke nem lehet.

Osszefoglalva: egy sorozatnak legfeljebb egy hatdrértéke létezhet (akar véges
akdr végtelen). O

Az aldbbi Tétel folytatédsa a [2.27 Tételnek:

2.32. Tétel. Ha a sorozat monoton novo de felilrol nem korldtos, akkor hatdarértéke
= 400 .

Ha a sorozat monoton csokkend de alulrél nem korldtos, akkor hatdrértéke =
-0 . (]
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A fejezet hatralevo részében megprobaljuk felderiteni a végtelen hatarértékek
és az alapmifiveletekkel kapcsolatos 6sszefiiggéseket. Nagyon tigyeljiink: a [2.33]
és[2:34] Tételekben hasznalhaté szabdlyokat, mig a Tételben figyelmeztetéseket,
un. "hatdrozatlan alakok" gytjtottiink ossze. Mivel sokszor taldlkozunk veliik
és konnyti osszetéveszteni 6ket, nagyon vigydzzunk: nagyon veszélyesek!

Az elst (konnyli) eredmény a Tétel folytatdsa (vagy taldn ugyanaz).

2.33. Tétel. (o) S S0haceR tetszoleges rogzitett szam.
n

(i) Altaldban:  ha (a,) korldtos és |by| — oo akkor % —0.

n
Bizonyitas. Az

" 1
an:an~azkorldt03*0—>0

atalakitds miatt ez a Tétellel egyenértékii (ekvivalens). =

2.34. Tétel. (Végtelen hatarérték - szabdlyok)  Legyenek a, — +oo ,
by, — 400 és (cn) , (dy) tetszbleges sorozatok.  Ekkor

(o) —a,— —oo, roviden: " (—=1) - (+00) = —o0 ",

(i) an + b, — +oo , roviden: " 400 + 0o =00

(ii1) ha (c,) alulrdl korldtos, akkor a, + ¢, — o0 ,
roviden: " 400 — K = +o00 ",

(132) ha (cy,) felilrol korlatos, akkor —ay + ¢, — —o00
roviden: " —oo+ K = —c0 ",

(ii1) K - ay — +00 és%—>+oo ha K >0,

réviden: " K - (+o0) =00 " és " % =00

n

(ii2) K - a,, — —0 és%ﬂfoo ha K <0,

roviden: " —K - (4+o00)=—-0c0 " és " % =—o0 ",
K
(ivl) — —0, roviden: " e 0 " barmilyen K € R szdmra,
an 00
korl
(iv2) Z—Z — 0 ha (cn) korldtos,  réviden: " % =07

1
(v1) ha ¢, — 0 és ¢, > 0 véges szamu kivétellel, akkor — — oo ,
Cn

roviden:

Cn
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(vil) ha ¢, -nek van pozitiv alsoé korlatja , akkor a, - ¢, — +00 ,

(vi2) ha c,, -nek van negativ felsé korlatja , akkor ay, - ¢, — —o0 ,

(viil)  (an)"™ — 400 , roviden: " +oot™® =00 ",
(vii2)  (fa,) "™ =0, réviden: " (+o0)” T =0 ",
(vii3) ha ¢, — 0 akkor (c,)"" — 0, réviden: " 0T =0 ",

an

(viiil) ha ¢, — 0 és ¢, > 0 véges szama kivétellel, akkor (c,) " — +o0 ,

S "

roviden: " (04)"° = 400 ",

(vi1i2) ha c, — 0 és ¢, < 0 véges szdmii kivétellel, akkor (c,)” " — —oo ,
réviden: " (0—)" " = —o0o ",
(ix1) ha a,< ¢, véges szami kivétellel akkor ¢, — +oo ,

(ix2) ha d,, <—a, véges szami kivétellel akkor d,, —» —oco . O

2.35. Megjegyzés. Preciz (bonyolult) bizonyitds helyett probaljuk meg sajdt
jozan esziinkkel megérteni a fenti dllitdsokat. Példdul:

"bodilt nagy + bodilt nagy szintén bddilt nagy" - ez (1),

"bodiilt nagy £ nem til nagy az még b6dilt nagy” - ez (iil),

"valamit nagyon sokfelé osztva nagyon kicsit kapunk” - ez (iv), stb.

Ne feledjiik azonban, hogy +oo és —oo nem ugyanaz (("egyik erre van mdsik
arra”)), mint hasonldan: +0 és —0 sem keverhetd éssze (bar mindkettd kicsi,
0 -hoz van kozel, de nem ugyanazon oldaldn, és eqyik reciproka +o0o , mdsiké
—o0 ). O

Most a végtelennel kapcsolatos problémdkra hivjuk fel a figyelmet.

2.36. Példa. Tekintsiik a kovetkezd problémdkat:
n? + 456n — 92
'1 1. e :?

(i) 7500 ’

™n? + 456n — 92
im =7,
n—oo 2n? — 92n + 7590

n? + 456n — 92

2) i —?
(i3) M e 17590

(ii1) lim (V3nZ+3n—5—v2n? +40n +5) =7,

Ju—

(i2)

(i2)  lim (V3n2+3n—5—3n2 +4n+7) =7,

(ii3) lim (V3n2—3n—5—3n2 —3n +8) =7 .
n—oo

Az (i) -beli feladatok mind 2 tipusiak, az (ii) -beli feladatok pedig "oo — oo
00

. z z . z oz Zz m
tipusiak. Sajnos ez még kevés informdacid, nem léteznek sem "— = .." sem
00

oo — oo =..." tipusi tételek!
Miért kevés az informacié? Kiszamolhaté (HF wvagy ld. [SzF] megolddsait),

hogy: lim(il) = oo , lim(i2) = 5 lim(i3) = 0 , és hasonldan lim(iil) = oo ,
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-1
lim(#i2) = ——
2V/3

00
Ez pedig azt mutatja, hogy a — és oo — oo tipusi feladatok eredménye sokféle
00

és lim(ii3) =0 .

lehet (még tobb féle, mint a fenti példakban), ezért hivjuk a 2 65 00 — 00 t-
o)

pust problémdkat (és még az aldbbi[2.57 Tételben felsoroltakat) hatdrozatlan

alakoknak.

Minden hatdrozatlan alak esetén tilos bdarmilyen eredményt rdvdagni, a helyes

valasz: "még nem tudjuk, tovabbi vizsgalat sziikséges” !

Tovdbbi kidolgozott feladatokat taldlunk (a tébbi tipusd hatdrozatlan alakokra is)
példaul [SzK] -ban. O

2.37. Tétel. (Hatdrozatlan alakok)

0
(+00) = (+00) , 0-00, —, =, 1% oo, o, 0,

0
a fenti képletekben példdul 0 (vagy 17°°) azt jelenti, hogy lim a, = 0 és
n—oo
lim b, =0 esetén lim dn hatdrozatlan (illetve lim ¢, =1 és lim d, =
n— 00 n—oo b, n—oo n— oo

+oo esetén lim  (c,)™ hatdrozatlan). Az elbjel nélkiili oo jel helyett frhatunk

n—oo
akdr +o00 akdr —oo jelet, s6t még az is elég, ha lim |d,| = oo .
n—oo
Tovdbbad: (—o0)™™ dltaldban nem is értelmes (mert az alap negativ, a
kitev is sokféle lehet), ugyanez igaz ¥/o0 , 0¥ és 00 -ra is. 0000, 07,
c
— is altalaban hatdrozatlan, ha az eldjeleket nem tudjuk. (Elbjelek ismeretében

00
Id. pl. az el62612.54 Tétel (viiil) és (viii2) eseteit). O

2.38. Megjegyzés. Ide tartoznak még a[2-6 "Nevezetes sorozat-hatdrértékek"
fejezet képletei is.

2.39. Gyakorlat. Keresstink legaldbb kettd példdt mindegyik hatdrozatlan alakra,
kiilonbozo végeredmeényekkel. (Ld. pl. [SzK] vagy [SzF].)

2.5. Rendorszabaly, részsorozatok

Ha egy bonyolult sorozatot iigyesen tudunk alulrdl és feliilrél egyszeriibb
képletekkel megbecsiilni (korldtozni), akkor hasznaljuk a Rendérszabélyt:

2.40. Tétel. Legyenek a, , b, , c, tetszbleges sorozatok, és tegyiik fel, hogy
an < b, <c, (2.9)

teljesiil véges sok n kivételével (vagy masképpen: létezik olyan ng € N kiiszib,
hogy @/ teljesiil minden n > ng esetén).

Ha ezenkiviil létezik olyan A € R wvalds szam, amely kozds hatdrértéke a,, és
cn -nek is (vagyis a, — A és ¢, — A), akkor b, -nek is hatdrértéke A , vagyis
b, — A .

Mas szavakkal: ha a, és c, konvergensek és hatdrértékiik megegyezik, akkor b,
s konvergens, és hatdrértéke az eloz0 kézos érték.

A fenti dllitas igaz az A = 400 és az A = —oo esetekben is (ekkor persze

egyik sorozat sem konvergens). [
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2.41. Megjegyzés. A szemléletes elnevezés osszefoglalja a lényeget: ha a két
széls6 renddr (a,, és c,) kovetkezetesen ugyanoda tart, akkor a kézrefogott is
kénytelen ugyanoda tartani (konvergdlni).

[SzK] és [SzF] -ban taldlhatunk kidolgozott példdkat a rendérszabdlyra (is). O

A és Definiciékban, mint tudjuk a (2.5 kovetelményt "a sorozat

tagjai a kornyezetbe esnek" csak véges sok kivételtdl eltekintve koveteljiik meg
(csak n > mg esetén). Vagyis véges sok elemre ha (2.5) nem teljesiil, akkor
semmi sem vdltozik! Ebbol konnyen kovetkezik az aldbbi hasznos eredmény:

2.42. Tétel. A sorozat elsd akarhdny, de véges sok elemét elhagyva / pétolva
/ mddositva / ... a sorozal konvergens vagy nem konvergens volta, hatdrértéke,
sot korldtossdga sem vdltozik meg. [

Ha a sorozatbdl csak tagokat hagyunk el, akkor részhalmaz helyett rész-
sorozatot kapunk. Ez szemléletesen ugyan érthetd, de matematikailag sziikség
van precizebb definiciéral
2.43. Definici6. Legyenek (a,) 2% és (bm) >, tetszbleges sorozatok. A (by,)
sorozat részsorozata az (a,) sorozatnak, ha minden m -re létezik olyan
n=n, € Nindex: by, =ay, , és az n,, szamok szigorian monoton novoek.
Mésképpen: A (by,) sorozat részsorozata az (a,) sorozatnak, ha van olyan
[+ N — N szigordan novo figgvény, amelyre

bm = CLf(m) . g (210)

2.44. Példa. Legtobbszor a sorozat minden mdsodik (pdros vagy paratlan sorszdmi)
tagjdat szoktuk kivenni.

2.45. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata is konvergens, és minden
részsorozat hatdrértéke megegyezik az eredeti sorozat hatdrértékével.
Azaz: ha a, — A akkor b,, — A minden (by,) C (ay) részsorozat esetén.
Megforditva: Ha egy (a,) sorozat minden részsorozatdnak van hatdrértéke
és ezek a hatdrértékek ugyanazon A € R walds szam, akkor az eredeti (a)
sorozatnak is az A szdm hatdrértéke.

A fenti dsszefiiggések érvényes az A = +o00 és A = —oo esetekre is. [

2.46. Megjegyzés. Vigydzzunk: a fenti Tétel megforditisat azért fogalmaz-
tuk ilyen korilményesen, mert nem elég csak a "minden részsorozatinak van
hatdrértéke" feltétel. Példdul az a, = (—1)" sorozat pdros indexti részsorozata
by = (=1)2% = 1 és pdratlan indexti részsorozata ¢, = (—1)** ™ = —1 mind-
kettd konvergens hiszen konstans sorozatok, de mivel kiilonbéz6 a hatdrértékiik,
az eredeti (ay) sorozatnak nincsen hatdarértéke.

Az bsszes részsorozatot lehetetlen mind meguizsgdlni, hiszen nem csak egysze-
riien végtelen sok (!) wvan beldle, hanem rdaddsul kontinuum sok is, ami egy
"még nagyobbik végtelen". (A kiilonbozb végtelen szdamossdgokrol példaul hon-
lapomon a

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Szamosslwww.pdf

dokumentumban olvashatnak az érdeklodok.)

Azonban, ha a meguizsgdlt részsorozatok példaul lefedik az egész sorozatot -
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vagyis az (ay,) sorozat mindegyik elemét tartalmazza valamelyik vizsgalt rész-

sorozat (pl. a pdros és paratlan indexti tagok) - és ezen részsorozatok hatdrértékei

ugyanazok, akkor mar biztosan kovetkeztethetiink az egész sorozat konvergensségé-
re. [

2.47. Példa. Gyakran taldlk:ozunk% tipusi feladatokkal: — lim 2 ghol

n—00 QA

¢
lim ¢, =c#0 és lim a, =0 . Nyilvinvaldan a — tortek mérete co

n— o0 n— o0 [e7%

Qn

-hez kézelit, vagyis  lim
n—oo

= o0 . Azonban +oo és —oo nem ugyanarra

vannak!

Ezért meg kell vizsgdlnunk a nevezo elbjelét, azaz kiilon kell vdlasztanunk b, ele-
mei kozil a negativ és a pozitiv tagokat (részsorozatokat). Ha mindkét féle tagok
részsorozata végtelen, akkor a (2.3} Tétel szerint e két részsorozat egyikének

c

hatdrértéke +o0o mig a mdsiké —oo . Ekkor pedig az eredeti — sorozatnak
an

nincs (semmilyen) hatdrértéke! O

A " Hatdrértékek végtelenben" fejezetben ismertetett Atviteli Elv, vagyis
a[L.7] Tétel kapcsolatot mutat fiiggvények végtelenben vett és sorozatok hatédrérté-
kei kozott. Ez alapjén pedig példdul a [5.59] Bernoulli-L’Hospital szabdlyt is
haszndlhatjuk sorozatok hatdrértékeinek kiszémitdsdhoz.

Részletesen megoldott feladatokat taldlunk [SzK], [SzF] és [www0] feladat-
gytijteményekben.

2.6. Nevezetes sorozat-hatarértékek

Hasznos lesz megismerniink néhdny, tobbszor eléfordulé hatérértéket, alkal-
mazdsuk altaldban megkonnyiti szamoldsainkat.

2.48. Tétel. Hatvanysorozatok:

0 haa<0
n*—=4q¢ 1 hoa=0 (xeR) . O (2.11)
o haa>0

2.49. Megjegyzés. A [I.1.1. "Hatvanyfigguények" fejezet 1.0, Megjegyzése
alapjan tudjuk, hogy kilonbézé o kitevdkre az n® hatvinyok sokféle fliggvényt
roviditenek (tortek, gyokok), ezért mindig probaljuk meg a wvizsgdlt kifejezést
hatvanyalakban felirni (ha lehetséges). O

2.50. Definicié. Mértani sorozatnak nevezzik az olyan (ay,),-, sorozatokat,
amelyekben (a masodiktol kezdve) barmelyik tag és az azt megeldz6 tag hdnyadosa
dllandd, vagy mdasképpen: an41 = an - q ahol ¢ nem fiigg n -tol. Ezt a q
hanyadost a mértani sorozat kvéciensének (quotient=hdnyados, lat.) nevezziik.
O

2.51. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az dltalunk haszndlt jelélésekkel minden
sorozat az ag taggal kezdodik, igy a mértani sorozatok is!
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2.52. Tétel. (Mértani sorozatok)

0 halgl<1 geC

n 1 hag=1

"= e ser - O (2.12)
div  mdaskor qgeC

2.53. Definicié. Tetszbleges (an) g . (bn), - sorozatokra az a, < b, jelslést
haszndljuk akkor, ha a (by,) sorozat végtelen sokszor nagyobb az (a,) sorozatndl,

Vagyis

b
a, < b, g lim = =400. O

n—00 (U

2.54. Tétel. (Sorozatok nagysdgrendje) Tetszbleges a,b,k € RT | 1 < b
pozitiv szdmokra

log, n < n® < b" < n! < n” (a,b,k e RT |, 1<b) (2.13)
azaz
k pr | n
& — 00, — —00, &—>oo, LS (2.14)
log, n nk b n!

vagy masképpen:

1 n !
%." o " o Y o ™ _ o O (2.15)
n

nk n!

2.55. Megjegyzés. Kis n értékekre ugyan nem hisziink a szemiinknek. Pl.
probaljunk meg b = 1.001 és k = 6249 esetén olyan n € N szdmokat keresni,
v

amelyekre v >1, azaz

1.001™ > n%249 (2.16)

Csak zsebszamoldgépiink korldtait vessziik észre, hogy ilyen n -et nem taldlunk,
pedig a osszefiiggés igaz erre a b alapra és k kitevore is !

Az aldbbi dbran is csak kis n szdmokat tudtunk dbrdzolni (de valami azért
mégiscsak latszik), vagy a szerzo honlapjan szerepld [www7] tdbldzatot ajanl-
hatjuk még tanulmdnyozdsra.
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| | | | | |
2 3 4 5 & 7 8 n

Alapfiigguények nagysdgrendje

Felhivjuk o figyelmet, hogy a fiiggbleges (y) tengely mentén dsszenyomtuk az
abrat (mert a nagyon nagy értékek mar nem fértek volna el a papiron). Rdaddsul
nem eqyszertien felére vagy c -ed részre tortént ez az dsszenyomds, hanem y
néovekedésével egyre nagyobb mértéki az dsszenyomdas: ugyanakkora széles viz-
szintes sdvba eredetileg pl. 256 , 512 , 1024 , ... sdvot "gyomdoszéltink” bele.
Az y -tengelyen igy kapott beosztist logaritmikus skdldnak is nevezik, mert
minden "y " felirat az origétdl log (y) tavolsdgra van (esetinkben log,). Hasonlo
abrakat taldlunk foldragzi atlaszokban a légkor (szférdk) dbrazoldsindl. O

Végiil néhény fontos osszefiiggést ismertetiink.

2.56. Tétel.

Ya—1 (aeRY), ¥n—1, Vnl-o+oo . O (2.17)
2.57. Tétel.
t n
(1 + ) — e (teR) . O (2.18)
n

2.58. Definicié. Specidlisan t = 1 esetén (1 + %)" — e & 2.718281828 az
ugynevezett EulerEP -féle szam ami nem azonos az Fuler-allanddéval

1 1 1
C:= lim ( +-+ ..+ o In (n)) ~ 0.57722 .

n—oo \ 1 2

O

2) Leonhard Euler (1707-1783) svdjci matematikus.
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2.59. Megjegyzés. A fenti osszefiliggésben, illetve a, Definiciéban
szerepld (1 + %)n sorozat nagyon lassan kozelit az e szamhoz: n = 1000 esetén
an = (1 + %)n csak kettd tizedesjegyre pontos, mign = 10% esetén a pontossdg
ot tizedesjeqy!

Ellenben, a|3.9 "Nevezetes sor-hatarértékek” fejezet dsszefiiggésében sze-

1 1
replo b, = a+i+§+...+—' sorozat marn = 10 esetén is hét tizedesjegyre
pontos! O

2.7. Néhany moddszer sorozatokhoz

Ha nem a kozelités pontossdga a lényeg hanem csak a hatarértéket szamoljuk,
vagyis ha nem pepecseliink € és ngy értékeivel, akkor az el6z6 " Nevezetes
sorozat-hatarértékek" eredményei mellett még néhény, dltaldnos gondolatmenetet
(moédszert) haszndlunk, az "n bédiilt nagy" kijelentésen tul.

Az alabbi rovid lista nem pétolja a gyakorldst (pl. az [SzK] és [SzF] feladat-
gylijtemeények segitségével)!

2.60. Megjegyzés. *1) s alaku torteknél egqyszertisitsiik a tortet a nevezd
00

nagysdgrendjével,

*2) ( =/ ) alaki kifejezéseket bévz’tsdk( S+ ./ ) -el, vagyis haszndl-

Juk az aldbbi sémdt:
v )lv v
(v=+v7)

*3) (00) — (00) alaku kilonbségeket alakitsuk szorzattd, vagyis emeljik ki
beloliik az egyik tényezot. Mdasképpen: haszndljuk az aldbbi sémdt:

B
pea (i)

B
és a i tort vizsgalatandl haszndljuk o fenti % 1) mddszert vagy a|2.34 Tétel

(v=-v)=

’

(i), () vagy (v) pontok valamelyikét.
*4)  (an)™ alaki hatvdnyokndl haszndljuk a . Allitdshoz hasonls
(an)b" = exp (b, - In (ay,)) = ebr1nlan)

dtalakitdst. O

2.8. Bolyai Farkas algoritmusa

Bolyai Jéno apja, Bolyai Farka a pénziigyi (kozgazdasdgi) szamita-
sokban fontos
" =a+z (m>2 meN,acR") (2.19)

3) 1802-1860 (Kolozsvér-Marosvasarhely) a legnagyobb magyar matematikus.
4) 1775-1856 (Bolya-Marosvésarhely) magyar matematikus.
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in. trinom (hdromtagi, gor.) egyenletek kozelitdé megolddsdra adott egy
egyszeril eljardst, amit a szakirodalom Bolyai-algoritmus -nak nevez.

2.61. Algoritmus. A egyenlet megolddsdhoz szamitsuk ki az aldbbi sorozat
elemeit: legyen

20:=0 &8 xpy1:= Va,+a (neN), (2.20)

vagyis t1 = ¥a , To= Ya+ ¥a, x3= Va+ ¥Va+ Va, .. .

Ekkor
= lim xz, (2.21)
n—oo
a egyenlet (egyik) pontos gyoke. O
Természetesen sziikségiink van az Algoritmus helyességének ellendrzésére:

2.62. Allitas. Tetszbleges m € N, m > 2 és a € Rt esetén a sorozat
monoton novd és felilrtl korldtos, gy létezik a hatdrérték.
Tovabbd, x' egy pontos gydke a egyenletnek. [

2.63. Megjegyzés. A gyakorlatban persze megdllunk valamennyi N lépés utdn,
és v eqy kozelitd megolddsa a egyenletnek.

A egyenlet gyokének fenti iterdcios sorozat valé megaddsa. Bolyasi
Farkas ondllé matematikai eredményei kozil kilfoldon ez az eljards, az in.
Bolyai-algoritmus vdlt legkordabban ismertté (R. Baltzer, Die Elemente der Math-
ematik, 1860). A trinom egyenletek megolddsdat akkoriban a pénzigyi élet is
sziikségessé tette, mivel a jaradékszdmitds un. kamatldbproblémdja pont ilyen
egyenletek megolddsat igényelte.

Tudomdsunk szerint még ma is ezt a képletet haszndljik a szamitdgépek.

2.64. Megjegyzés. A témdrdl bovebben az alabbi helyeken olvashatnak az Erdek-
16dok:

- Bolyai Farkas: Tentamen [UVENTUTEM STUDIOSAM IN ELEMENTA
MATHESEOS PUR ELEMENTARIS AC SUBLIMIORIS METHODO INTU-
ITIVA EVIDENTIAQUE HUIC PROPRIA INTRODUCENDI, CUM APPEN-
DICE TRIPLICI = hitp://mek.oszk.hu/06500/06507/ ,

- Szabo Péter Gabor: Bolyai Farkas szamelméleti vonatkozdsi kéziratos hagya-
téka, Természet Vilaga, 2003. I. Bolyai-emlékszdm,
http://www.chemonet.hu/TermVil/ , http://www.kfki.hu/chemonet/TermVil/
- Szabo Péter Gabor: A Wilson-tételnek és megforditisinak bizonyitdsa Bolyai
Farkas kéziratos hagyatékaban (kézirat). Publikdlds alatt a szegedi Polygon cimi
folydiratban, hitp://www.inf.u-szeged.hu/ "pszabo/Wilson.ps.gz

- [www7]

2.9. Newton gyokvoné mdédszere
Isaac N ewto—nak is sok bonyolult szamitast kellett elvégeznie, taldn ezért

is fedezett fel olyan sok gyors szdmitdsi algoritmust. Ebben a fejezetben a
(kozelitd) gyokvondsi modszerét ismertetjiik, de érdemes megismerniink példdul

%) Isaac Newton (1643-1727), angol fizikus és matematikus.


http://mek.oszk.hu/06500/06507/
http://www.chemonet.hu/TermVil/
http://www.kfki.hu/chemonet/TermVil/
http://www.inf.u-szeged.hu/~pszabo/Wilson.ps.gz
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még érintébmddszerét (Newton—Raphso mddszer, pl. [U] 303-304.0ld) , és
gyors osztdsi médszerét (pl. Lovdsz Laszlé- Gacs Péter:  Algoritmusok,
Tankonyvkiadés, 1987., 90-91.0ld.).

Newton aldbbi gyskvond algoritmusa nem csak egyszerii, de gyors és pontos
is, ezért is lehet "beépiteni" egyszerii (kulcstartés) szamolégépekbe is. Ha a
kedves Olvasénak volt "szerencséje" a hagyomaényos iskolai négyzetgyokvond
algoritmust megismerni (pl. XX. szd. eleji tankdnyvekbdl), akkor észreveheti és
értékelheti a kiilonbséget!

2.65. Algoritmus. Legyen v € Rt tetszbleges pozitiv szam. /4 kozelitd
kiszdmitdsdhoz tekintsiik az aldbbi szdmokat: vdlasszuk az xg € RT szdmot tet-
szblegesen, és a tovdbbiakban legyen

Ty 1= —En (2.22)

Ekkor a kiszamolt x1,xa, ... értékek kézelitenck /4 -hoz, azaz

lim z,=+~. O

n—oo

2.66. Megjegyzés. A képletet konnyt megjegyezni: az eloz6 x,, szdm és

a — szdmtani kézepét kell venniink (mi is gy érezziik: /5 -nak e kettd érték
Ty

kozatt kell lennie).

Még az is esziinkbe juthat: x, pontosan akkor lenne éppen /v , ha a fenti
szamtani kozép 1s /v -t adna. 0O

2.67. Példa. Szamitsuk ki /10 kozelitd értékét csak a négy alapmilvelet segit-
ségével.

Legyen  xo:=1, ekkor

14+ 10 55+ 22

- Tl — 55, xp= TM = 3.659091 ,
3.659091 + —L0__ 3.196 005 + —2%

T3 = 5O = 3196005, w4 = 5 = 3.162456
3.162456 4+ —A%

05 = 5 3.162456 _ 3 162277665 .

Vegyiik észre: ot lépés utdn mdar nyolc tizedesjegyre pontos az eredmény!
Megjegyezziik, hogy v/10 ~ 3.162 277660 és

(x4)2 = 3.162456% = 10.001 127951 936 ,

(m5)2 = 3.162277 6652 = 10.000 000 030 5579 . O

A fenti Algoritmusnak nem csak a helyességét kell bebizonyitanunk,
hanem gyorsasdgat és pontossdgat is meg kell vizsgdlnunk. Az aldbbi szdmolé-
sokban meglepd eredményeket kapunk ezekre a kérdésekre.

6) Joseph Raphson (1668-1712) angol matematikus.
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2.68. Tétel. Tetszbleges v,v9 € R kezdd szimokra és a képlettel
meghatdrozott tovdbbi szdmokra, n > 1 esetén

(i) zn>7,

(it) az (x,) sorozat szigorian monoton csokken (n > 1),
(iis) lim z, = /7,
()
vy
0<z, < . + 2.23
n-vi<(2702) @y (229

vagy mdsképpen:

2%—1
- VAl< (BFE) @tvd (229

Megjegyzés: (i) és (ii) és a, Tétel alapjin az (x,) sorozat konvergens.

Bizonyitds. (i) A kozépiskoldban tanult szdmtani- és mértani- kozepek

kozotti egyenldtlenséget alkalmazzuk az x,, és l szamokra:

mn +
Tn1 = f

tort nevezdjét az (i) pont alapjén csokkentjiik, midltal a tort

értéke novekszik:

337L+1+z €T +
By = e Tl A (2.25)

és ismét az (i) pont alapjdn

T+l T V7 Tpgl + Tpg
n VT I (2.26)

tehdt (2.25) -t és (2.26)) -t Osszeolvasva kapjuk:  xpi0 < Tpaq -

(iii) A fentiek alapjén x,, konvergens, jelolje « a hatdrértékét:
nlggo zn, = a . Ekkor a 1D Osszefiiggés alapjan

oy + L M, + e
n Tn n—o0 n—oo o
a = hm Tpt1 = lim = =

ahonnan 2a:a+%, 202 =a? 4+~ vagyis a = /7 .

(iv) A bizonyitast 1d. pl. [U] 40.e) feladat megolddsdban a 103-104. oldalakon.
[

2.69. Megjegyzés. Célszerts tehdt a (2.24) egyenlotienségben a (i;ﬁ) tagot

1-nél kisebbnek bedllitanunk (ezzel most nem foglalkozunk), hogy a kivant pon-
tossaghoz (¢) a megfeleld lépésszamot (n) megtalaljuk. Képlet helyett az aldbbi
példat javasoljuk:
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2.70. Példa. Legyenek v =5, 21 =3 (xg nem érdekes).
21 -7 _ 3-V5 3+ 7

1
Ekkor = <=, To = = 7
r1+v7 3+V5 5 ? 9

2 37

1 271—1 7

5 ‘ <(:z L 2.27

e (5> ! (2.27)
1) Innen ldthato: mdr n > 5 esetén | ©,, — V5 | < 10710 , vagyis rs mdar

gy

tiz tizedesjegyre pontos!

A fenti esetben ¢ = 10710 ésng =5 .
i) Hany lépés kell példdul 30 tizedesjeqy esetén, azaz € = 10730 esetén
(12) y lép P jegy )

no =7

Az osszefiiggés szerint az

N7
- .= =103
<5> 3 < &€

egyenlotlenséget kell megoldanunk, ahonnan:

3
2n—1 > 1 e 10—30 ,
0g1/5 (7

3
n > log, <log1/5 (7 . 10_30>> +1~6,4412 ,

vagyis 7 (hét!) lépés utdin 30 tizedesjegy pontossag - fantasztikus !
(iii) Hazi feladat: 100 tizedesjegy esetén ng =7 Taldn 107 Prébaljuk el6bb
megbecstilni, utdina szdmoljuk k/ O

2.71. Megjegyzés. 8 -ndl tobb tizedesjegy szdmoldsdhoz azonban sajnos a zseb-
szamoldgép mar nem elég pontos, hiszen minden x, tagot legaldbb ilyen pon-
tossdggal kell kiszamolnunk. (A . Megjegyzésben ldtni fogjuk, hogy részlet-
szamoldskor is megndhetnek a hibdk, foleg osztdaskor - Newton képletében pedig
ott van a xl tag.)

30 tizedesjegyhez megprébalkozhatunk a Windows zsebszdmoldgépével, de a rész-
letszamoldsok hibdi itt is dsszegytlhetnek, és elronthatjik a végeredményt! O

Kobgyokost is vonhatunk hasonléan:

2.72. Algoritmus. Legyen v € R tetszbleges pozitiv szam. Ekkor & kézelito

kiszamitdsdhoz vdlasszunk egy akdrmilyen xo > 0 kezdd szdmot, és a tovdbbi

kozelitések legyenek

2z, + (JIZ)Q
3

2.73. Tétel. Tetszdleges v,19 € R kezdé szdmokra és a képlettel
meghatdrozott tovdbbi szamokra az (x,,) sorozat konvergens, lim z, = 7,
n—oo

Tnil = 0 (2.28)

ésn > 2 esetén
277,—2

0<my— 7 < (12— {7) 0

3
7) log, (log1/5 (? . 10_100)) + 1~ 8.1659 , vagyis mér 9 azaz kilenc! lépés elég 100
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(A Tétel bizonyitdsa megtaldlhaté pl. [U] 41.feladat megolddsaban, a 104-
105.0ldalakon.)

2.74. Megjegyzés. A tétel szerint tehdt, ha jol eltaldljuk xo ill. 1 -et, akkor
(xg - Qﬁ) < 1 és n novekedésével nagyon gyorsan tart 0 -hoz.
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3. fejezet

Sorok

A (végtelen) numerikus (szdm-, lat.) sorok elmélete legkevésbé kapcsolédik
a fliggvényvizsgdlathoz, de sok alkalmazasnal (integral-, valdészintiség-, kozelitd
szamitdsok, fizika) sziikségiink van r4.

3.1. Altaldnos Osszefiiggések

A Probléma: Hogyan adjunk dssze nagyon sok, pl. wvégtelen sok (esetleg
nagyon kicsi) mennyiséget?
Valosziniileg elészor osszeadndank péar tagot, majd egyre tobbet, és még tob-

bet ... . A matematikusok is igy csindljak:

3.1. Definici6. (o) Tetszdleges ag,aq, ..., an, ... € R valds szamok esetén a
ap+ai+..+a,+ .. (3.1)

végtelen (szimbolikus) "dsszeget” numerikus (szam-, lat.) sor -nak nevezziik,

rovid jelolése
> an . (3.2)
n=0

(i) A sor N -edik részletésszege (N € N tetszbleges)

N
SN = g ap =ag+ a1+ ... +an

n=0

o0
(ii) A Y a, sor konvergens és dsszege az A € R valds szam, ha a rész-
n=0
letdsszegek (sn)n—o Sorozata A -hoz konvergdl: lim sy =A4.
- N—oo

(iit) A nem konvergens sorokat divergensnek nevezzik. O
3.2. Megjegyzés. (i) A Y alatt és folott mindig lényeges, milyen hatdrok dll-
nak, nyilvan az dsszeq figg attol, hogy hany (és mely) tagokat adjuk dssze.

Néha eléfordul, hogy néhdny kis n -re a, nincs értelmezve (vagy értékik nem
lényeges), ekkor a > alatt n = 0 helyett n = ng dll valamilyen ng € N szdmra.

65
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Azonban n > ng esetén minden n -re a,, -nek értelmesnek (értelmezhetonek) kell
lennie, kivétel nélkiil, és értékét figyelembe kell venniink a_ dsszeg kiszamitdsdhoz!
(ii) A azaz kifejezések csak formdalis 6sszeaddsok, hiszen végtelen
sok tagot valdjéban NEM tudunk dsszeadni, ezért kell a részletésszeg és annak
hatdrértéke - definicio!

Sn eqyébként nem mds, mint amit onkéntelendl magunk is csindlndnk: egyenként
osszeadndnk a tagokat (az druhdz futdszalagjan, + / - bonokkal) és a részosszeget
figyelnénk.

(iit) Vigydzzunk az elnevezésekre, nagyon hasonlitanak: — sor # sorozat, Reihe
# Folgende,  pad./ NOCIEO0BAMENHOCTb.,  sequence # series . O

3.3. Allitas. Ha csak a > a, sor konvergencidja a kérdés, akkor lényegte-
len, hogy a . alatt n = ny konkréten mennyi (vagyis, honnan indul a sor
osszegezése).

3.4. Megjegyzés. Legtdbb sorrdl csak azt tudjuk, hogy konvergens vagy diver-
gens, de pontos dsszegét nem, csak kozelitdleg (akdrhdany tizedesjegyre).
o0

Példdul a 3 —; sorokrdl konnyen beldthatd, hogy konvergensek minden s > 1
n=1M

x 1
esetén, de mar s = 3 esetén sem tudjuk —3 pontos dsszegét.
n=1T
A sorok konvergencidjanak eldontésére szolgald mddszereket kritériumoknak

(ismertetbjegy, gor.) nevezik. Alabb csak a legegyszeriibbet tudjuk ismertetni
helysztike miatt, [wwws] -ben példdul sok kritérium megtaldlhato.

(o]

3.5. Tétel. (0. kritérium) Ha egy > a, sor konvergens, akkor az dsszeadandd
n=0

tagok (an) sorozata kételes O -hoz tartani:

anp — 0. (3.3)

A 0. kritérium nem fordithaté meg: -bél még semmi sem kévetkezik. [

1 1 x 1
3.6. Példa. Az — sorozat 0 -hoz tart: — — 0, mégisa Y. — 0sszeg hatdr-
n n n=1T

értéke +oo vagyis divergens, hiszen barmilyen (nagy) N € N esetén

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I

127374576 78 9 10 N =
>t r i
=1 227474747478 "8"8 N
O DRV S I VI SIS S Y

2 4 8

ami nyilvanvaldan akdrmilyen nagy lehet, vagyis 400 -be tart, divergens. [

A mértani sorozatok nagyon specidlisak, a gyakorlatban sokszor taldlkozunk
veliik:

o0
3.7. Definicié. A > ao-q"™ alakid dsszegeket mértani sor -nak nevezzik, ha
n=0

q € R nem fiigg n -tdl (vagyis ag és q régzitett valds vagy komplex szémok). O
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o0
3.8. Tétel. A > ag - q™ alakd mértani sor pontosan akkor konvergens, ha a

n=0
hanyados (q) abszolit értéke 1-nél kisebb: |q| < 1 . (Valds szamok esetén ezt
gy trhatjuk: —1<gqg<1.) Ez esetben a mértani sor Gsszege:
= a
0
Z ap-q" = 1—
n=0 q
N qN+1 -1
Bizonyitds. sy = Y. ap-¢"=ag- ———
n=0 q— 1

A ¢N*! sorozat pontosan akkor konvergens, ha |g| < 1 .

Ekkor pedig ¢N*t' — 0, tehdt

& N+l _q 0—-1 a
> ag-q" = lim sy = lim a0~q7:ao~7: 0 ]
n=0 N—oo N—o0 qg—1 qg—1 1—g¢q

Csak érdekességképpen emlitjiik meg Riemann tételét, amelynek megértéséhez
el6bb egy definicié és egy tétel sziikséges:

o0 o0

3.9. Definicié. (i) A > a, sor abszolit konvergens, ha a > |a,| sor
n=0 n=0

(a tagok abszolitértékeinek dsszege) konvergens.

o0 oo o0
(ii) A > a, sor feltételesen konvergens, ha > a, konvergens de > |an,|
n=0 n=0 n=0

divergens. g

[ee]
3.10. Tétel. (i) Ha egy > a, sor abszolit konvergens, akkor konvergens is.
n=0

(ii) Abszolit konvergens sor tagjai tetszbleges sorrendben adhatdk dssze. [

Ez nem abszolit (azaz csak feltételesen) konvergens sorokra egyéltaldban
nem igaz:

(o]
3.11. Tétel. (Rieman .’ tétele) Ha eqy > a, sor feltételesen konvergens,
n=0
akkor tetszbleges v € R U {+00, —0c0} szdm esetén a sor dtrendezhetd gy (azaz
tagjai olyan sorrendben adhatdk éssze), hogy hatdrértéke pontosan v legyen, s6t
a sor ugy is dtrendezhetd, hogy semmilyen (véges vagy végtelen) hatdrértéke se
legyen. [

3.2. Nevezetes sor-hatarértékek

Hasznos lesz megismerniink néhény, tobbszor el6fordulé hatarértéket: legtobb-
szor elegend® az &ltalunk vizsgdlt sort Osszehasonlitanunk (pl. Weierstrass
kritériumadval) az aldbbiak valamelyikével (legtobbszor valamelyik hiperharmoni-
kus sorral).

1) Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), német matematikus.
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3.12. Tétel. Newvezetes sor-hatarértékek:

1
— h 1 C
i n I—q ha |f‘<< 4 E]R i 1 [ konvergens hal<s
¢ = +,OO @ _?,qe ns | +oo has<1
n=0 divergens mdskor n=1
(geometriai / mértani sor) ([hiper-] harmonikus sorok)
(3.4)
o0 (o) oo o0
1 " I (—=1)"
z%m:e’ Z—' L(teR), ZIEZF’ > =In(2). O
n= — n= n=1
(3.5)

3.13. Megjegyzés. (i) Iit is megﬁgyelhetju'k: minél gyorsabban / lassabban
tart an, — 0 -hoz, anndl inkdbb lesz a Z ay, sor konvergens / divergens. Példdul

ezért s =1 a "vdlasztévonal” a therharmomkus sorokndl, amit konnyt megje-
gyezni.
(ii) Konyviinkben ugyan nem vizsgdljuk a konvergencia gyorsasagat, de mégis

megemlitjik példdul: a fentiek alapjin a Z — sor is e -hez tart, az (1 + )
sorozat is, a L Tétel (2.18 osszefuggese szemnt Azonban:

n =103 esetén (1 + #)10 = 2.716923 93223589 csak kettd tizedesjegyre pon-
tos,

6
n = 105 esetén (1 + #)10 = 2.718280469 319 38 csak 6t tizedesjegyre pontos,

0 q
mig Z:O = 2.718 281 801 146 38 mdr hét tizedesjegyre pontos !

Tdjékoztatdsul: e = 2.718 28182845905... . [

Nagyon sok részletesen megoldott feladatot taldlunk pl. [SzK], [SzF] és
[www0] gylijteményekben.



4. fejezet

Filiggvények hatarértéke és
folytonossaga

Ha egy fiiggvény viselkedését szeretnénk megvizsgdlni, akkor nyilvdn nem
elég egy-egy pontban kiszémitanunk / megmérniink értékeit, hanem egy-egy
kérdéses xg ponthoz kizeledve, annak kérnyezetében, vagyis egy "kis" interval-
lumon kell a fiiggvényt megvizsgdlnunk. (Sokszor nem is az xy pontban felvett
fliggvényeérték a lényeges, mint ahogyan egy vulkani kratert is csak megkozeliteni
tudunk.) A "kozeledést" a limesz, az f (xq) értékkel valé kapcsolatat a folytonos-
sdg szakkifejezésekkel adjuk meg az aldbbiakban.

A kornyezet és a belsd pont fogalmak definiciéit a Fejezetben a|0.5] és
07 Definicickban ismertettiik.

4.1. Definicidk és alaptulajdonsdgok

4.1.1. Hatarértékek végesben

"Ha az x tengely mentén megfeleléen kicsit mozdulunk el akkor f(x) is
megfelelden kicsit mozdul el, kozelit egy A értékhez" - de mekkora is a "megfeleléen"
kicsi? Ezért van az aldbbi definiciéban x és y és a nekik megfeleld § és € forditott
sorrendben.

4.1. Definici6. (Fiiggvénynek vett hatar-
értéke)

Legyen f : R — R tetszoleges fligguény, xo € R tetszbleges olyan valds szdm,
amelynek valamely 0 sugard lyukas kornyezetét Dom (f) tartalmazza. Ekkor
az f(x) figguénynek az xo pontban (végesben) van véges hatarértéke, ha van
olyan A € R wvalds szam, amelynek minden ¢ > 0 sugard kérnyezetéhez (hiba-
vagy tliréshatdr) taldlhatd az x¢ szdmnak egy olyan § > 0 sugart kérnyezete
(kiiszobhatdr), amelynek minden x eleme esetén f(x) az A -nak € - sugard
kornyezetébe esik (vagyis f (x) értéke A -tol legfeljebb e -al tér el).

Kvantorokkal:
(Ve > 0) (36 > 0) (Vz € Dom (f)) :

ha |x —xo| < akkor |f(z)—A|l<e. (4.1)
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A fenti hosszi dsszefiiggés rovid jelolése:

lim f(x)=A

T—x
(limesz=hatar, lat.) A fenti A szamot hivjuk az f fiigguény xo pontban wvett
(kiszamitott) hatdarértékének.
Ez esetben az [ fiigguényt konvergensnek mondjuk az xo pontban. Az f fiigg-
vény minden més esetben divergens. [

0 nyilvan az xo ponttdl valé (vizszintes) tavolsagot, mig e a fliggbleges, A -t6l
valé eltérést méri.

4.2. Megjegyzés. (i) Azt a fenti folyamatot, amikor az f(x) értékek hal-
mazabdl kiszamitjuk lim  f (z) , vagyis A értékét, hatardtmenet-nek nevezziik.
T—x

(ii) Jol jegyezziik meg, hogy a hatdrérték (limesz) kiszdmitdsdhoz az xg pont-
nak egy kornyezetét kell haszndlnunk, vagyis xo € Dom (f) sziikségképpen belsd
pont kell, hogy legyen!

(i1i) A[f.1.9 "Féloldali hatdrértékek". fejezetben megkilonbiztetink jobb-
, bal- és kétoldali hatdrértékeket, a fenti definicicban a kétoldali hatdarértéket
pontositottuk.  Ha tehdt nyomatékosan a fenti definiciora akarunk hivatkozni,
akkor haszndlnunk kell a kétoldali jelzot is, bdr megdllapodds szerint a jelzd

nélkili hatarérték szé mindenképpen a kétoldali (fenti) definicidra hivatkozik.
O

Az aldbbi definiciéban pedig azt a jelenséget pontositjuk, amikor xy -hoz
kozeledve (x) a fiiggvény értékei (y = f (z)) "minden hatdron tul" névekednek:

4.3. Definicié. (Fiiggvénynek vett végtelen hatdr-
értékei)

Legyen f : R — R tetszoleges fiigguény, xo € R tetszoleges olyan valds szdm,
amelynek valamely § sugard lyukas kérnyezetét Dom (f) tartalmazza. Ekkor az
f(x) figgvénynek az xo pontban (végesben)

(i) +oo végtelen hatdrértéke van, ha barmely p valds szam esetén létezik xg
-nak olyan § sugari (lyukas) kérnyezete amelyben minden x szdmra f(x)>p .

Kvantorokkal:
(Vp € R) (30 > 0) (Y € Dom (f)) ha |x — xo| < & akkor f(z)>p .
A fentiek jelolése:

lim f(z) =400 .

T—T0

(ii) -0o végtelen hatdrértéke van, ha barmely p valds szam esetén létezik
xo -nak olyan 0 sugari (lyukas) kornyezete amelyben minden x szamra f(z)<p .

Kvantorokkal:
(Vp € R) (30 > 0) (Vx € Dom (f)) ha |z — xo| < 0 akkor f(z)<p .
A fentiek jeldlése:

lim f(z)=—o0.

r—T0

O



4.1. DEFINICIOK ES ALAPTULAJDONSAGOK 71

4.4. Megjegyzés. Vigydzzunk a > , < , + és - jelekre: a fenti definicick
csak ezen kis "aprésagokban” kilonboznek!

Kénnyen lathatd, hogy csak nagyméretti (nagy abszolit értékil) pozitiv ill. negativ
p értékek a lényegesek - 0k azok a "minden hatdrok”, amiken til a fliggvény
novekszik (+ ill. - irdnyban).

1
Vizsgiljuk meg példdul az — vagy lg|z| fiiggvényeket az zo = 0 pont
z
kornyékén:

-~

X,

: T M 1 -4.-
1 2 3
X
54
z2 log ||

Az abrak alapjan lathatjuk, hogy a +o00 és —oo értékii hatdrértékek tobbek
kozott a fiiggtleges aszimptotdkkal vannak kapcsolatban. Ezt a problémét (a
vizszintes és ferde aszimptotdkkal egyiitt) az Allitasban vizsgaljuk meg az
"Részletes fiigguényvizsgdlat" Fejezetben.

4.5. Megjegyzés. A[3 "Sorozatok" fejezetben megismert[2.5] és[2.57. Tételek-
ben megismert dsszefiggések a fiigguények végtelen hatdarértékeire (akdr egy g
véges pontban, akdr +oo akdr —oo -ben taldltuk dket) is vdltozatlanul érvényesek!

O

Reészletesen kidolgozott példakat taldlunk az [SzK] és [SzF] feladatgyijtemények-
ben.

Az aldbbiakban mind a [£I}] mind a [£:3] Definicick eseteivel foglalkozunk
(egyszerre).

4.6. Megjegyzés. Vigydzzunk: a lim aljdn az x — x¢ jel csak kozelitést

T—x0

jelent, érdemes az x© # xq figyelmeztetést is melléirnunk. Ez is mutatja, hogy
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az [ fiigguény xo pont korili vizsgdlatandl xo € Dom(f) lényegtelen, azaz xo ¢
Dom(f) is lehetséges (ezért szerepel "lyukas" kornyezet a definiciéban)!
To és x szerepét se cseréljik fel a definicioban!

Adott § esetén az (g — & , zp + 0) kornyezet dsszes x pontjdra persze nem
tudjuk ellenérizni az  |f(z) — A| <&  kovetelményt a [4.1]Definiciéban, csak
"néhdny" x,, helyen:

4.7. Tétel. (Atviteli elv) Az.Deﬁm’cio’jelé’lései mellett: «  lim f(x) = A

T—XT0
osszefiiggés pontosan akkor teljesil, ha: minden xg -hoz konvergdls (x,,) sorozat-
ra az f (x,) értékek sorozata is A -hoz kézelit, vagyis

lim z, =x9 esetén lim f(z,)=A. O
n—00 n— 00

1
Az atviteli elv segitségével kénnyen megvizsgdlhatjuk példdul a sin <>
x

fliggvényt az xg = 0 pont koriil:

4.8. Példa. Legyen f (x) = sin <:1c> , Dom (f) =R\ {0} , ésxp:=0.

Az xp:=— —0 sorozat vdlasztisqval f(x,) =sin(nm) =0  vagyis
nm
. o 1 ,
lim f(z,) = 0. Azonban egy mdsik, z, := ——=— — 0 sorozat esetén
"0 5 +2nm

1
lim f(z,) = 1, ami mar mutatja, hogy a  sin () fliggvénynek nem
x

n—0o0

lehet semmilyen hatdrértéke az xo := 0 pontban.
No. é . I 1 1 ) 1
0, és mi van pl. az Uy = T———— , Up = ————— S Wy, (= 55— ,
b " %7‘( +2nm T " T+ 2nm " %’ﬂ' + 2nm

. — 0 sorozatokkal? (HF)

és valsban :

TBANSFER PRINT SCREEN: Printer File Options

Enter option
Cross x:0 [TH:] Scale x:0.05 y:0.333 Deriuel ZD-plot

1
sin (> ("karambolfiggvény ")
x
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O

4.9. Megjegyzés. A gyakorlatban dvatosan kell bannunk az Atviteli elvvel: az

xo -hoz konvergdld osszes (x,,) sorozatra kellene lim  f (x,,) értékét ellenériznink,
n—oo

de végtelen sok ilyen sorozal van (idonk pedig véges), raaddsul ez a végtelen egy

"nagyobbik" féle végtelen: kontinuum! (A kilonbozo végtelenekrdl pl. hon-

lapomon a

http://math.uni-pannon.hu/ " szalkai/Szamoss1www.pdf|  dokumentumban olvas-
hatnak az érdeklodok. ) O

A hatdrérték preciz fogalmanak megismerése utan ratérhetiink a folytonossag
kérdésére: "ha x kozeledik xg -hoz, akkor f (x) is kozeledik f () -hoz" - vagyis
"ceruzdnkat nem kell felemelniink" amikor zg -hoz kozelediink illetve "oda is
ériink".

4.10. Definicié. (i) (konnyitett valtozat) Az f : R — R fiigguény folytonos
az xg € Dom (f) bels6 pontban, ha a Ill)rgo f(x) hatdrérték létezik, véges és
i f (@)= f (z0)

Mas szavakkal: a hatdrérték megegyezik a (be)helyettesitési értékkel.

A1) Definicicval dsszetéve megkapjuk a teljes definicidt:

(ii) (teljes valtozat) Az f : R — R fiigguény folytonos az xo € Dom (f) belsd
pontban, ha f (xg) -nak barmely ¢ > 0 sugarid kérnyezetéhez taldlhatdé xo -nak
olyan 6 > 0 sugard kornyezete, amely kérnyezetbdl vett barmely x érték esetén
f(x) is az f (xo) -nak az adott € > 0 sugarid kornyezetébe esik.

Kvantorokkal
(Ve > 0) (26 > 0) (Vo € Dom (f)) ha |z —xo| < 0 akkor |f(z) — f(zo)] < € .
O

4.11. Definicié. Az f fiiggvényt folytonosnak mondjuk eqy I C Dom(f) nyilt
wntervallumon, ha az I intervallum minden xo € I pontjdban az f fliggvény
folytonos. 0O

Zart intervallum végpontjaiban a fiiggvény csak egyik oldalrdl (jobbrol vagy
balrél) lehet folytonos, a féloldali hatdrértéket és folytonossdgot a kivetkezd
fejezetben vizsgdljuk.

No ldssuk a folytonossag gyakorlati oldalat:

4.12. Tétel. (i) Az alapfiigguények és inverzeik mind folytonosak értelmezési
tartomdnyaik belsd pontjaiban.

(ii) Az alapmiiveletekkel és kompozicidval dsszetett fiigguények is folytonosak
értelmezési tartomdnyaik belsé pontjaiban. Pontosabban:

1. ha f (x) és g(x) is folytonos az xg pontban, akkor
* f(x)+g(x), f(z)—g(x) és f(x) g(x) is folytonosak az xo pontban;

f(2)
g(z)

2. ha g (z) folytonos az xo pontban és f (x) folytonos az yo = g (xo) pontban,

is folytonos az xo pontban, feltéve hogy xq egy kornyezetében g (x) # 0;


http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Szamoss1www.pdf

74 FEJEZET 4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

akkor f o g azaz f (g (x)) is folytonos az xy pontban;

3. ha f (x) folytonos az xo pontban és szigorian monoton az xo egy kirnyezetében,
akkor f invertdlhatd és az f=1 inverzfiigguény is folytonos az yo = f (xo) pont-
ban. O

4.13. Kovetkezmény. A fenti sok tétel kivetkezményeképpen a "hétkidznapi
életben” haszndlt fiigguények (képletek) az értelmezési tartomdanyaik belsd pont-
jaiban mind folytonosak.

(Természetesen a matematikusok sok egyéb "kilonleges” fiigguényt is vizsgdl-
nak.) O

4.1.2. Féloldali hatarértékek

Nagyon sok olyan fiiggvényt ismeriink, amelyeknél bizonyos pontokhoz jobb-
6l és balrdl kozeledve (csak nagyobb illetve kisebb értékeket vizsgdlva) a fiigg-
vényértékek masként viselkednek. Ilyen fiiggvények példdul % , ctg (z) , sgn (x)
az o = 0 pont koriil, s6t dltaldban minden tort (pl. tg) nevezdjének zérushe-
lyeinél. Vannak olyan fiiggvények is (pl. 1/ , arcsin , arccos), melyek értelmezési
tartomdanya zart vagy nyilt intervallum, marpedig az intervallum végpontjaihoz
csak egyik iranybol kozelithetiink (Dom (f) miatt). Az abszolitérték fiiggvényt
tartalmazo kifejezés (pl. |f (x)| ) is mésként viselkedik azon pont jobb- és
baloldali kornyezetében, ahol a benne szereplé f (z) mennyiség eldjelet vilt.
Tehit az el6z6 fejezet és Definiciékat finomitanunk kell. (A nyilt és
zért [a, b] intervallumokat és a féloldali kérnyezeteket a[0.2] " Valds szdmhalma-
zok" fejezetben irtuk le.)

4.14. Definicié. Tekintsik a[f.1l Definicio jeléléseit.
(o) A[f-1 Definicic maradéktalan teljesiilése esetén
beszéliink
(i) Ha a. Definicioban az xo pontrdl csak annyit kéveteliink meg, hogy:
" Dom (f) tartalmazza xg -nak valamely § -sugard jobboldali kirnyezetét ",
tovdbbd a definicidban csak ennek jobboldali kérnyezetnek az x € Dom (f)
elemeivel foglalkozunk, vagyis
x> X,

akkor az A € R szdmot az f(z) figgvénynek az xo pontban (végesben) jobboldali
hatarértékének nevezzik, és igy jelolyik:
lim f(x)=A  wagycsak lim f(z)=A . (4.2)

Tz—xo+0 T—xo+

(ii) Ha a. Definicidban az xg pontrdl csak annyit kéveteliink meg, hogy:
" Dom (f) tartalmazza xg -nak valamely ¢ -sugari baloldali kornyezetét
tovabbd a definicidban csak ennek baloldali kérnyezetnek az x € Dom (f) ele-
meivel foglalkozunk, vagyis

T <x,

akkor az A € R szamot az f(x) figguénynek az xo pontban (végesben) baloldali
hatarértékének nevezzik, és igy jelolyik:

lim f(x)=A wagycsak lim f(z)=A . (4.3)

x—xo—0 r—To—
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4.15. Megjegyzés. (i) Nagyon tgyeljink a részletekre: a és kép-
letekben a lim alatt, xo melletti +és —jelek nagyon fontosak. Nyugodtan irjuk
aldjuk a megfelelé > és < jeleket, vagyis x > xq ill. x < x¢ !

(ii) A jobb- és baloldali hatarértékek szemléltetése "egyszerti": az elézé alfejezet
abrdinak csak xq -tdl jobbra- vagy balra- esé felét kell tekinteniink. [

A kiilonféle oldali hatarértékek fenti definiciéit részletesen megvizsgélva kony-

nyen megérthetjiik és beldthatjuk az aldbbi fontos tételt:

4.16. Tétel. Egy f : R — R fiigguénynek pontosan akkor van egy A € R
(kétoldali) véges hatdrértéke egy tetszdleges xy € R pontban (v -nak valamely
0 sugard lyukas kérnyezetét Dom (f) tartalmazza), ha [ -nek van jobbrdl is és
balrol is hatarértéke és ez a két (féloldali) hatdrérték egyenld.
Ekkor a kétoldali hatdrérték megegyezik a féloldali hatdrértékek kozos értékével,
azaz

lim f(z)= lim f(z)=A4 << A= lim f(x) .

Tr—xo+ T—To— T—x0

O

4.17. Megjegyzés. Hangsulyozzuk, hogy a hatdrértékek 1étezése is egy fontos
tényezb a fenti tételben, hiszen nagyon sok olyan fiigguényt ismerink, amelyek
egyik vagy masik (vagy mindkét) oldali hatdarértéke nem létezik.

A konvergens ill. divergens jelzoket fiiggvényekre dltalaban csak kétoldali hatdrérték
létezésekor szoktuk haszndlni. [

A féloldali hatédrértékek probléméja els6sorban zért intervallumokon értelmezett
fiiggvényeknél jelentkezik, az intervallum végpontjaiban a féloldali folytonosségot
is vizsgalnunk kell:

4.18. Definicié. (i) Ha az f fiigguénynek létezik az xo pontban jobboldali
hatdrértéke (al4.14. Definicid (i) pontjaban tett feltevések teljesiilése esetén), és

lim+ f(x) = f(zo) , akkor az f figgvény folytonos jobbrdl az xy pontban.
T—x0

(ii) Ha az f figgvénynek létezik az xo pontban baloldali hatdrértéke (a|4.14}
Definicio (ii) pontjaban tett feltevések teljesiilése esetén), és

lim f(x) = f(xo) , akkor az f figguény folytonos balrdl az xo pontban.
T—xTo—
(iit) Az f figgvény folytonos az [a,b] zdrt intervallumon, ha az aldbbi
hdrom feltétel mindegyike teljesiil:

- [ folytonos az a pontban (baloldali végpontban) jobbrol,

- f folytonos a b pontban (jobboldali végpontban) balrél,

- f folytonos az (a,b) nydt intervallumban (vagyis az [a,b] zdrt intervallum
belsejében). O

4.19. Megjegyzés. (i) A bal- és jobboldali folytonossdagot gytijtonéven nyilvan
féloldali folytonossagnak mnevezziik.

(ii) Nem meglepd, hogy az el6z6 fejezet abrainak felét kell tekinteniink a
féloldali folytonossdg szemléltetéséhez, csak arra kell tgyelniink, hogy az
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(zo , f(x0)) pont helyére "teli karikat" kell tenniink. EbbSl pedig az a meglepd

(de nem eltévesztendd) tény kovetkezik, hogy:

- jobbrdl folytonos figgvény esetén a grafikon bal végén van a "teli karika"
(pl/x),

- balrdl folytonos fiigguény esetén a grafikon jobb végén van a "teli karika" (pl.
arcsin) !

(iii) A nyilt intervallumon vald folytonossdgot a, Definicioban ismertettiik.

(iv) Féloldali hatdrértékekkel nem csak fiiggvények és derivdltjaik vizsgdlatdnal,
hanem egyenletek kozelitd megolddsdandl, kozelitod integrdl kiszdmitdsdndl, valdszintiség-
szamitdsban és eqyéb helyeken taldlkozhatunk. [

A féloldali hatérértékek is lehetnek végtelen nagyok. A [3] Definiciét
ugyanigy kell médositanunk, mint ahogyan a Definiciéval tettiik.

4.20. Definicié. Tekintsik a[{.3 Definicio jeléléseit.
(0) A[{-3 Definicié maradéktalan teljesiilése esetén
beszéliink

(+) Ha a[4.8 Definicié (i) ill. (ii) pontjdban az xo pontrdl csak annyit kévetelink
meg, hogy:

" Dom (f) tartalmazza xg -nak valamely ¢ -sugari jobboldali kérnyezetét " |

tovabbd a definicicban csak ennek a jobboldali kornyezetnek az x € Dom (f)
elemeivel foglalkozunk, vagyis

x> xo ,

akkor azt mondjuk, hogy az f fiigguénynek az xo pontban jobboldalrél +oo ill.
—o0 hatarértéke van , és igy jelolyik:

lim f(x)=400 wagy csak lim f(x)=+o0 (4.4)
r—x0+0 T—T0+
lletve
lim f(x)=—-00 wagycsak lim f(z)=—-0c0 . (4.5)
x—xo+0 r—xo+

(-) Ha a[f.3 Definicié (i) ill. (ii) pontjdban az xo pontrdl csak annyit kovetelink
meg, hogy:

" Dom (f) tartalmazza xg -nak valamely ¢ -sugaru baloldali kérnyezetét
tovabbd a definicidban csak ennek a baloldali kirnyezetnek az x € Dom (f)
elemeivel foglalkozunk, vagyis

x> xo ,

akkor azt mondjuk, hogy az f figguénynek az xo pontban baloldalrél +oo ill.
—o00 hatarértéke van , és igy jelolyiik:

lim . f(x) =400 wagy csak  lim f(x) =400 (4.6)
T—x0— T—T0—
illetve
lim o f(x)=—00 wagy csak lim f(z)=—oc0 . (4.7
T—To— T—To—
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1
Vizsgéljuk meg példdul az p és tg (x) fiiggvényeket szakaddsi pontjukban,
jobbrdl és balrél is. Tovédbbi (részletesen kidolgozott) példakat taldlunk az [SzK]
és [SzF| feladatgytijteményekben.

Az aldbbi tétel is hasznos lesz késébbi alkalmazasokhoz:

4.21. Tétel. (Darbou-Bolzan kozépértéktétel)
Legyen f : [a,b] — R az [a,b] intervallumon folytonos figgvény.
Ekkor f minden értéket felvesz (legaldbb egyszer) f(a) és f(b) kdzétt, vagyis:

tetszbleges c € R, f(a) < ¢ < f(b) szamra van olyan z* € [a,b] hely, amelyre
fl@)y=c. O

4.22. Kovetkezmény. Ha f : [a,b] — R az [a,b] intervallumon folytonos fiigg-
vény, és f(a) és f(b) kiilonbozo elbjeliiek (azaz f(a)- f(b) < 0), akkor az f fiigg-
vénynek van gyoke az [a,b] intervallumban, azaz van olyan x* € [a,b] amelyre
f*)y=0. O

4.23. Megjegyzés. (i) A fenti tétel és kivetkezménye szemléletesen egyszerii:
folytonos "vonalnak" mindenképpen dt kell haladnia azy = c szintvonalon illetve
az x tengelyen. A matematikusok kilonds fiigguényei miatt azonban nem dart az
dvatossdg: egy Bizonyitds (konyvinkbe mar nem fér bele).

(ii) A tétel csak az x* pont létezéseét dllitja, megtaldldsdara semmi tdmpontot nem
ad. Azonban a[[.3 "A folytonossdg egy alkalmazdsa” fejezetben egy dltaldnos
és egyszert, de ugyanakkor nagyon gyors algoritmust ismertetiink x* kozelitd
meghatdrozdsdra.  [J

4.1.3. Hatarértékek végtelenben

A fiiggvényt "nagyon nagy" x értékek esetén nehéz felrajzolni, ezért a fiigg-
vény viselkedését, tendencidjat kell megvizsgdlnunk "tavolods" = (azaz © — +o00
illetve x — —00) esetén.

Az alédbbi esetek hangsilyosabb megkiilonboztetése érdekében szamoztuk az
egyes pontokat (i) -t6l (9ii2) -ig.

4.24. Definicié. (Fiiggvény végtelenben vett hatarértékei)

(i1) Az f (z) figgvénynek +oo -ben van hatdrértéke, ha van olyan A €
R walds szdam, amelynek barmely kérnyezetéhez taldlhato olyan K wvalds szdm:
minden K -ndl nagyobb x szamra f (z) az A adott kornyezetébe esik.

Kvantorokkal:
(Ve > 0) (3K € R) (Vz € Dom (f)) : ha K <z akkor |f (x) — A| < e, jelben
A F @)=
(i2) Az f (z) figguénynek —oo -ben van hatdrértéke, ha van olyan

A € R walés szam, amelynek barmely kornyezetéhez taldlhaté olyan K wvalds

1) Gaston Darboux (1842-1917) francia matematikus.
2) Bernard Bolzano (1781-1848) cseh matematikus.
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szam: minden K -ndl kisebb x szamra f (z) az A adott kérnyezetébe esik.

Kvantorokkal:
(Ve > 0) (3K € R) (Vz € Dom (f)) : ha K > x akkor |f (x) — A| < e, jelben
lim  f(z)=1.

A fenti esetekben az [ fligguényt konvergensnek mondjuk +oo ill. —oo -
ben.
Az f fiiggvény minden méas esetben divergens. [

A fenti (i) esetben nyilvdn a nagyon nagy pozitiv K szamok (K —+0o0) a
lényegesek, az (i2) esetben pedig a negativ nagy K szdmok (K ——o0). Ugyanez
igaz az aldabbi Definicié megfelel6 pontjaira.

4.25. Definicié. (Fiiggvény végtelenben vett végtelen hatarértékei)
(ii1) Az f(x) figgvénynek a +oo -ben wvan +oo (végtelen) hatdrértéke, ha
barmely p valds szdmhoz taldlhatd olyan K wvalds szam, amelyre f (x) nagyobb
p -nél minden K -ndl nagyobb x szim esetén.

Kvantorokkal:
(Vp e R) 3K € R) (Vx € Dom (f)) : ha K < x akkor p < f(x) , jeldlése:

lim f(z)=+o0
Tr——+00
(ii2) Az f (x) figgvénynek a —oo -ben van +oo (végtelen) hatdrértéke, ha
barmely p valds szamhoz taldlhatd olyan K wvalds szam, amelyre f (x) nagyobb
p -nél minden K -ndl kisebb x szam esetén.

Kvantorokkal:
(Vp e R) 3K € R) (Vz € Dom (f)) : ha K > x akkor p < f(x) , jelolése:

lim f(z)=+occ .

Tr— —00

(iii1) Az f (z) figgvénynek a +oo -ben van —oo (végtelen) hatdrértéke, ha
barmely p valds szamhoz taldlhatd olyan K wvalds szam, amelyre f (x) kisebb p
-nél minden K -ndl nagyobb x szdm esetén.

Kvantorokkal:
(Vp € R) (3K € R) (Vx € Dom (f)) : ha K < x akkor p > f(x) , jelolése:

A S @) =m0
(i9i2) Az f(x) figguénynek a —oo -ben van —oo (végtelen) hatdrértéke, ha
barmely p valds szamhoz taldlhatd olyan K wvalds szam, amelyre f (x) kisebb p
-nél minden K -ndl kisebb x szdm esetén.

Kvantorokkal:
(Vp e R) (3K € R) (Vx € Dom (f)) : ha K > x akkor p > f (x) , jeldlése:
lim  f(z) =—o0 .
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A fenti (ii1) és (ii2) esetekben nyilvdn a nagyon nagy poziliv p szdmok
(p —+0o0) a lényegesek, az (iiil) és (iii2) esetekben pedig a negativ nagy p
szamok (p ——o0).

4.26. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti sok definicid csak a <,
>, + és - jelekben kiilonboznek, sot az azonos szint jelek egyiitt vdltoznak! O

4.27. Megjegyzés. Gondoljuk dat alaposan (rajzoljuk fel): hogyan nézhet ki a
fiigguény grafikonja v — oo ill., x — —oo felé haladva az egyes esetekben!
Keressiik meg az eqyes esetekben az A , € , K , p, stb. betik szerepét is!

Az abrak alapjan lathatjuk, hogy a 400 és —oo -ben vett hatdrértékek tobbek
kozott a vizszintes és ferde aszimptotdkkal vannak kapcsolatban. Ezt a prob-
lémdt (a fiiggbleges aszimptotdkkal egyiitt) az Allitasban vizsgsljuk meg
az[6.3] "Részletes fiigguényvizsgdlat" fejezetben.

Térjiink vissza a 21;% hatdrértékek kiszdmitdsdnak problémédjéra.

4.28. Megjegyzés. A sorozat hatarértékének fogalma és problémdja lényegében
megegyezik a fiigguények végtelenben vett hatdrértékeivel, TEHAT a szamoldsi
technika is ugyanaz (ld. a . "Néhdny mddszer sorozatokhoz" fejezetben)
n — oo helyett x — 400 vagy x — —oo -t frunk (csak x eldjelére kell dgyelniink,
hax — —oc0 ). O

A fenti definiciékhoz persze sziikséges, hogy a vizsgalt f fiiggvény értelmezve
legyen a megfelelé x valés szdmokra! Pontosabban:

4.29. Feltétel. A[[.2] és[{.25 Definicickhoz még a kévetkezbket koveteljiik
meg:
lim esetekhez: van olyan b € R valds szém, hogy (—oo,b)C Dom (f) ,

Tr— —00

lim esetekhez: van olyan b € R valds szam, hogy (b, +00)C Dom (f) . O

r— 400

4.30. Megjegyzés. Ne feledjiik: ez mind a végesben, mind a végtelenben vett

hatdrértékek esetén érvényes: eqy f fligguény csak akkor , ha van
hatdrértéke; és minden maés esetben.
Divergens esetben a fligguénynek vagy hatdrértéke van (akdr +oo akdr

—00 ), vagy semmilyen hatdrértéke sincs.
(Az elnevezések megegyeznek a sorozatok hatarérték-vizsgalatandl alkalmazot-
takkal.) O

4.1.4. Elojelvizsgalat

Nem csak az eredeti fiiggvény, hanem magasabbrendii derivéltfiiggvényeinek
eléjelét is sokszor kell megvizsgdlnunk az egész szdmegyenesen, ezért most rovi-
den 6sszefoglaljuk az ehhez sziikséges tudnivaldkat.

4.31. Osszefoglalas. El6szor keressiik meg azokat a helyeket, ahol a figguény
elojelet vélthat:
- ahol nincs értelmezve,
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- ahol nem folytonos (szakad),
- ahol zérushelye (gyoke) van: az f (x) =0 egyenlet gyikei.

Ezutdn a fenti gyanis helyeket, az dsszeset soroljuk fel novekvd sorrendben, egy
tablazatban.

A felsorolt helyek kozotti intervallumokban a fiigguény nem wvalt mar elbjelet,
dllando elojelts minden kozbilso pontban. Tehdt elegendd mindegyik koztes in-
tervallumban vdlasztanunk eqy-eqy kozbiilsé pontot és a fiigguény elbjelét ezekben
a kozbiilso pontokban megdllapitanunk szdamoldgéppel, ezen elbjelek megadjdk a
figguény eldjelét az egész intervallumban. (Tehdt nem kell a kozbiilsé teszt-
pontokban a fiigguényértékeket pontosan kiszamolnunk, hanem csak az elojel a
lényeges. Vagyis a négyzetes, gyokis, stb. szorzo- és osztétényezok mindig pozi-
tivak, az elbjelet nem befolydsoljak.) O

Peldakat [SzK] vagy [SzF| -ben taldlhatunk a "Részletes fiiggvényvizsgdlat"
Fejezetben.

4.2. A folytonossig egy alkalmazasa

Az eldzd fejezetben ismertetett Kovetkezmény szerint az f (z) = 0
egyenletnek van x* gyoke a és b kozott - de pontosan hol? Az [a,b] intervallum
melyik részében, melyik felében? Az aldbbi egyszerti numerikus (szdmszertl,
lat.) algoritmussal, tetszoleges folytonos f (x) fiiggvény esetén, kozelitdleg meg
tudjuk hatdrozni az f (x) = 0 egyenlet (egyik) z* gyokének értékét, mégpedig
nagyon pontosan és nagyon kevés ido alatt!

4.32. Algoritmus. (Gydkkeresés intervallum-felezéssel)
Cél: Az
f@) =0 (13)

egyenlet eqy gyokének kozelitd meghatdrozdsa, adott pontossaggal, ahol f (x)
(tetszbleges) folytonos fiigguény.

Elbkészités: Keressiink egy olyan [a,b] intervallumot, melynek végpont-
jaiban f (z) kilonbozo elbjells (azaz f(a) és f(b) elbjele kilonbozo, vagyis f(a) -
f(b) <0).

Tegyiik fel az egyszeriiség végett, hogy  f(a) <0 < f(b) .
(Sajnos csak probalkozdassal tudunk ilyen a és b pontokat keresni.)

Jelélések: xz* jeldlje a (4.8) egyenlet (egyik) gydkét.

Tekintsiik az [a, b] intervallumot a @ egyenlet - megoldds "nulladik kozelitésének",
azaz legyenek
ag:=a és by:=b.

Elsé lépés: Tudjuk, hogy x* € [ap,bo] = [a,b] és f(a) < 0 < f(b) . Szd-
moljuk ki az f (x) fiigguény eldjelét az [ag, by] intervallum felezdpontjaban, azaz
agp+b

2

legyen x1 = 0 65 nézziik f(z1) eldjelét:
f(z1) <0 esetén x1 < x* < by , tehdt legyen a1 :=x1 ésby :=bg ,
f(z1) >0 esetén ag < z* < w1, tehdl legyen a1 :=agp és by =1 ,

f (z1) = 0 esetén nyilvin vége a szamoldsnak.
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Altaldnos lépés - megegyezik az elsé lépéssel. Részletesebben:

Tudjuk, hogy =* € [an,by] és f(an) <0< f(by) .

és nézziik meg f (xn,41) elbjelét:

f(Tnt1) <0 esetén xppq1 < x* < by, tehdt legyen  apy1 = Tny1 €8 bpy1 := by ,
f(@na1) > 0 esetén a, < x* < xp1q tehdt legyen  apiq = Gy €S bpiy = Tyt ,

f (xne1) = 0 esetén nyilvan vége a szdmoldsnak.

Az algoritmus megfeleld lépésszam utdn megall. [

(A lépésszam és pontossag kapesolatdt a. Tételben és a. Megjegyzésben
vizsgdljuk meg.)

4.33. Megjegyzés. (i) Hangsilyozzuk, hogy f (xn41) pontos értékét nem kell
kiszamolnunk, csak f (x,41) elbjelét, ez sok esetben megkonnyitheti a szamold-
sokat.

(ii) A szamoldgépek pontatlansdga miatt a gyakorlati szamitasokndl dltaldban
vdlasztunk eqy kicsiny € > 0 szamot (pl. ¢ = 1075), és f(zny1) > € esetén
mondjuk csak, hogy f (zny1) pozitiv, f (z,y1) < —e esetén mondjuk azt, hogy
f(xny1) negativ, és |f (xni1)] < € esetén mdr azt mondjuk, hogy f(Tn41)
gyakorlatilag = 0 . Az f(xn4+1) = 0 eset szinte sohasem fordul elé a gyakor-
latban ("mazli").

(iit) A mddszert néha "oroszlanfogds-médszer"-nek is becézik, a "Hogyan fog a
matematikus oroszlant?" kezdett torténet alapjan.

4.34. Példa. Oldjuk meg a 3sin(x) = In(2z + 0.1)  egyenletet kozelitbleg.
Tehdt f(x):=1n(2z +0.1) — 3sin(x) .

Mivel f (1) = —1.7825 < 0 és f(10) ~ 4.6328 > 0 , ezért a kezdd intervallum
legyen [a, b] = [ag, bg] := [1,10] .
ag + bo , ) ) ,
Ekkor x1 = 5 = 55 . Mivel f(z1) ~ 45236 > 0, ezért a kovetkezt
intervallum [a1,b1] = [1.0 ; 5.5] ,
ENES | f(@n) | [, bu] |

1]55 15236 [1.0; 5.5]

21325 2.2117 [1.0 ; 3.25]

312125 —1.0808 [2.125 ; 3.25]

4 | 2.6875 0.3843 [2.125 ; 2.6875]

5 | 2.40625 —0.4207 [2.40625 ; 2.6875]

6 | 2.546875 | —0.0334 [2.546875 ; 2.6875]

7| 2.617188 0.1721 | [2.546875 ; 2.617188]

8 | 2.582031 0.0685 | [2.546875 ; 2.582031]

9 | 2.564453 0.0173 | [2.546875 ; 2.564453]

10 | 2.555664 | —0.0081 | [2.555664 ; 2.564453]
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2. 4 — 2.5644
10 ciklus utdn x1, = 2.560059 , a hiba < 55566 5 564453 = —0.0044 ,

vagyis 11 két tizedesjeqyre kézeliti meg x* -t.
20 ciklus utan x, = 2.558466 , a hiba < 0.000009 , vagyis b tizedesjegy pontos.
O

A konyvhoz mellékelt
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Interv3.exe

program segitségével gyakorolhatjuk a fenti algoritmus lépéseit, s6t egyszeriibb
egyenleteket meg is oldathatunk vele. A programot kizardlag csak egyéni
tanulds céljara haszndlhatjuk, anyagi ellenszolgdltatiast a programért
vagy annak hasznédlatdért elfogadni tilos!

4.35. Megjegyzés. A 2. "Sorozatok" fejezetben megismert mddszerekkel iga-
zolhatdé, hogy lim =z, = z* , de szdmunkra sokkal fontosabb az, hogy n lépés

n—0o0

utdn kapott x,, mekkora hibdval kézeliti x* -t, vagy mdasképpen: hdany lépést kell
tenniink egy kivant pontossdag eléréséhez. Az aldbbi egyszerti 0sszefiiggés erre ad
vdlaszt.

4.36. Allitas. A ,Algom'tmus jelolései esetén az [an; by intervallum hossza

ag — bo
| Ay — bn ‘ < |27n|
vagyis a kozelitdo x,41 érték hibdja
| a0 —bo |
| Znpr — 2" | < Tontl O (4.9)

4.37. Megjegyzés. A fenti Allitis szerint datlagban minden 3.5 -dik lépés utdn
a hiba tizedére csékken, azaz a pontos tizedesjegyek szdma eggyel no, hiszen 3.5

€
lépés utan a hiba 45 < ;30? , 65 235 11.314 .

A (@) képlet mdsik értelmezése: kivant € pontossdg eléréséhez a sziikséges
lépések szama

n > log, (@) . O

Mégegyszer hangsilyozzuk, hogy a bemutatott médszer tetszbleges folytonos
fiiggvényre alkalmazhato, egyszerii, nagyon pontos és nagyon gyors !

4.3. Nevezetes fiiggvényhatarértékek

A sorozatokhoz hasonléan hasznos lesz megismerniink néhdny, tobbszor elo-
fordulé hatédrértéket. Ezek mindegyike kiilon-kiilsn tétel (bizonyitdsuk sem
trividlis), mi azonban csak felhaszndljuk ezeket az eredményeket szdmoldsaink
Soran.

4.38. Tétel. (Nevezetes fiiggvényhatarértékek)

sinx 1—cosx 1 a® —1

lim =1, lm———"=2>, lim
z—0 X z—0 ,7;2 2 z—0

=Ilna (a€R")


http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Interv3.exe
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t\" 1 1
lim <1 + ) = et (t € R) s lim M =1 s lim ;[;ln(;[;) =0 ,
r——400 x x—0 x x—0+0
log, (z) < z¥F < b* < 2® (a,b,k e RT | 1<)
azaz
1 k T
lim 2% 0 lim =0, lm L (a,b,k €R* | 1<)
r—+oco I z—+o00 HT r—+oo T
O

A < jel fiiggvényekre hasonlét jelent fiiggvényekre, mint sorozatokra (1d. a

Definiciét):
4.39. Definicié. Tetszbleges f,g: R — R fiigguényekre

def gz
f@)<g(@) < Igrfoof(m)fﬁo. O

vagyis g nem csak "egyszertien” nagyobb, hanem végtelenszer nagyobb f -nél.

Fiiggvények hatdrérték-szamitdsdara és folytonossdg-vizsgédlatdra vonatkozé
sok feladatot taldlunk [SzK] , [SzF]| és [www0] feladatgytijteményekben.
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5. fejezet

Differencialszamitas és
alkalmazasai

Egy fiiggvény véltozdsét (novekedés, csokkenés) nehéz vizsgdlni, mert min-
den pillanatban més és méas. Pontosabban: képzeljiink magunk elé egy bonyolult
(tobb dm?) fiiggvényt: lehetetlen megmondani, hogy mikor né és mikor csokken.

Ezekre a kérdésekre ad (egyszerti) vélaszt a fiiggvény differencidlhdnyadosa.
Az els6 fejezetben " A differencidlhdnyados fogalma" a differencidlhdanyados defini-
ciéjat és elméleti Osszefiiggéseket ismertetjiik, a derivdlds technikdjidhoz sziik-
séges tudnivaldkat az "Formdlis derivdlas" fejezetben mutatjuk be.

A soron kovetkezd fejezetekben ki fog deriilni, hogy a Newton &ltal biztos
alapokra fektetett derivélas elmélete (és gyakorlata) az analizis legfontosabb fo-
galma, 6todik "alapmiiveletiink" : alkalmazdsait az "A differencidlhdnyados
néhany alkalmazdsa" ésfo} " Figgvényvizsgdlat" fejezetekben ismerhetjitk meg.

5.1. A differencidlhanyados fogalma

5.1. Megjegyzés. Ha egy f mennyiséget xog és x1 (idd-)pontokban kiszdmi-
tunk/megmérink, akkor csak az f (x1)—f (zo) megudltozast (névekedés/csokkenés)
érzékeljiik. Persze ezt viszonyitani szoktuk az x1 — xg intervallumhoz, az

f(z1) = f (@0)

T1 — Zo

hdnyados az dtlagos megudltozas (dtlagsebesség, -teljesitmény, stb.) Tudjuk azon-
ban, hogy az f mennyiség dssze-vissza vdltozhat az [xo , x1] intervallumon beliil,
dtlaganak semmi kéze sincs az f mennyiség [xo , x1] intervallumbeli hullamzd-
sathoz. Erre szoktuk azt vdlaszolni, hogy az [xo , x1] intervallumot kell kellben
kicsire vdlasztanunk - ezzel dltaldban abba is szoktuk hagyni a probléma bon-
colgatdsat. Pedig épp itt kezdédnek a fontos gondolatok! Erdemes gondosan
dtolvasni az aldbbiakat: a végén a gyakorlatban is jol haszndlhaté maodszereket,
a figguényvizsgdlat legfontosabb mddszerét fogjuk megismerni! (Nem véletlen
tehat a pdar definicidt magyardzé rengeteg megjegyzés!) O

85
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5.2. Definicié. (Fiiggvény differencia- és differencidlhanyadosa /de-
rivaltja/)

Legyen f : R < R tetszbleges figguény és legyen xg € Dom(f) egy tetszbleges,
rogzitett belsd pont (vagyis f értelmezve van xg egy kornyezetében).

(i) Hax € Dom (f) egy xo -tdl kiilonboz6, tetszdleges pontja a fenti kirnyezetnek

(vagyis x© # xg ), akkor az
f (@) — [ (20)

(5.1)
Tr — X9

tortet nevezzuk.

(ii) Ha létezik a fenti tort hatdarértéke (és véges) az xo pontban, akkor ezt
a hatdrértéket f ' (xo) -el jeloljik, vagyis

o) it L@ =S @0)

T—Tg T — Xo

(5.2)

és az f figgvény xo pontbeli (clsorendl) differencidalhdnyadosanak vagy
derivaltjanak nevezzik. Ebben az esetben az f(x) figgvényt differencidl-
hatonak vagy derivdlhaténak mondjuk az xg pontban. O

5.3. Megjegyzés. (o) Ne feledjiik: egy fiigguény xo pontbeli derivdltja (az
hatdrérték) mindig egy valds szam: f ' (xg) € R . Ne tévessziik dssze az
Definicioban irtakkal!

(i) Alaposan gondoljuk dt: az pontban szereplé tort éppen az y =
f (x) figguénygorbe Py = (xo, f (x0)) és P = (x, f (z)) pontjain dthaladé szelb-
egyenes meredeksége.

Ha pedig a P pontot az y = f(x) figgvénygérbén mozgatjuk a Py ponthoz
(ami persze rogzitetten a helyén marad), akkor a szelok a Py pontban hizott érin-
tohoz kozelednek - ezt fejezi ki az képletben szerepld hatdaratmenet (limesz).
Tehdt ' (zo) éppen az érintd egyenes meredeksége!

A fent leirt folyamatot tanulményozhatjuk a konyvhoz tartozé
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/TK1AB-derivalt.gif| mozgéképen (animé-
cion).

5.4. Megjegyzés. Ne feledjiik: f(xo) és f'(xo) teljesen mds értékek, tehdt
a pici ’ (vesszbcske) jel nagyon lényeges, mindig gondoljuk meg alaposan, hogy
mikor kell kitenni és mikor nenl:)! A . pontban tovdbbi, haszndlatban levd
jeloléseket ismertetiink - haszndlja mindenki o neki szimpatikusat.

Végiil megismételjiik, hogy az f ' (xg) € R valds szam kiszamitdsa csak Dom (f)
belsé pontjaiban lehetséges.

5.5. Tétel. (Osszefu'ggés egy filiggvény derivdlhatésdga és folytonossaga
kozott)

Ha egy f fiigguény derivdlhaté egy xo € Dom(f) pontban, akkor f szikségképpen
folytonos az xo pontban.

Bizonyitas (dtlet): Az kifejezésben a tort nevezéje O -hoz kézelit, tehdt ha
ennek a tortnek a hatdrértéke véges, akkor a szamldlonak is 0 -hoz kell kozelite-
nie. [

1) a derivalds népies neve: meguessz6zés


http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/TK1AB-derivalt.gif
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5.6. Megjegyzés. Vigydzzunk! A fenti Tétel megforditva nem igaz: nagyon
sok fiigguény mem derivalhatd pedig folytonos! Az aldabbi példdkban ldtunk ilyen
fiigguényeket.

5.7. Példa. (Nem derivdlhaté (pedig folytonos) fiiggvények)

(i) f(z)=|z| (abszolutérték) xo = 0 pontban: szokds szerint fel kell bon-
tanunk az abszolutértéket:

o S@ =) w0

= lim —— =1, mi
T—z0+ T — o z—0+ 1 — 0 I
- —x—0
m L@ =S@) oy =0
T—xo— T — X9 z—0— . —0

tehdt az -bcm szerepld kétoldali hatdarérték nem létezik.

Az |x| fiigguény dbrajan is "latszik", hogy az xo pontra illeszkedd jobboldali szelbk
(azaz x > 0) +45° , mig a baloldali szeldk (azaz © < 0) -45° meredekségtiek,
vagyis nem kozelednek egyazon egyeneshez (érintéhoz). A figgvény dbrdjan az
is ldtszik, hogy a grafikon hegyes csicsdra (xg = 0) nem is illeszthetd érintd
("lotysg")!  (Ha kiilon nézzik a jobb- és baloldali szeldket, vagyis megelégediink
feloldali érintdkkel, akkor nincs baj: jobb oldalrdl az y = x , bal oldalrdl az
y = —x egyenes érinti az f(x) = |z| figgvényt az xg = 0 pontban. A féloldali
szeldket és érintdket a,Deﬁm’cidban vezetjiik be precizen.)

(it) f(z) = ¥z (kibgydk) xo = 0 pontban:

— 3/ — 1
limM:limM:hm = 400 .
T—x T — Xo x—0 xr — O x—0 ’S/IEQ

A Yz figguény dbrdajan az latszik, hogy az xo = 0 pontban hizott érintd fiig-
7r

goleges, aminek meredeksége "természetesen”  tg (§> vagyis +oo . (Mindez

azzal "magyardzhats”, hogy az =3 fligguénynek vizszintes érintdje van az xo =0

pontban, kovetkezésképpen inverzének érintéje fiiggbleges!)

A wizsgdlt fiigguény arra mutat példat, hogy o fiiggdleges érintdket derivdldssal

nem lehet vizsgdlni, megkeresni.

A hasonld, /1 — 23 fiigguény vizsgdlatdt megtaldljuk [SzK] 5.2.) e) feladatdnak
megolddsandl, a 150. oldalon:
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5L
V1 — a3

Még érdekesebb az  f (x) = x*/3 fiiggvény:

- 23 -0 1
lim M = lim r—r lim — = +oo , pontosabban
T—xo T — Zo z—0 x—0 z—0 Y
a0 ) 1 ) ooz . 1
Mo T Rt 6 T T E e

vagyis a jobb- és baloldali érintok "kiilonbozoek". (A figguény dbrajan lathatjuk,
hogy a jobboldali szelok az "y = 4+oo-x ", mig a baloldaliak az " y =
—oo - x " egyenlett fiiggbleges egyenesekhez kozelednek - khm, mindkettd fiig-
gbleges egyenes.) Megjegyezziik még, hogy mivel az f fiigguény pdros, ezért az
or1gobol hizott két "fél" -érinté egymds tikorképei, meredekségik egymds —1 -
szerese.

XL

Altalaban: az = figgvények 0 < o < 1 esetén nem derivdlhatok az zo = 0
pontban (pedig folytonosak), mert
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R A
lim
z—0  —0

= lirno 2 1 = 400 hiszena—1<0.

r—
a = 0 esetén ho(z) := 2° nincs értelmezve az x = 0 helyen, persze, hogy
nem derivdlhato. Azonban hg(z) = 1 minden x € R, x # 0 esetén, igy
lir% ho = 1 tehdt hg folytonossd tehetdo az egész R szdmegyenesen. FEz azt
Tr—>
jelenti, hogy definidlhatjuk a hqg fiigguény eqy mindenditt folytonos kiterjesztését
az egész R szamegyenesre: legyen f(x) := 1 minden x € R esetén, ekkor f
folytonos mindeniitt és ho = f|pom(ny) - Tovabbd f nyilvin derivdlhats minden
xg € R szdmra:

L@ fw) 11

T—To T — X9 T—=xo X — T

=0.

(Ez nem meglept, hiszen f grafikonja egy vizszintes egyenes, melynek meredek-
sége m =0, mds szavakkal f =0 konstans.)

Negativ a esetén az x* fiigguény nincs értelmezve a 0 pontban és nem is tehetd
folytonossd, tehdat nem derivdlhato.

1 < « esetén pedig minden x® figguény derivdlhaté értelmezési tartomdanydnak
minden belsd pontjaban, mint a kovetkezd fejezetben ldtni fogjuk.  (Ajdnljuk
még a [wwwl] dsszedllitas tanulmdnyozdsdt is!)

(#ii) Tekintsiik a kovetkezt fiigguényeket az xg := 0 pont egy (kis) kornyezetében:

S z-sin(l) haz#0 _f a?-sin(L) haz#0
9(35)_{0 hax=0 "~ hiz) = 0 haxz=0
Mivel a sin fiigguény korldtos, ezért lin%) g(x) =0 és lir% h(xz) =0, vagyis
mindkét fligguény folytonos az xy := 0 pontban. Derivdlhatdak-e ebben a pont-
ban?

1

x

— .sin (1) =0
i 90 =9 (0) oy @sin ) = lim sin (

) = nem létezik,
T—xT0 x* — Xo z—0 x—0 x—0

amint ezt a[f.8 Példdban megdllapitottuk. Tehdt a g figgvény nem derivdlhaté
az xo := 0 pontban.
h(z) — h(xo) 2% -sin(2) -0

lim = lim L = lim z-sin (l) =0
T—T0 xr — o z—0 z—0 z—0 z

amint ezt par sorral feljebb kiszdmoltuk. Tehdt a h fiiggvény igen, derivdlhaté
az xo := 0 pontban: h'(0) =0 .

A két fiigguény dbrajat kézelebbrol meguvizsgalva ldthatjuk, hogy az origén dtmend
szelok imbolyognak le- és fel.

Az x-sin (%) fiigguénynél a 45° (m = +1) és —45° (m = —1) szélsbséges értékek
is mindig elofordulnak, akdrmilyen kiozel is vagyunk az xo = 0 ponthoz. Ennek
oka az, hogy a g fiigguény "hatdarai" azy = x ésy = —x egyenesek, pontosabban:
a g fligguény végtelen sokszor érinti ezt a két egyenest.

1
Ezzel szemben, az  x2-sin | — fligguény szelbinek kilengése egyre csillapodik:
x

"hatdrold gorbéi" az y = x? és y = —x? paraboldk, amelyek mindketten a

vizszines (y = 0 egyenletti) érintdhoz kizelednek.
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y}0.03
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(Lasd még [SzK] 5.2.) f) és a) feladatait és megolddsukat a 150. és 149.
oldalakon.)

(iv) Tandcsoljuk az Olvasdknak, hogy tanulmdnyozzdk a kilonbézé figg-
vények grafikonjait a derivdlhatdsdg szempontjdbol is, példdul [wwwl], [wwwl],

[S2K] és [SzF] mitwekben. Példdul érdemes megvizsgdlnunk a (2z — 1) {/ (z + 2)*
fiigguényt.

(v) Mivel a derivdlt egy specidlis hatdrérték, ezért nem meglepd, hogy a
féloldali hatarértékhez (Id. .Deﬁm’cié) hasonldan bizonyos esetekben féloldali
derivdltat kell / tudunk csak szamolni, ezt az ‘Deﬁm’ciéban ismertetjiik.

Osszefoglalva: a derivdlttal rengeteg problémat tudunk majd megoldani (ld.
aldbb), de minden esetben meg kell vizsgdlnunk elozéleg a figgvény derival-
hatdsdgat! Ez nem csak elméletileg probléma, hanem elmulasztisa a gyakor-
latban is sok sulyos problémat okozhat ! [

5.8. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy magdt az érintd egyenest (roviden érintd)
nem is definidltuk precizen, hanem csak szemléletiinknek megfeleloen kerestiink
egy olyan egyenest, amely "finoman simul” a fliggvénygorbéhez. Taldn e hidnyzd
preciz meghatdrozds hidnydt tapasztaltuk a fenti (i) és (iii) példakban, de egy
ilyen szabatos definicié mar meghaladja kényviink kereteit. [

5.9. Megjegyzés. (i) A folytonossdg és derivilhatdsag kapesolatdat (1d. eléz6
. Tétel és . Példa) még akkor sem szabad dsszetéveszteniink ("csak folytonos
fiigguényeket lehet derivalni, de nem minden folytonos fiigguény derivdlhatd"),
ha tapasztalatunk szerint az dsszes alapfiigguény és beldlik (alapmiiveletekkel és
kompozicidval) felépitett, bonyolultabd fiigguények dltalaban derivdlhatéak Dom (f)
osszes belso pontjaiban! Mérnokok és fizikusok szerint "minden fiiggvény derival-
hatdé”, de legyiink elévigydzatosak!

(ii) A folytonos fiigguényeket gy is lehetne szemléltetni: ha grafikonjuk pl. egy
vezeték, akkor "mem csépdg”, nem szakadt, mig a derivdlhatdsdg ennél tobb:
ezen feliil még nem hegyes, sima, és eqy pillanatra sem fiiggdleges a vezeték. O
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Az alap- és bonyolultabb fiiggvények derivaltjait, és dltaldban a differencidl-
hényados kiszamitdsdanak technikdjat a kés6bbi "Formdlis derivaldas" fe-
jezetben mutatjuk meg. Ehhez azonban el6tte még néhény elméleti elnevezést
és Osszefiiggést kell megismerniink.

Nyilvdan hasznos lesz, ha nem csak egy-egy xy pontban egyesével tanuljuk
meg az alapfiiggvények derivaltjait, hanem Dom (f) lehetd legtobb pontjaban.

5.10. Definicié. Az f : R — R fiigguény differencidlhdnyados- (vagy deri-
vdlt-) fliggvénye a kévetkezo, ' -el jeldlt fiigguény:

Dom (f ') := mindazon zg € R pontok halmaza, amelyekben az hatdrérték
létezik (ahol az f (x) figgvény derivilhatd),
tovdbbd [ ' hozzdrendelési szabdlya:

f/(zo) := az hatdarértékkel kiszamitott valds szam. O

5.11. Megjegyzés. (i) A fenti definicid elég nyilvinvalé: az f fiigguénynek
minden xo € Dom (f) belsé pontjdban megprébalhatjuk kiszdmitani a derivaltjat,
ami egqy valds szdm, és ha valds szamokbdl készitink valds szdmokat, akkor ez
eqy fiigguény - a derivdltfiigguény.

Tovdbbi szamitdsaink sordn azonban nagyon tgyeljink: az f fliggvény egy adott
xo pontbeli f ' (xg) derivdltja egy rogzitett valds szam, mig az ' derivdltfiigg-
vény eqy fiigguény, amit nem szabad dsszekeverni az eredeti [ fligguvénnyel - tehdt
a pici ’ (vesszocske) jel nagyon lényeges, mindig gondoljuk meg alaposan, hogy
mikor kell kitenni és mikor nem/!

(i) Ismét emlékeztetiink: rengeteg fiigguénynél ttkézhetink Dom (f) -en belil
olyan xy pontokba, ahol a fiiggvény nem derivdlhatd, még f folytonossiga sem
elegendd!

Mi is a derivalt gyakorlati jelentése?

5.12. Megjegyzés. Mint a bevezetd [5.1) Megjegyzésben fejtegettiik: ha példdul
az f figguény egy fizikai / kozgazdasdgtani mennyiséget ir le (sebesség, pillanat-
[ (@1) — f (@o)
Tr1 — o
meredeksége”) az atlagos megudltozdst (dtlag gyorsuldst, dtlagos inflacidt, ...)
jelenti, mig az ' (xo) differencidlhdnyados a pillanatnyi gyorsuldst, inflacict,
. adja meg. [

nyi drszinvonal, ...), akkor az differenciahdnyados ("szeld

f/ mellett tobb mdsféle, hasznos jelolés is haszndlatos, érdemes veliik is
megismerkedniink.

5.13. Jelolés. (i) Hay = f(x) , akkor f ' (zg) jeldlései még:

d d
D (w0) = % (w0) = (Def) (20) = £ ' (20) (5.3
Vagyis if J
_ ey Y
dr e =P S=t 54

hasonldan, ha példdul © = xz(s) (vagyis s a figgetlen és x a figgd vdltozd),
d
akkor x' helyett d—z vagy D x -et frunk:
s

:%:sz ha x=x(s) . (5.5)

' =1 (s)
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(i) Specidlisan, ha a figgetlen vdltozd t (id6, fizikaban), vagy ¢ (szég, poldr-
koordindtdkban), akkor haszndlatosak még példdul az

(1) = % B)=2' () ha z==x() (5.6)
illetve J
P (p) = @ (@) =r'(p) ha r=r(p) (5.7)

jelolések is. [

5.14. Megjegyzés. (i) Az el626 (i) jelolés eredete bseink szemléletességre valo
torekvése: ha 6k mdr az[5.2 Definicicban szereplé differenciahdnyadost

Af — f(x) = f(20)
v —— 0 (5.8)

jellel roviditették, és x — o esetén Ax — 0 , akkor a "szdgletesbol kerek lett”
elvet alkalmazva javasoltdk, hogy a fenti tort hatdrértékét (ha létezik és véges)

jeloljiik
daf . Af
priy e v (59)
alakband
Tehdat é nem egy tort, hanem csak egy (bonyolult) jel / betti. A fentihez ha-

sonld, példdul -ben szereplo jeldléseket is konnyt megjegyezniink:

d... .
"a — ’tort’ szamlaldjaban levd bett fligg a nevezdben levd bet@itdl, és a szamldlot
derivalom a nevezd szerint" szoveggel: "a feliil levot kifejezem az alul levdvel, és
a nevezb szerint derivalom a képletet ... .

Az aldbbi[5.15 Példdban és [SzK], [SzF] -ban is taldlunk magyardzd példdkat a
most megismert jelolésekre.

(i) Az — pontokban megismert jelélések kiilondsen hasznosak, ha
az [ fiigguény tobbvdltozds vagy paraméteres , példdaul

v=g(a,b,...,z)
Ha a vdltozasdt akarjuk nézni (ez a derivdlt), akkor melyik vdltozdja szerint?
lgy példdul
A, dg
da dk
egészen mast jelentenek, amit az egyszert, "vesszozés" -sel nem tudunk jelolni!
dz
(#ii) A — tipusi jelolések példdul a primitiv figguény kiszdmitasdndl, a
[7.223 "I1. tipusi helyettesités" fejezetben lesznek hasznosak.
d
Emellett sok (régi és 1j) konyv, sét sok szamitdgépes program is a d—f jeldlést
x

haszndlja o vesszo helyett. O

5.15. Példa. Az alabbi példdt az[5.3 "Formalis derivdlas” fejezet utdn fogjuk
igazdn megérteni, tehdt az[5.3 fejezet utan lapozzunk ide vissza.
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df 1
Ha véldd _ 5 / -4 _

a példaul f (z) = J/x és f'(x) W
_du_ 1
Cdv 2y
Hasonlé kidolgozott példdkat [SzK] és [SzF] -ban is taldlunk. O

akkor példdul u (v) = \/v esetén

természetesen  u ' (v) - ennyire eqyszert !

Mint a féloldali folytonossdgndl tapasztaltuk a [f.1.2] fejezetben, a derivél-
hatésag is sok esetben csak egyik oldalrdl vizsgélhaté illetve létezik, nem csak
az értelmezési tartomdny végpontjaiban. (A Példa (i) pontjdnak végén mar
taldlkoztunk ilyen esetekkel.)

Mivel a jobb- és baloldali deriviltak csak az irdnyokban kiilonboznek, ezért
afd.14] Definiciétdl eltéréen nem kiilon irjuk le a két definiciét, hanem csak /.../
jellel valasztjuk kiilon az eltéréseket.

5.16. Definicié. (Fiiggvény féloldali differencidlhényadosa)

Legyen f: R — R tetszbleges fiigguény és legyen xg € Dom(f) egy tetszdleges,
rogzitett olyan pont, amelynek jobb-/bal-/ oldali kérnyezetében az f fiigguény
értelmezve van.

Ekkor az f figgvénynek az xo pontbeli jobb- /bal-/ oldali differencidl-

hanyadosa

T
illetve

[ (o) = [/ (wo—) = gﬁlizrgl—o %ﬁ;m

amennyiben a fenti jobb-illetve /bal-/ oldali hatarérték létezik.
Ebben az esetben az f(x) figgvényt jobb-/bal-/ oldalrél differencidlhatonak
vagy derivalhaténak mondjuk az xo pontban. 0O

. ’ Jxr—0 . 1
5.17. Példa. (\3/5)0+ = mli}r(r)1+ 0 = zli}lgl+ \3/? =
és ({‘/5)6+ = hdzi feladat (hasonléan). O

+00

5.18. Gyakorlat. Szdmitsuk ki az aldbbi féloldali differencidlhanyadosokat:

!
x . / . /
(eﬁ>0+ , (arcsin (96))71Jr , (arcsin (m))+17 ,

(o (), (e (3)).
arccos | — , arccos | — ,
T/ /) 1+ v/ -1
(V1- x2)/_1+ . (V1= x2),+1_ (félkor érintoi). O
Fiiggvényvizsgdlatnal hasznos lesz a kovetkezd allitds :
5.19. Allitas. Ha f fiigguény, akkor az f' derivdltfiggvény paratlan,

ha pedig f paratlan, akkor az f' derivdltfigguény !
(Ne keverjiik dssze a és paratlan szavakat!)
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Bizonyitas. Haromféle indoklast is leirunk:

(i) Szemléletesen az allitds nyilvdnvalé. Ha példdul egy pdros fiiggvénynek
az y tengelytdl balra esd dgédt az y tengelyre tengelyesen tiikrozziik, akkor az
érintdt is tiikrozziik. Pl. egy "balra" diilé érintd tiikorképe "jobbra" fog doélni,
irdnyszoge « helyett 180° — « lesz, tehdt meredeksége tg (180° — «) = —tg ()
miatt (—1) -szeresére véltozik. A meredekség pedig éppen a derivalt.

(ii) Nézzik az Definfciét. Legyen f példdul egy pédratlan fliggvény. Az
képlethez el8szor vegyiik észre, hogy x — x esetén (—x) — (—x¢) . Ekkor
f péaratlansdga miatt

b _ . f(=z)— f(-=0) . —f (z) = (= f (zq))
flze) = (—w)lgr(l—wo) -z — (—xo) B (—w)lg?—:vo) —x + Zo 1)
_ - (f@)=f(xo) . flx)—flzo)
(o) 5(-w0) —(x—m0) L - Ty Jzo) -

(iii) Az Tétel szabalyai ("osszetett fiiggvény" és "c- f (z)") szerint, ha
példaul f pédros fiiggvény: egyrészt

(f (=) = f' (=) - (1) (5.11)
masrészt
(f (=) = (f (=) = f' (2) (5.12)
tehat
f(—2)=—f"(2)
[ |

5.1.1. Magasabbrendii derivaltak

Ha egy fiiggvényt sikeriilt derivalnunk, akkor derivéltfiiggvénye (1d. Defi-
nicié) ugyanolyan fiiggvény, mint a tobbi’?). Miért ne derivalhatnank ezt a fiigg-
vényt is? Fz ugye mér az eredeti fiiggvény kétszeres derivaltja. No, még egyszer
derivélva kapjuk a hdromszoros, ... deriviltakat, vagy szakkifejezéssel a masod-,
harmad- ... - rendf{i, tehdt magasabbrendii derivéltakat.

Az aléabbi Definiciéban pontositjuk ezeket a fogalmakat, az utdna kovetkezd
megjegyzéseket is érdemes elolvasnunk!

5.20. Definicié. Legyen f: R — R tetszoleges fligguény és legyen a
K C Dom (f) kornyezet olyan, hogy az [ figguvény K minden pontjdgban derivdl-
hatd, azaz a g(x) := f'(x) differencidlhdnyados értelmezhetd minden x € K
pontban, vagyis K C Dom (g) = Dom (f') . (f' az f fiiggvény derivdlifiigg-
vénye, Id. , Definicié.)

Ekkor azon xy € K pontokban, ahol a g (azaz f') figguény derivdlhats, az
f figgvényt kétszer derivdlhatonak mondjuk az xo pontban, és " (xg) -al
jelélyik mdasodik derivdltjit az ro pontban.
Ha H = Dom (f") jeloli azon xy pontok halmazdt, amelyekben az f" (zq¢) érték
kiszamithatd, akkor a H halmazon értelmezett  f" :x+—— f" (xo)  fligguényt
hivjuk az f fiiggvény mdsodik derivaltfiiggvényének.

Hasonldan, indukcioval (Iépésenként) definidalhatjuk az f figgvény magasabb-
rendt differencialhanyadosait (derivdltjait) és derivdlt-fiigguényeit: az f'"' (zo) ,

2) "

mint kiskegyed és sok més ...
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" (xo) = [ (wo) , ... értékeket, és az f" , f"" = f', fv, ... deriwdltfiigg-
vényeket. O

5.21. Megjegyzés. (i) Vigydzzunk, ne keverjik dssze a fenti f , g=f", ",
... fliggvényeket!

Az "eredeti" f fiigguényt sokszor kényelmes 0 -dik, vagy nulladrendt de-
rivaltfiiggvénynek nevezni, és f(O -val jelélni.

(ii) Nyilvdnvaldan egy xo pontban vett derivdlt f" (zo) € R egy valds szém,
mig az f" deridltfiggvény egy (valamilyen halmazon értelmezett) fiiggvény.
(iit) Nem csak elméleti szempontbdl lényeges, hogy a mdsodik derivdlt kiszami-
taschoz (még ha csak egy xo pontban is) az f' értékekre egy egész kornyezetben
sziikségiink van, hiszen

" (z0) := lim M

Tr—To Tr — X

hatdrértéket kell kiszamolnunk. FEgyedil az f' (xo) € R érték ehhez nem ele-
gendd, ezért kéveteljiik meg, hogy xo € Dom (f ') belsd pont legyen! O

Az el6z6 alfejezetben megismert Tételbdl konnyen levezethet6 a kovetkezd
Osszefiiggés:

5.22. Kovetkezmény. Ha f fiigguény, akkor az f" masodik derivdltfiigg-
vény 8 ,

ha pedig f paratlan, akkor az f" mésodik derivdltfiggvény is paratlan!

(Ne keverjiik dssze a és paratlan szavakat!)

5.23. Jeldlés. A[5.13 pontban bemutatott jelolésekhez hasonldan a magasabb-
rendti derivdltakra is tobbféle jelolés van haszndlatban: [ helyett taldlkozhatunk
d? d?
a 7f ’ D2f ) Dzzf vagy f(2) jelek’kel, hasonldan 7f s D4f r f(5) ,
dx? dx3
stb.
Felhivjuk a figyelmet, hogy példdul f® nem azonos f> -al:
@) (z) = f" (x) harmadrendt, derivdlt, mig

2x)=(f (17))3 =f(z): f(x) f(x) az f fiiggvény kébe. O

A magasabbrendii derivaltak jelentését és alkalmazésait példdul af5.3.2] " Tay-
lor polinom", " Fiigguény gorbiiltsége" és "Konvexitas vizsgdlata" fe-
jezetekben, és kiilonosen a Példdban ismerthetjiik meg.

5.2. Formadlis derivalas

Az hatarérték nem csak elsé ranézésre tiinik nehéznek: "%" tipusu
az Tétel szerint is, ennek nehézségét a hatdrértékszéamitdsban gyakorlott
hallgaték mér tudjdk, az Példaban is lattuk ennek nehézségeit!

Szerencsére elegendd mennyiségii tétel all rendelkezésiinkre, csak meg kell
tanulnunk ezeket és hasznalatukat - ebben az alfejezetben ehhez nytdjtunk segit-
séget.

Az esetek zomében az aldbbi tételek kényelmes haszndlatdval végezhetjiik
szamitdsainkat, ezt hivjdk formdlis differencidlhdnyados-szamitdasnak. (Néha
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sajnos az ismertetendd tételek nem haszndlhatéak, ekkor vissza kell térniink
az (5.2)) formula kozvetlen kiszdmitdsdhoz, ezt hivjak definicié alapjdn toérténd
differencidlhdnyados-szamitdsnak.)

5.24. Tétel. (Gyijtemény az alapfiiggvényekrdl) Az dsszes alapfiigguény
értelmezési tartomdnydnak legtobb olyan belsé pontjdban derivdlhatd, ahol folyto-
nos. Az alapfigguények derivdltfiiggvényeit tébbek kozott az aldbbi Megjegyzés
(w) pontjaban felsorolt helyeken megtaldlhatjuk.

Sok kivételt példdul az[5.7] Példdban ismertettink. O

5.25. Megjegyzés. (!) A fenti megfogalmazdis nem preciz matematikailag (rd-
addsul sok tétel egyvelege), csak a témakorrel ismerkeddk részére irtuk le ilyen
formadban!

(w) Az alapfiggvények derivdltfigguényeinek legteljesebd listdjat [SzK] Fiiggeléké-
ben, vagy [www2] -ben, azaz a kovetkezd cimen taldlhatjuk:
http://math.uni-pannon.hu/ " szalkai/Der+Int-tablazat-sk-nagy. gif

Nagyon rovid tdabldzat van a kézépiskolai fligguénytablazatok c. gytijteményben.
Mindegyik dsszefiiggést (mint a legtobb matematikai képletet) bettik helyett szavak-
kal ("versikék") érdemes megtanulnunk és alkalmaznunk, mint pl. az aldbbi
megjegyzésben is. O

Néhany megjegyzést érdemes alaposan dtgondolnunk a tablazattal kapcso-
latban:

5.26. Megjegyzés. (Alapfiiggvények derividltjai "versikékben") Mint mar
az[I.1 "Alapfigguények" fejezetben is tandcsoltuk, a fiigguényeket és a veliik
kapcsolatos képleteket az x bettt nélkil tandcsos megjegyezniink, tehdt példdul

" négyzetre emelés derivaltja = kétszer ",

" logaritmus nat. derivaltja = 1 per " (azaz =reciprok),
" sinus derivaltja = cosinus ",

" tangens derivaltja = 1 per cosinus négyzet ",

ez kiilondsen az[5.30, Tételben megismerésre keriilo lancszabélyndl lesz hasznos.
O

5.27. Megjegyzés. Az (2*) =a-2°' (a€R) ¢és (a®) =a”-In(a) (a €
RT)  szabdlyok kinnyen Osszetéveszthetok, nagyon tgyeljiink a kilénbségekre!

Az z® alakd hatvanyfiiggvényekben "az alap mozog, a kitevd fix", derivilisa "a
kitevovel szorzok majd csokkentem a kitevdt 1-gyel” ("o -ds képlet”).

Az a® alakid exponencidlis fiiggvényeknél pedig "az alap fiz, a kitevd mozog”,
derivdldsa pedig "énmaga - az alap logaritmusdval”. O

5.28. Megjegyzés. Tanulsdagos lesz meguizsgalnunk a hatvdnyfigguények
() = a-xz*"'  szabalyat kozelebbrol kiilonbozo o kitevbkre, hiszen a .
"Hatvdanyfiigguények" fejezet [1.5 Megjegyzésében mdar lattuk, hogy nagyon sok-
féle fiigguényt foglal magdban az x® tipus, vagyis egyetlen szabdllyal nagyon sok
figguényt tudunk derivdlni!

a=2: (:cz)/:QmQ’l =2z,

a=3: (x3)/ = 32371 = 322 | és igy tovébb,


http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Der+Int-tablazat-sk-nagy.gif
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sot:

z = z' tehdt o = 1, vagyis x/:(xl)/=1~a:1_1=x0:1,

1 A —1
Z =2 ! tehdt o = —1, vagyis () = (m_l)/ =127 71 =—22= —5
x x T
1 —2 < : 1y -2\’ —2—1 -3
— =z~ tehdt o = -2, vagyis 2 z(a: )=—2~a: = 2x7° =
x
-2
z3

1 1 1\ 1 1 - 1
VT =ax2 tehétazi , vagyis (\/:f)/: (xf) = i-xf’l :§-x71 :m ,

1 ro1 1 - 1

Yz =a3 tehétazg,vagyis (%)/:(x%> :gm%*l:gm%zzg =

b
SOt :

1=2"tehdt a =0, vagyis 1’ = (mo)/zo-x_l =0...

Pontosabban: a fenti sorokat visszafelé kell olvasnunk, hiszen a gyakorlatban
nekiink kell észrevenniink (pl. /x esetén) az « kitevdt !!! Forma4lis integralds
(Id. a "Integraldsi szabdlyok és mddszerek" fejezetben) esetén is nekiink
kell észrevenniink hasonléan az « kitevoket!

A fenti sorok is mutatjdk, hogy az Tétel, s6t az " o -ds képlet" is
valéjdban sok tétel / bizonyitds gy{ijteménye.

Mint tudjuk, bonyolultabb fiiggvényeket az alapfiiggvényekbdl az alapmiivele-
tekkel, kompoziciéval és inverz-képzéssel tudunk elééllitani.

5.29. Tétel. (Differencidlhdnyados miwveleti szabdlyok)

Ha f:R— R és g: R — R differencidlhatd fliggvények az

x € Dom (f) N Dom (g) belsé pontban, ¢ € R tetszdleges rogzitett valds szdam,
akkor az f+g , c- f és f-g fligguények is differencialhatéak az x helyen, mégpedig

(f@) £g(@) = f(2)+g (z) (5.13)
(c-f(z) = c f(x) (5.14)
() - (o) 22w

(f(@)-g@) = f(@)-g@+f() g @) . (5.16)

Tovabbd, a g (x) # 0 feltétel esetén az ggg
f@\ _f@)-g(@)—g(x) f(x)
(g (x)> _ s = (5.17)

5.30. Tétel. (Lancszabdly) Ha g : R — R differencidlhaté az x € Dom (g)
helyen és f : R — R differencidlhaté a g (z) helyen, akkor az  (fog)(x) =
= f(g(x)) dsszetett fiiggvény is differencidlhaté az x helyen, mégpedig

(flg@) = f(9(2))-g' (2) . (5.18)

fiigguény is differencidlhaté az x

helyen, és
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Hasonlo feltételek teljesiilése esetén az (f ogoh)(x) = f(g(h(x))) dsszetett
fiigguény is differencidlhaté az x helyen, és

(f(g(h(@))) = f'(g(h(2)))-g (h(2)) W (z) . O (5.19)

5.31. Tétel. (Inverz fiiggvény derivdldsi szabdlya) Ha f : R — R fiigg-
vény folytonos és szigorian monoton az xo pont valamely kornyezetében, diffe-
rencidlhatd az wo helyen és f'(xg) # 0 , akkor az f~1 inverzfiigguény is differ-
encidlhaté az  yo := f(xo)  helyen, mégpedig

U L
U= 00) = 5y = 7ty (20

5.32. Megjegyzés. (o) Vegyiik észre, hogy a fenti tételekben nem csak az
— képletek szerepelnek, hanem a nevezett f+g , ... , f~1 figgvények
derivalhat6sdga is! Ez alapjdn mondhatjuk nyugodtan a legtobb fiiggvényre, hogy
"persze, derivdlhatd”, de ne feledjiik: mar az . Példaban is taldlkoztunk (és a
zh-kban is fogunk taldlkozni) nem derivalhatd, folytonos fiigguényekkel.

(i) A szorzatfiiggvény és a konstansszor f(x) (9.14]) szabdlyait nem
érdemes 0sszekeverniink. Bdr az elobbi dltaldnosabb és beldle kénnyen levezet-
hetd az utobbi, mégis érdemes -et kilon megjegyezniink, faradtsagot takarit-
hatunk meg vele. Hasonldan: is levezethetd -bol, mégis érdemes

kiilon megtanulnunk.
1

g (@)

derivdldsdra is szoktak kilon szabdlyt levezetni (5.17) -bol:

(g(lx))/ N (_gg;;(;g (5.21)

O

Mint a legtobb matematikai osszefiiggést, az (5.13))-(5.20)) képleteket is betiik
helyett szavakkal (versikékben ) érdemes megtanulnunk és alkalmaznunk!

5.33. Megjegyzés. (Derivdldsi "versikék")

(i) " dsszeg és kiilonbség derivaltja = tagonként",

(ii) " (konstans-szor fiigguény) derivéltja = konstans-szor (figgvény derivaltja) ",
(i) " (figgvény / konstans ) derivéltja = (fiigguény deriviltja) / konstans ",
(iv) " szorzat derivaltja =

= (egyik tényez6 derivaltja * mdsik tényezd) + (masik tényez derivéltja * egyik
tényezd) ",

(v) " hanyados derivéltja =
= (szdmlals derivaltja * nevezd MINUSZ nevez derivéltja * szamldld) / (nevezt
négyzete),

(vi) " dsszetett fu. derivaltja =
= (kiilsd fv. derivdltja a belsd fv. helyen) * belsd fu. derivéltja " . O

5.34. Megjegyzés. Tanulsdgos az  f(x) = max+b  tipusi fiigguények de-
rivaltjat kilon is meguizsgdlnunk. Az alapmiveleti szabdlyok alapjan

(mxz+b) =(mz) +¥ =m-2’ +0=m-1=m
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tehdt
(mz+b) =m . (5.22)

Ez nem csak egy (kénnyen megjegyezhetd és sokszor hasznos) djabb szabdly,
hanem tanulsdgos is. Hiszen az f (x) = mx+0b fiiggvény egy egyenes. A derivdlt
a fiigguénygorbét érintdo egyenes meredeksége. Egy y = mx + b egyenes érintd
egyenese dnmaga (mi mds lehetne?), és meredeksége = m - mint kozépiskolaban
tanultuk.

Tehat az osszefiiggés teljesen nyilvanvals! O

5.35. Megjegyzés. (i) Az és szabdlyokat azért hivjdk lancszabdly-
nak (németil Kettenregel, angolul Chain Rule), mert az képletben a
szorzdtényezok lancszemekként kapcsolddnak egymdshoz. A fenti (vi) alapjin a
kdposzta- vagy hagymaszabdly elnevezés szemléletesebb lenne, hiszen a fenti
képletekben ugyanigy megy a derivdlds rétegenként kivilrol belilre, mint az em-
litett novények alapos megismerése.

(ii) A ldncszabdlyt a legkdnnyebb elrontani, az aldbbi[5.36 Példa és [SzF] fela-
datai alapjan nagyon sokat kell gyakorolnunk!

Sokszor még az sem "ugrik" be, hogy egydltaldban dsszetett fiigguénnyel van dol-
gunk, érdemes az. "Osszetett fiigguények" fejezetet és killondsen annak.
Példait ismételten tanulmdnyoznunk.

(iii) Az képletet sokszor trjak tomarebben (fog) = f'og-g" alakban,

- 2 7oz z P .. . 2 ” /
ami nagyon nehezen érthetd és raaddsul konnyen dsszetéveszthets az (f - g) =

= fl-g+g'-f szabdllyal, mi kizdrélag az és képleteket, pontosabban
a fenti . Megjegyzés (vi) szabalydat ajanljuk! O

5.36. Példa. Néhdany vegyes példa (gondolkozzunk el minden esetben: mi a
kiils6- és mi a belsd- fiigguény!):

(cos (2x))" = cos’ (2z) - (2z)" = —sin (2z) - 2,

(In(2z+43)) =In' (24 3)- 2z +3) = 2,

2x + 3
)

J

1
cos? (5 —a?)

(sin® (m))l = ((sin (x))?’), = (()3), (sin (z)) - sin’ (z) = 3sin? (z) - cos () ,
U

(sin (—z)) = sin’ (—z) - (—2)" = cos (—x) - (—1

(tg (5—2%)) = tg' (5 2%) - (5— %) =

Erdemes alaposan tanulméanyoznunk [SzK] , [SzF] és [www0] egyszeriibb
és bonyolultabb kidolgozott példait, hiszen a derivdlds egy "alapmiivelet" az
analizis tantargyban! Persze mar évtizedek 6ta vannak szamitégép-programok,
melyek tetszoleges képletet formalisan derivalnak, de egyrészt dltaldban nem em-
beri fejjel dolgoznak és igy a végeredmény is nehezen érthetd, masrészt nekiink
is el6szor ugye illik megtanulnunk, mi is az a derivalt ... .

5.37. Megjegyzés. Mint mar az[5.13 Jeldlésben, az[5.1]) Megjegyzésben és
az [5.15 Példdban emlitettik, gyakorlati szakemberek és szamitdgép-programok

is gyakran haszndljdk a T jelolést. Erdemes ezt is kicsit gyakorolnunk.
x



5.2. FORMALIS DERIVALAS 101

d d
Példaul e (x2) = (mQ)I = 2z , hasonldan d—y (y2) = (yQ)/ =2y,

de
(@)= (@) =2 5@ F @

gy példdul % (In® (z)) = (In® (:1:))/ =2In(z)-1In’ (z) =2In (x) - % . O

Végiil néhany specidlis technikai probléma megolddsat irjuk le, amelyekkel

tobbszor taldlkozhatunk gyakorlati feladatok megoldédsdndl.

5.38. Megjegyzés. A h(x) = f(a:)g(x) tipust fiigguényeket (ahol "alap is,
kitevt is vdltozik") az|1.26, Allitasban mar dtalakitottuk:

h(z) = f (2)"") = exp (g (z) - In (f ())) = e?@ M) (5.23)

tehdt az Osszetett és szorzatfiigguények derivdldsi szabdlya szerint
W (x) = exp’ (¢ (z) - In (f (2))) - (g () - In(f (2)))" =
= exp (g (2) - In(f (2))) - (¢ (2) - In(f (2)) +g(z) W' (f () f' (2)) =
!

(@) (f @) +9 (o) T
amely képletet szerintiink nem érdemes megjeqyezni, konkrét feladatokat az
dtalakitas alapjan derivaljunk!
Részletesen megoldott példdkat lathatunk az [SzK] és [SzF] feladatgyfijtemények-
ben. [

A kovetkezt technikai probléma a fliggvények dltaldnos vizsgalatdban (1d.
" Konvezitds vizsgdlata" fejezet) gyakori:

5.39. Megjegyzés. Ha f (z) = ugx; eqy tortfiggvény, és masodik derivdltjat
v(z

kell elodllitanunk és meguizsgdlnunk, akkor az els6 derivdlds

Joy W @) ) —u @) (@) s ()
Fe (v (2))? (v (2))?

5 tort derivdlasakor: a (v (2))? nevezbt

utdn a mdsodik derivdldsndl, a
v(x
osszetett fligguényként kell derivdlnunk:

és 1gy tudunk egyszertisiteni v (x) -el:

_ 2 (x) v(z)—2-v(x) z(x)
(v (2))”

ami végsé soron a tort fokszdamat csokkenti. O
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5.40. Megjegyzés. Erdekes mddon a szamitdgépek elméletében lép fel az
Ly (2) =log, (N) (N €R* fir)

(x alapi logaritmus!!!) figguény és derivdltja, ahol N € RY régzitett (adott)
szam.
Szerencsére, a logaritmus azonossdgait tudjuk alkalmazni:

Ly (z)= llrlll((];f)) =In(N)-(In(z))"" (reciprok), tehdt

Ly () = [l (V) (i ()" = In (V) - (=1) - (i ()2 ' () =
_ 1) (I (g2, Lo —@V)

=In(N)-(-1) (In(z)) : T () O

Helyhidny miatt példdkat most nem tudunk bemutatni, csak buzditani [SzK]
és [SzF| feladatainak és megoldédsaink tanulmanyozédséral

5.3. A differencidalhanyados néhany alkalmazasa

5.3.1. Erintd egyenes egyenlete

Az Megjegyzés (i) pontjdban mar emlitettiik, hogy a fiiggvénygorbe egy
rogzitett és egy futé pontjan dthaladé szeldk szemléletesen a rogzitett ponthoz
tartozé érintd (simuld) egyeneshez, roviden érintdhoz kozelednek. Szem-
léletesen ez egy olyan egyenes, amely éppen csak hozzdér a fliggvénygorbéhez,
nem horpasztja be, stb.

5.41. Megjegyzés. A matematikai definicio mdar nem fér konyvinkbe, csak
egyetlen tévedési lehetoségre hivjuk fel a figyelmet. Az érintonek és a fiigg-
vénygorbének (dltaldban) egy kézos pontja van, de egy kézds pont még messze
nem jelent érintd egyenest! Példdul a paraboldt a tengelyével parhuzamos egye-
nesek mind egy-egy pontban metszik, de eqyikik sem érintdje a paraboldinak. A
sin fliggvény mazimumaira vagy minimumaira ("pipjaira”) fektetett vizszintes
egyenesek érintok, mindkettd végtelen sok pontban érinti a sin figguényt. O

5.42. Definicié. Amennyiben az el6bb emlitett érintési pont P (xg,yo), ahol
természetesen yo = f (xo) , akkor azt mondjuk, hogy az e érinté xo -ban érinti
az [ figguénygorbét. [

Az[5.50] Definiciéban és az " Fiigguény gorbiiltsége" fejezetben dltaldnos
gorbék, korok érintkezését is vizsgaljuk, tehdt a csupasz érintd elnevezés félre-
érthetd. Megallapodds viszont, hogy az egyszerii érintd elnevezés mindig érintd
egyenest jelent.

Az Megjegyzés végeén lattuk, hogy a P (zq, yo) pontban érintd

e:y=mz+b (5.24)
egyenes meredeksége éppen a derivalt, azaz

m = f/ (330) . (525)
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Tudjuk, hogy e dtmegy P -n: P € e, vagyis P koordindtéi kielégitik az e érintd
(5.24) egyenletét (ez a koordindtageometria alapja):

Yo =mzo + b (5.26)

amibdél ugyan ki lehet szdamolni b értékét, de a gyakorlatban sokkal egyszeriibb
az aldbbi képlet haszndlata:

5.43. Allitas. Az y = f(z) gorbét a P (o , f(z0)) pontjdban érintd egyenes
egyenlete:
y = f(z0) + [ (w0) - (x — @0) (5.27)

ahol xy € Dom (f) belsé pont, P az érintési pont, tehdt a figguvénygorbe és
az érintd kozés pontja, f'(xo) pedig az f figguény derivdltja az xo pontban
(amennyiben létezik). O

5.44. Megjegyzés. (i) Hangsulyozzuk: az képlet csak akkor helyes, ha
a P (zg,y0) pont rajta van a gorbén, azaz

Yo = f (x0) ! (5.28)

Ha a feladat kiinduldsi (adott) P pontja nincs a figguénygorbén (vagyis), akkor
el6bb meg kell keresni ("megcélozni”) azt az (xo,yo) pontot, amelyben a keresett
érinté érinti az f figguényt! Altaldban (zo,y0) # P , de természetesen — yo =
f(zo) . Az . Példaban mutatunk erre a problémdra megolddst.

Tehdt elészor mindig ellenorizniink kell az egyenloség teljestilését 11!

(i) Bdr nyilvanvald az egyenlet, mégis ismételjik el: eloszér (for-
malisan) derivdljuk az f fiigguényt, behelyettesitjik f' -ba és az eredeti f kép-
letébe xg értékét - ez két valds szam. FEzt a két valds szdmot kell a miwveleti jelek
(=,+,-) kiézé beirni. O

. 2¢ — 1 2
5.45. Példa. Irjuk fel az f (x) = sin <3x T 7r> fiigguénygorbének a P (1, \2[>
x

ponton dthalads érintd egyenesének eqyenletét.
Megoldas: Eloszor ellendrizzik az feltételt:

V2o . [(2-1-1
2281n(w~77):f(1)

=O0K (hiszen 1rad), tehdt az adott pont P rajta van a fiiggvénygdrbén, az
képlet mdris alkalmazhato:

2-1-1 7T)_\/é

f (.’130) = S (W . = 7 = 0707,

f’(m):sin’<2m_1 >.<2x—1 )’:Cos(zx—1 )_2.(3x+1)—3.(2x—1)%

3v+1 ) \Bz+1" 3z + 1 (32 4+ 1)
2:1-1 Y\ 2-(3-14+1)=3-(2-1-1)
o) — 7 (1rad) — : 7~ 0.694,
£ (20) = f (1rad) COS<3.1+171'> e .
tehat az érintd egyenlete (kozelitdleg): e: y =0.70740.694 - (z — 1) .

O
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5.46. Példa. Irjuk fel az f (z) = 22 fiigguénygorbének a P (3,5) ponton dtha-
ladé érinto egyenesének egyenletét.

Megoldas: Eloszor ellenorizzik az feltételt: 5232 _nem teljesiil,
tehdt az adott pont P nincs rajta a fliggvénygorbén! Az képlet el6tt
meg kell keresniink az (xo,y0) érintési ponto(ka)t!

Ez nehéz did, mert sem az xo értéket, sem az e érintdt nem ismerjik, egyediil
ennyt ismert:

Yo = f (w0) = (o) . (5.29)

Mdst nem tudunk tenni, mint:
1) felirjuk az érintd egyenletét az ismeretlen xo értékkel az el6z6 Példdhoz ha-
sonldan:

fzo) = (z0)*, f(@)=2z, f(w)=2m ,
e: y:(xo)2+2~x0-(x—x0),

2%) az e érintd dthalad az adott P (3,5) ponton is, igy a koordindtageometria
alapja szerint: x =3 , y=1>5 és:

e: 5=(x0)"+2 30 (3—z0) = — (x0)* + 60 ,
(20)® — 60 +5=0,
ezt az egyenletet pedig megoldjuk az xo ismeretlenre:

6+v62—-4-5 6+4
(.130)1’2 = D) = 5 - (330)1 =95, (Z‘Q)Q =1,

az adott P (3,5) pontbdl tehdt két érintot is tudunk hidzni ("megcélozni”) az
y = 2% paraboldhoz (tessék lerajzolni!),

3) az[5.43 Példdhoz hasonldan felirjuk az érinték egyenletét (f' -t mdr kiszd-
moltuk az 1) pontban):

er: wo=5, f(z0)=(20)"=5 [f'(w0)=2-m9=2"5
tehit ey : y=5>+2-5-(x—5),
ex: wo=1, f(x0)=(20)" =12, ['(wo)=2-m9=2"1,
tehdt ey: y=12+2-1-(x—1). O

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy bdrmely "hasbdl" felirt 1. tipusi feladat
(amikor az adott pont a fiiggvénygérbén van) minden nehézség nélkiil végigsza-
molhaté, azonban a 2.tipusu (1d. Példa) problémédban a 2*) pontban kapott
egyenlet dltaldban csak kozelitéleg (pl. intervallumfelezéssel, 1d. a "Egy
alkalmazds" fejezetben Algoritmus) oldhat6 meg.

Tovabbi kidolgozott feladatokat taldlunk meég az [SzK] és [SzF] feladat-
gytjteményekben.

Az alabbiakban az érintok egy egyszer(i alkalmazdsit mutatjuk be, amit a
kovetkez6 [5.3.2L " Taylor polinom" fejezetben fejlesztiink tovabb.

5.47. Megjegyzés. Szemléletesen hihetd, hogy az érinté (mds néven "simuls")
egyenes az érintési pont kézelében (eqy kis kirnyezetében) jol kézeliti a figgvény-
gorbét, egy darabig "egyiitt mennek”, az dbrdt is igy szoktuk rajzolni:

f(z) = f(zo) + f1(z0) - (z — 20) (5.30)
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Ezt a tényt a differencidlhdnyados definicidja és az érintd eqyen-
lete alapjan pontosabban lehet megfogalmazni és igazolni, benniinket azonban a
gyakorlati alkalmazdsa érdekel: egyszertbb és bonyolultabb fiiggvények kozelitésére
alkalmazhatjuk az kozelitést.

Példaul, a (régebbi) kozépiskolai fiigguénytablazatokban olvashattuk az. Példa-
ban szerepld kozelitéseket.

Masrészt, (szinte) barmilyen bonyolult figgvényt megprobalhatunk érintdjével
kozeliteni, mint alabb az[5.49 Példdban megmutatjuk. Ismét felhivjuk a figyel-
met, hogy a kézelités pontossaganak vizsgdlata mdr nem a Matematikai analizis,
hanem a Numerikus Analizis tdrgy feladata.

Fiigguények pontosabb kézelitése Taylor-polinomokkal lehetséges (ld. a kovetkezt

[5.3.9 fejezetben). O

5.48. Példa. sin(z) ~ = ha |z| < 0,786 rad (azaz |x| < 45°), a hiba kisebb
mint 10%
ha pedig |z| < 0,245 rad (azaz |z| < 14°), akkor a hiba kisebb mint 1% ,

ef~x+1 és 10"=2,303z+1,
ha —0,134 < x < 0,148 , akkor a hiba kisebb mint 1% ,
ha pedig —0,375 < x < 0,502 , akkor a hiba kisebb mint 10% |,

In(z)mz—1=z és lg(x)=0,4343 -2 —0,4343
ha 0,02 < x < 0,98 , akkor a hiba kisebb mint 1% ,
ha pedig 0,88 < x < 1,23 , ekkor a hiba kisebb mint 10% ,
., stb.
Ezek a képletek a zsebszamoldgépek elterjedése elott nagyon hasznosak voltak.

5.49. Példa. Az[5.45 Példa alapjin e = f tehdt

2z — 1
f(z) =sin <3§+ 171') ~ 0.7074+0.694 - (x — 1) ,

a kozelités az x = 1 pont egy kis kdornyezetében érvényes.
Példdaul x = 1,01 esetén

f(x) =~ 0.7074+0.694 - (1,01 — 1) = 0.7139 ,

amit ugye sokkal kénnyebb kiszamolni (szdmoldgép nélkil!) mint

20— 1
3z +1

f(z) =sin ( 7T) értéket! O
Tovabbi kidolgozott feladatokat taldlunk még az [SzK] és [SzF] feladat-
gytijteményekben.

Mint emlitettiik, két (majdnem) tetszoleges fiiggvénygorbe érintkezését is
lehet definélni.

5.50. Definicié. Legyen f és g két tetszoleges fiigguény, és teqyiik fel, hogy
mindketten dtmennek egy kozos (xg,yo) ponton (vagyis yo = f (o) = g (x0)),
tovabbd legyenek mindketten derivdlhatdak az xo pontban.

Ha ezeken feliil még

[ (w0) = ¢’ (x0) . (5.31)
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akkor az xo pontban az f és g fiiggvények egymdst érintik (simulnak

egymdshoz).

Pontosabban: a fenti esetben a két figgvénygorbe elsorendben érinti eqymdst.
Altalaban pedig: ha k € N olyan szdm, amelyre

FO (20) = g (o) F (20) = gV (z0) oo s fP) (20) = g (0) .

akkor az xo pontban az [ és g fiiggvények egymdast k -adrendben érintik
(simulnak egymdshoz). O

5.51. Megjegyzés. Az eqgymdst minddssze csak 0-rendben érintd f és g figg-
vényekrol csak annyit tudunk, hogy f (xo) = g (x0) , vagyis metszik egymdst az

(o, f(z0)) = (w0, g(w0)) pontban , O

Az [SzK] és [SzF] feladatgylijteményekben meég sok kidolgozott feladatot
taldlunk gorbék érintkezésére, hajldsszogére, sth.

5.3.2. Taylor - polinom

Az elbzb fejezet Megjegyzése, pontosabban annak (5.30)) képlete sajnos
elég pontatlan kozelitést ad a fiiggvény értékeire, amit Brook Taylo és Colin
MacLauri fejlesztett tovéb.

5.52. Probléma. Igyekszink "barmely" (lehett legtobb, bonyolult) f figguényt
polinomokkal, vagyis egyszert, fliggvényekkel kizeliteni. Mds szavakkal: olyan
n € N és ag, a1, as,...a, € R szamokat (konstansokat) keresiink, amelyekre

f@)=~px)=a+a-z+as 2°+ .. +a, =" (5.32)
ha z egy adott kornyezetben van, és a fenti kézelités a lehetd legpontosabb. O

5.53. Definicié. Legyen [ : R — R tetszdleges fiigguény és legyen xo € Dom(f)
eqy tetszbleges, régzitett belsd pont (vagyis f értelmezve van xy -nak eqy Ky,
kérnyezetében), és legyen adott n € N . Azt mondjuk, hogy a p(x) polinom
legjobban kdzeliti az f (x) figgvényt a K, kdrnyezetben, ha minden mds q (z)
polinomra

If (@) —q@)| 2 |f () —p(2)] hazeK, . O

5.54. Tétel. (Taylor - formula) Ha az f figgvény n-szer differencidlhato az
xo € Dom (f) pontban, akkor f -et az xog pont koril legjobban kézelitd polinom
az aldbbi p (x) = (T2 f) (@) jelii, un. Taylor polinom

) (o
@@= (5.33)
k=0

A fenti (T2 f) (z) polinomot zg = 0 esetén MacLaurin-polinomnak is hivjdk.
O

3) Brook Taylor (1685-1731) angol matematikus

4) Colin MacLaurin (1698-1746) skét matematikus

5) Taylor maga emliti egy levelében, hogy az elmélet t6bb matematikus kollégdval tortént
"kavéhazi beszélgetések" sordan alakult ki, tobbek kozott James Gregory, Newton, Leibniz,
Johann Bernoulli és Moivre is felfedeztek fiiggvényeket kozelité formuldkat
1d. http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk , Taylor életrajzdban.
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Ne feledjiik, hogy k = 0 esetén f(©) (x) = f (2¢) az f fiiggvény helyettesitési
értéke és 0! =1 .

Az aldbbi dbran a sin (x) fiiggvény néhédny Taylor polinomjat 1atjuk
az xg = 0 pont kortil:

Az y =sin (z) fliggvény néhany Taylor polinomja

Az dbréan az n = 1,3,5,7 foku polinomokat rendre fekete , kék , zold
és piros szinekkel jeloltiik, képleteiket az Példdban ismertetjiikk. Meg-
figyelhetd, hogy a fokszdm (n) novelésével a polinomok egyre kisebb hibdval
és egyre nagyobb koérnyezetben kozelitik az eredeti fiiggvényt. (Természete-
sen a kozelités nem tart akdrmeddig, mert a fenti f (z) korldtos fiiggvény mig

lim p(z) = +oo barmely p (z) polinomra.)

r—to0
5.55. Megjegyzés. (o) Az képlet n = 1 esetén:
(0) (1)
(1) @) = I+ I o 20" = 20) 1 (w0 = 0)

ami éppen , vagyis az xg pontban hiuzott érintd egyenes egyenlete.
("Az 1-rendts Taylor-polinom éppen az érintd [egyenes].)

. p / (k)(ﬂfo) "y ” p p k
(i) Az (5.39) képletben az i szorzdtényezdk valds szamok, az (x — xo)

zdrdjeleket felbontva valéban ha{fvdnyait kapjuk, vagyis -t kifejtve valdban
eqy alaki p (x) polinomot kapunk. Az ag, ..., a, egyitthatékat kézvetleniil
nehéz képlettel megadni. Helyszlike miatt most csak [SzF] részletesen kidolgozott
feladataira utalhatunk, [SzK] -ban is sok kidolgozott feladatot taldlunk.

A (T;LO f) (x) jelolés ugyan kicsit bonyolult, de hat sok adat tartozik egy Taylor-
polinomhoz.

(i) A feladatok megolddsa utdn lathatjuk (akdrcsak az el6z26 fejezet , Meg-

jegyzésében és az
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. és , Példaiban), hogy egy-egy bonyolult fiigguény helyett sokkal egysze-
ribb egy polinomot kiszamitanunk, vagy pl. monotonitds szempontjabol meguvizs-
gdlnunk.

(iii) A Lagrange-féle hibabecslés (1d. [5.57 Tétel) alapjan szamithatjuk a kézelités
pontossagdt. Altaldban a fokszam (vagyis n) névelésével a kézelités pontossiga
naovelheto.

Sajnos elképzelheteleniil szélstséges fiigguények is létezne/@, csak az analitikus
fliggvények fejthetdk sorba, ezért kellenek az idézojelek a "barmely” fiiggvény
jelzbje elé az[5.59 Problémdban. [

5.56. Példa. Néhdany fontos fiigguény Taylor- ill. McLaurin polinomja:

. x> 25 2T
sm(x):x—i—i—a—ﬁ—i—... , (to =0,z €R),
x3 3 b

(ezt ugy kell érteni, hogy pl. x—g a harmad-, a:—?—kg az otodfokud McLaurin
polinom, és a fokszdmot a ”végtefenségz’g " novelve pbntoéan sin (x) -et kapunk),

22zt S
cos(m)zl—g—l-ﬂ—a—i—... , (to=0,z€R),

z?2 3 2t
ele—l—x—l-a—l—g—l—ﬂ—l—... , (to =0, z €R),

—1)? —1)°
n(z) = (z-1)— & . I . S e=1,0<z<2),
3 5 7

arctg (x) :m—%ﬁ-%—%—t—... (xo =0, |z| < 1),

& (z) = 0.5+0.42—0, 0853332340, 021845-25—0, 005659-27+0, 001468-2° —+...

ahol ® (z) a standard normadlis eloszlas eloszlasfiiggvénye (réviden "nagyfi")
- a valdszintiségszamitasban és statisztikaban egy fontos (bonyolult) fiiggvény.

Mérndki kézikonyvekben, mint pl. [BSz], vagy az interneten nagyon sok tovdbbi
fligguény kézelité polinomjdt megtaldlhatjuk. O

A fenti kozelitd képletek alapjan szamitja ki a zsebszamol6gép az alapvetd
fiiggvényeket - mindossze a négy alapmiivelettel! Mint tobbszor emlitettiik: Tay-

lor médszerével a gyakorlatban eléfordulé legtobb fiiggvényt is ki lehet szamolni
kozelitéleg, csupdn a négy alapmiivelet segitségével.

A Taylor-kozelitések hibdjat tobbek kozott Lagrang formuléjaval becsiil-
hetjiik meg.
5.57. Tétel. A Lagrange-féle hibatag:

Az . Tétel jelolései esetén az f fligguény és a (T;ﬁ) f) Taylor-polinom eltérése
Fr(e,)
(n+1)!
ahol &, egqy x és xy kozétti, x -tol fiiggd valds szdm (azaz x < £, < zo vagy

xo <&, < ).
Az képletet szokds Lagrange-féle hibatagnak hivni. [

fla) = (T3 f) (=) = (=)™ (5.34)

6) a matematikusok "allatkertjében"
7) Joseph Luis Lagrange (1736-1813) francia matematikus
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5.3.3. A L’Hospital szabaly

Mint ldttuk a [d] "Figgvények hatdrértéke és folytonossdga" c. fejezetben,
pontosabban az [SzK] és [SzF] feladatgytlijteményekben (és a sajdt bériinkon
tapasztaltuk): fliggvények hatdrértékét dltaldban nagyon nehéz meghatdrozni a
kritikus pontokban. A hényadosfiiggvények hatarértékének kiszamitdsara Jo-
hann Bernoull talalt fel egy egyszerii de nagyon hatékony mddszert, amit
tanitvanya, Guillaume Francois Antoine Marquis de L’H@pita@ ir pénzért
megvasdrolt tble [Lasd: Keith Luoma: What’s in a name? - The truth behind
famous name’ mathematics, The Mathematical Gazette, 488 (1996), 349-351,
vagy:
http: //www-history.mes. st-andrews. ac.uk/Biographies/De L Hopital. html |.

5.58. Probléma. Tekintsiik a kovetkezé hatarérték problémdt :

f(x)

r—A g (x)

(5.35)

ahol A € R (véges) valds szam, vagy A = 400 vagy A= —c0 , és f,g: R — R
tetszobleges fiigguények.

5.59. Tétel. (Bernoulli-L’Hospital, hanyadosfiiggvény hatdrértékérol)
A fenti [5.58 Probléma feltételeit és jeloléseit haszndlva, ha az aldbbi hdrom
feltétel mindegyike teljestil:

() lim f(z)=lim g(z)=0
VAGY lirrll4 f(z) = %00 és 1iH}4 g(x) =+o0
(azaz a vizsgdlt hatdrérték "3 " vagy ”% " tipusi),

(ii) léteznek az fr és g1 derivdltfiggvények az A egy kornyezetében és gl #
0 az A egy kiérnyezetében (azaz a szdmldlo és a nevezd is derivdlhaté A egy
"kornyezetében", és a nevezd derivaltja nem 0),
(ii3) létezik a

[ (@)

5.36
@) (539
hatdrérték, akkor a kérdéses hatdrérték is létezik, és
/
im L&) _ gy @ O (5.37)
=4 g(z)  o—A g (2)
3 _In(z) e e o
5.60. Példa. lim =7 Az (i)-(iii) "elbfeltételek” teljesiilését kedves
T—00 x
Olvasom, kérem ellendrizze, mieldtt tovabbolvassa a megolddst!  Ekkor
/ 1
limmzlimwzlimlz(). O

8) Johann Bernoulli (1667-1748), svdjci matematikus

9) Guillaume Frangois Antoine Marquis de L’Hopital (1661-1704) francia katonatiszt, lovag,
matematikus. Teljes neve: Guillaume- Frangois- Antoine Marquis de 'Hopital, Marquis de
Sainte- Mesme, Comte d’Entremont and Seigneur d’Ouques-la-Chaise.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/De_L'Hopital.html
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Sok részletesen kidolgozott feladatot taldlunk még az [SzK], [SzF] és [wwwO]
feladatgy{ijteményekben.

5.61. Megjegyzés. (o) Ne tévessziik dssze a fenti L’Hospital szabalyt a hanya-
dosfiigguény [5.29 Tételben megismert derivdldsi szabdlydval!
(i) A "korilményes" (i)-(iii) feltételek egyike sem hagyhatd el, [SzK] -ban taldlunk
erre kidolgozott példdkat.
(i3) Legyiink koriltekintéek: példdul a

lim S0 _ (5.38)

z—0 T

feladatra hidba teljesiilnek az (i)-(iii) feltételek, de a sin  figgvény derivaltjdhoz
(elbszor) éppen az hatdarérték kellene! Egy feladathoz nem haszndlhato fel
annak (ismeretlen) végeredménye! O

5.3.4. Fiiggvény gorbiiltsége

A gorbiiltség valéban a szemléletes, egyenestdl valo eltérést mutatja. Konnyt
Osszetéveszteni a konvexitdssal (1d. "Konvexitds vizsgdlata" fejezetben), de
nincs kozottiik kapcsolat.

5.62. Definicié. Legyen [ : R — R tetszdleges fiigguény és legyen xog € Dom(f)
egy tetszbleges, rogzitett belsd pont. Azy = f(x) figgvénygorbét az (xo , f(zq))
pontban érintd (simuld) kor olyan kér, amely az [ figguénygérbét masod-
rendben érinti (ld. a[5.50, Definiciot).

(Pontosabban: azy = v+ \/7"2 —(z—w)? vagyy = v—1/1% — (x — u)* egyenletti

figgvénygirbe érinti masodrendben az y = f (x) gorbét.) O

5.63. Tétel. Ha az f fiiggvény kétszer differencidlhatd, akkor azy = f(x) figg-
vénygorbét az (xo , f(xo)) pontban mdsodrendben érintt

(@ —u) + (y —v)* =17

kor kézéppontja

1 (@o) - [1+ (" (20))*] L+ (F (20))°
U =T — 1" (o) » v=Fleo)+ W
€S sugara , 3/2
1+ @)’ .
T @) |

5.64. Definicié. A fenti kor sugardnak reciprokdt nevezzik az f figgvény gor-
biiltségének az (xo , f(xo)) pontban:
1 1
gl el

T ]

5.65. Megjegyzés. Az[5.63 Tétel tobbek kizott azt szamitja ki, hogy ha autd-
val az y = f(x) figgvénygorbe mentén haladunk, akkor az xg helyen / iddpil-
lanatban (vagyis az (xo , f(zg)) pontjdban) vagyunk, ekkor pontosan mennyire
van "aldszedve" a kormdny: éppen mekkora sugarid koron haladunk (azaz halad-
ndnk tovabb merev kormdnytartdssal).




6. fejezet

Filiggvényvizsgalat

Végre elérkeztiink az elmélet (egyik) f6 célkitlizéséhez: fiiggvények elemzésé-
hez (analizdldsa), vizsgdlatdhoz! Az tsszes eddig tanultakat kell hasznalnunk,
tehdt j6, ha az egész eddigi elmélet és féleg gyakorlat "kisujjunkban van".

Felvetodik a kérdés: ha a modern szémitégépek kordban mar rengeteg olyan
programunk van (letsltve), amellyel az adott fiiggvényt pillanatok alatt kiraj-
zoltathatjuk, nagyithatunk és kicsinyfthetiink, az ablakot barhova tologathatjuk,
vagyis a fliggvény pontos képét pillanatok alatt latjuk, akkor minek kell nekiink
(papiron-ceruzdval) bibelddniink?

Vialasz helyett javasoljuk a Kedves Olvasénak: prébalkozzon az aldbbi fel-
adatokkal, de csak grafikusan, szdmolds nélkil!

6.1. Példa. Az aldbbi feladatokat csak grafikusan, szdmolds nélkil prébaljuk
megoldani:

(i) Keressiik meg az aldbbi egyenesek metszéspontjat:

{ 5.0002 - — 3.7342 - yy = 12.1226 6.1)

4.9997 - x — 3.7339 -y = 12.1224

(ii) Oldja meg az alabbi egyenletrendszert (grafikusan), majd a gyokiket (megolddst)
hasonlitsa 0ssze az el6z6 egyenletrendszer gyokeivel:

5.0002 - x — 3.7342 - y = 12.1226 (6.2)
5.0004 x x — 3.7344 x y = 12.1228 ’
xt x?
(iii) Keresse meg az f (z) = 200 ~ 3000 fligguény szélstértékeit.

(iv) Keresse meg a g (x) = 23+ 7,522 + 18z  fiiggvény inflexids pontjdt (ahol
konvez-bol konkdvba vdlt - Id. . "Konvexitds vizsgdlata" fejezetben). O

Ugye, nem is oly konnyfi, ha a fiiggvény nagyon lapos vagy magos ... !

6.2. Megjegyzés. Tanulsdgos lesz a és egyenletrendszerek gydkeit
(megolddsait) dsszehasonlitanunk:

1. megoldésa: (z,y) ~ (—7.873638 ; —13.789396) ,

111
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II. megolddsa: (z,y) = (6.625908 ; 5.625908) .

A gyokok kozotti eltérés korilbelil 20 , PEDIG az eredeti és egyenlet-
rendszerek egyiitthatoi £1073 ndl kisebb mértékben kiilonboznek! Vagyis az ada-
tok (egyiitthatok) eltérése a szamitdsok sordn tobb, mint tizezer-szeresére noit!!!
Ezért kell méréseink és szamitdasaink sordn nagyon pontosan eljarnunk!

Ha grafikusan oldandnk meg a és egyenletrendszereket, akkor két-két
olyan egyenes metszéspontjat kellene megkeresniink, amelyek majdnem pdrhuzamo-
sak - ez a magyardzata a megolddsaik nagy eltérésének!

(A hosszu szabdszolld is ezért haszndlhaté nehezen, amikor a csicsa felé szeret-
nénk vagni vele.) 0O

6.1. Monotonitas vizsgalata

Emlékeztetiink arra, hogy a fiiggvények monotonitédsat a[0.3.2} " Monotonitds"
alfejezetben definidltuk részletesen. Az egyszeriiség kedvéért megint csak inter-
vallumon vizsgéljuk a monotonitdst, nem egy pontban.

Az [5. 47 Megjegyzés szerint az érint6 kozeliti a fiiggvényt, az érinté meredek-
sége = megviltozdsa épp a derivdlt, tehat nem til meglepd, hogy a derivalt-
fiiggvény segitségével sok informdciét kapunk a fiiggvény menetérsl (ez ugyan
megint nem bizonyitds, amit megint elhagyunk).

Kiemeljiik, hogy az eredeti f fiiggvény monotonitisét az elsé derivdltjanak
segitségével tudjuk vizsgdlni (ebben a fejezetben), mig f konveritdsat a mdsodik
derivalttal (a kovetkezt fejezetben).

Az alabbi kovetkeztetésekben (Tételek, Allitasok) nagyon iigyeljiink a "ha"
és "akkor" szavakra, vagyis mib6l kovetkezik mi, és nem forditva! Hasonléan az
<, > és <, > jeleket is pontosan kell olvasnunk (és megtanulnunk)!

Osszefiiggés egy fiiggvény monotonitasa és (elsd) derivaltjanak eldjele
kozott

6.3. Tétel. Ha egy [ fiigguény monoton né az I intervallumon, akkor az f'

derivdltfiigguény ezen az intervallumon nemnegativ : fr(z) >0 Vzel).
Ha egy f fiiggvény monoton csékken az I intervallumon, akkor a deriviltja
ezen az intervallumon nempozitiv :  fI(z) <0 (Vz e I).
Bizonyitds. (Csak otlet) Nézzik f/ definiciéjat (1d. (5.2)) képlet):
f I(x()) — lim f(l.) —f(.'ﬂo)
r—x0 xr — Xo

ahonnan l4tszik, hogy monoton nové f fiiggvény esetén a tort szamléldja és
nevezbje ugyanolyan elbjelil, tehdt a tort és igy hatdrértéke is mindenképpen
nemnegativ , mig monoton csokkend f fiiggvény esetén a fenti mennyiségek
nempozitivak . =

6.4. Tétel. (Az el6z6 tétel megforditisa)

Ha egy f figguény f' derivdltfiggvénye az I intervallumon pozitiv :  f1(x) > 0
(Vz € I), akkor az (eredeti) f figgvény monoton né ezen az intervallumon.
Ha egy f fiigguény f' derivdltfigguénye az I intervallumon negativ :  f1(z) < 0
(Vx € I), akkor az (eredeti) f fiiggvény monoton csékken ezen az intervallu-
mon.
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Bizonyitas. Léasd az el6z6 Bizonyitdst. m
Emlékeztetiink, hogy az " Elojelvizsgalat" alfejezetben részletesen foglal-
koztunk (bdrmilyen) fiiggvény elbjelének vizsgalatdval.

Osszefiiggés egy fiiggvény szélsbértékhelyei és (elsd) derivaltjanak gyokei
k6zott

6.5. Tétel. (Sziikséges feltétel)

Ha az f fiigguénynek xo € Dom (f) belsd pontjdban lokdlis szélstértéke van, és f
differencidlhaté az g pont valamely kornyezetében, akkor az f' derivdltfiigguény
értéke ebben a pontban sziikségképpen zérus, azaz:

f(zg)=0. O (6.3)

6.6. Megjegyzés. Vigydzzunk! A fenti kévetkeztetés nem kénnyen for-
dithato meg: az egyenloséghol messze nem kovetkezik, hogy f -nek xg
-ban barmilyen szélstértéke lenne!

Példaul az f (x) = 2 fiigguény xo = 0 teljesiti -t, hiszen f'(x) = 322 .
No és? Az x® fiigguény szigorian monoton névé az egész R szdmegyenesen!

A fenti tétel szerint csak sziikséges de nem elégséges feltétel eqy f fiigg-
vény szélsbértékének megtaldldsdra. FElégséges feltételt az alabbi[6.9 Tételben
ismertink meg.

Emlékezziink csak vissza: f' (xo) éppen az f fiigguény grafikonjchoz az xg pont-
ban hizott érinté meredeksége, vagyis pontosan azt jelenti (és nem tib-
bet!), hogy az xo pontban hiuzott érintd vizszintes! Marpedig sok szigoridan
monoton fligguénynek is lehet itt-ott vizszintes érintdje, mint masik példanknak,

g(z)=V1—213 -nek. 0O

6.7. Definici6. Legyen f : R — R tetszoleges fiigguény és legyen xo € Dom(f)
eqy tetszdleges, rogzitett olyan belsé pontja, amelyben f derivdlhato.
Amennyiben az xo € Dom(f) pontban teljesiil az egyenloség, vagyis

f/ (1’0) =0 ’
akkor az xo pontot az f fligguvény staciondrius pontjanak nevezzik. O

6.8. Megjegyzés. Ismételjik: az f'(xg) = 0 egyenldség csak a vizszintes
érintd feltétele. Itt a fligguény kicsit "megpihen”, a stacio szo latinul megdlldst
jelent.

Staciondrius pont helyett néha hallani a kritikus pont elnevezést is, ami azonban
nem tul szerencsés, hiszen eqy fiigguénynek sok szempontbdl lehet (sok kiilonbizo)
kritikus pontja. ([l

Azonban, az[6.3] és Tételek segitségével biztosan megtaldlhatjuk a fiigg-
vények szélsbértékeit:

6.9. Tétel. (Sziikséges és elégséges feltétel)

Legyen f : R — R tetszdleges figguény és legyen xo € Dom(f) egy tetszdleges,
rogzitett olyan belsé pontja, amelynek egy kornyezetében f differencidlhato.
Ha az f fiigguény f1 derivdltfiggvénye xo -ban eldjelet vdlt (azaz xo -tdl balra
és jobbra f1 mdas eléjelti), akkor f -nek xg -ban lokdlis szélsbértéke van. |
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6.10. Megjegyzés. (i) Bar a fenti Tétel feltétele sziikséges és elégséges is, de
az xo pontot honnan kapjuk? Hdt az , Tétel osszefiliggésébol!

(ii) A fenti, . és . Tételeken alapuld mddszernek van egy gyenge pontja:
csak olyan f figguényekre és azoknak csak olyan intervallumaira (kornyezeteire)
alkalmazhatok, amelyekben az f fiigguény kétoldalrdl derivalhaté! Mdarpedig
nagyon sok nem kétoldalrdl derivdlhats fiigguvénynek van szélséértéke (pl. |z| ,
Vx , arcsin , arccos , stb). Ilyen esetekben egyetlen lehetéségiink van: azokban a
pontokban / intervallumok végpontjaiban , amelyekben f nem derivdlhats, még
kiilon meguizsgaljuk o fligguény helyettesitési értékeit is, és dsszehasonlitjuk a
fiigguény tobbi (helyettesitési) értékével. [

Mivel az f’ derivaltfiiggvény is csak egy fiiggvény, ezért az " Elbjelvizs-
gdlat" alfejezetben irtakat f’ eléjelének vizsgdlatéra is sikerrel hasznalhatjuk.

6.11. Megjegyzés. Az [6.9 Tétel helyett haszndlatos még az f" (zo) # 0
és [’ (zo) = 0 feltételeket is vizsgdlni, ami ugyan elégséges de nem sziikséges.
Példdul az z* fiigguények hidba van az xo = 0 pontban lokdlis minimuma, de
f"(0) = f'(0) = 0 miatt ez utobbi feltétel becsap benniinket. Tehdt az[6.9 Tétel
feltétele a megbizhatdbb - ezt tandcsoljuk! O

Végezetiil megjegyezziik, hogy az Allitas alapjén példdul paros fiigg-
vény "egyik fele" ha példdul csokkend, akkor "masik fele" novekvd, a derivélt
ennek megfeleléen "félig" negativ és ennek tiikorképe pozitiv. Ez nem csak
szemléletesen segitheti szdmoldsainkat, hanem ellenérzésre is alkalmas.

6.2. Konvexitds és vizsgalata

Az aldbbi kovetkeztetésekben (Tételek, Allitasok) nagyon iigyeljiink a "ha"
és "akkor" szavakra, vagyis mibol kovetkezik mi, és nem forditva! Hasonléan az
<, > és <, > jeleket is pontosan kell olvasnunk (és megtanulnunk)!

Kezdjiik néhdny hétkoznapi probléméval:

6.12. Példa. "Az inflacid iteme csokken de az drak mégis nonek ... "
"Az X part tadmogatottsaganak csokkenése lassul, de megint kevesebb a szimpa-
tizans ... "

"A levegd lehtilésének iteme csokken, mégis fazom ... " [

6.13. Megjegyzés. Az[5.1l és[5.47 Megjegyzésben elemeztiik, hogy egy figg-
vény derivdltja = a fliggvény vdltozdsa, tehdt a masodik derivdlt az elsd derivalt-
nak (azaz a véltozdsnak) a véltozdsa. Nos, ha valami vdltozik, esetleg csokken,
attol még 6 létezik! Igy példaul a valtozds is még meguan, az eredeti mennyiség
pedig kénytelen még mindig vdltozni ...

A fentieket taldn jobban megértjik a matematika nyelvén. Hdrom fliggvényiink
van: f, f és f" .

f' éppen az eredeti f fiigguény érintoje, annak meredeksége. Ha példdul f'
csokken, attol még az eredeti f fiigguény tovdbbra is néhet / csikkenhet, tehat
f" () < 0 nem befolydsolja [’ elojelét vagy f monotonitdsdt - most masrdl van
sz6! Hasonldan f' novekvése (azaz f" (z) > 0) sem befolydsolja sem f' elbjelét
sem f monotonitdsat!
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6.14. Megjegyzés. Még mindig ugyanazt a jelenséget elemezziik, kicsit mds
szempontbdl.

Hogyan nézhet ki az eredeti f fiigguény amikor az f' derivdltfiigguény egqy I
intervallumon monoton novekszik (azaz f > 0) illetve csokken (azaz f” <0) 2
Tekintsiik meg a kényvhioz tartozdé animdcidkat:

http://math.uni-pannon.hu/ " szalkai/derivalt novekszik.avi

és http://math.uni-pannon.hu/ " szalkai/derivalt  csokken.avi O

6.15. Osszefoglalas. f' és " elbjeleit tekintve (B / ©) négy eset lehetséges,
amely eseteket megprobaljuk megérteni, jellemezni. (Elészor gondoljuk végig az
alabbiakat fejben, és csak utdna nézzik meg az dbrakat legalul.)

1.EsET (f' =@, [ =&): Az f mennyiség névekszik mert f' > 0 . Tovdbbd
a novekedés iiteme is novekszik (mert f” > 0), vagyis szédiiletes névekedés
kovetkezik: f egyre gyorsabban névekszik.

2.ESET (f’ @, f" =06): Az f mennyiség megint novekszik, azonban a
novekedés iiteme csékken (mert f < 0). Tehdt az f mennyiség tovabbra is
novekedni fog, azonban a névekedés titeme lelassul, f egyre kisebb mértékben
fog névekedni. (Pl.: az inflacié mértéke csikken, az drak mégis még mindig
novekednek, hiszen inflacid = dremelkedés még mindig van.)

3.ESET (f' =0, f"=06): Az f mennyiség csikken mert f' < 0 . Tovdbbd f
vdltozasa (ami most negativ mennyiség / jelenség) negativ iranyban mozog (mert
f" < 0). Negativ szam csokkenés utdn negativ marad, sét (abszolit) értékében

novekszik, vagyis zuhands kévetkezik be: f egyre nagyobb mértékben csokken.

4.8SET (f' =6, f" = @®): Az f mennyiség csikken. Azonban a csokkenés,
mint el6jeles mennyiség pozitiv iranyba mozdul el (mert f"" > 0). A "csokkenés"
nevezetli negativ mennyiség tobdbbra is negattv marad(hat), de kozeledik a 0 -
hoz, vagyis az f mennyiség tovdbbra is csokken, de a csdkkenés mértéke egyre
kisebb lesz, lelassul (a csokkenés mértéke).

1.0 X X 1.0
y -1.0 -05 00 00 05 10
05 0.0y y 0.0 05
00 -05 -05 00
00 05 10 -10 -05 00
X -10 10 X
>0, f">0, >0, f"<0, ff<0,f"<0, f/f<0,f">0.

[SzF] "Konvezitds" fejezetében tovabbi gyakorlati feladatokat és magyardzatu-
kat taldljuk.

A fenti mozgoképek és dbrdk utdn konnyebben érthetéek az aldbbi szem-
léletes (nem absztrakt) definicick.

6.16. Definicié. Legyen f : R — R tetszbleges fiigguény, amely értelmezhetd
egy I nemdiires intervallumon (vagyis I C Dom (f)). Az f figgvény az I inter-
vallumon


http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/derivalt_novekszik.avi
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/derivalt_csokken.avi
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(i) (alulrél nézve) konvex , ha barmely, az f fiiggvény grafikonjat az I in-
tervallumon szeld € egyenes alalt halad az [ fiigguény grafikonja,

(ii) (alulrél nézve) konkdv , ha bérmely, az f fiiggvény grafikonjat az 1
intervallumon szeld ¢ egyenes felett halad az [ fiigguény grafikonja. O

Csak vajtfiiliiek részére kozoljiik a fenti Definiciéban szerepl6 ¢ szeld egyen-
letét és az f fiiggvény grafikonjdval valé kapcsolatét.

6.17. Definicié. A fenti[6.16l Definicid jelsléseit haszndljuk.
Az y = L(x) egyenes szeli az f figgvény grafikonjit az I C Dom (f) in-
tervallumban, ha vannak olyan x1 , xo € I pontok, amelyekre ¢ dthalad az

(x1, f(x1)) és (w2, f(x2)) pontokon.
Az £ szelé alatt / felett halad az f fiiggvény grafikonja, ha minden x € [z , 2]
pontra teljestil

f(z) </l(x) (6.4)
illetve

f@) = l(z) . (6.5)

6.18. Megjegyzés. Kozépiskoldbol tudjuk, hogy az  (z1,y1) = (1, f (21))
és  (x2,y2) = (T2, f (x2)) adott pontokon dthalads € egyenes egyenlete:

(1 —22) (y —y2) = (x — 22) (y1 — ¥2) ,
Y z2 (Y1 — y2)

y=x + Y2,
R R Oy
vagyis
P fle) = fwa)  mo-[f (1) = f(22)] (),
T1 — o T1 — T2

tehat a fenti és 19y alakul:
f@y) = f@2) @ [f(z1) — f(32)]

[(@) <o T L @) (66)
F@)>a- [ (1) : f(x2) @ [f (fﬂlz— [ (22)] + f(22) . (6.7)
xr1 — To Ty — T2
O

6.19. Megjegyzés. Az "alulrol nézve' jelzé persze, hogy lényeges, hiszen egy
fiigguényt is masképp latunk alulrél ... Pontosabban, ha a fligguénygorbét feliil-
rol (j6 magasan) "lezdrunk" egy e egyenessel, akkor az egyenes és a figgvény-
grafikon kozotti sikrész (alulrol nézve) wvaldban konvexnek illetve konkdvnak
latszik:
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x? és —z? alulrél nézve

6.20. Definicié. Legyen f : R — R tetszbleges fiigguény, és legyen xo € Dom (f)
belsé pont. Ha létezik az xo pontnak olyan kornyezete, hogy az f fiigguény
grafikonja xo -tdl balra és jobbra a fiigguény érintdjének kilonbozo oldaldn van
(mds szoval az érinté dtmetszi grafikonjat), akkor azt mondjuk, hogy f -nek xq
inflexios (hajlékony) pontja . O

6.21. Példa. Nézziik meg atg (x) figgvényt az xo = 0 pontban és kornyezetében.
O

6.22. Jelolés. Tablazatokban az f konvexségét az U , konkdvsdgdt az N jel-
lel szoktuk jeldlni.  Ez szemléletesen azt jelenti, hogy eqy kis darabon konvex
fiigguény az U jelnek (dltaldban) csak egy kis darabjdahoz hasonlit: bal-, jobb-
oldaldhoz, taldn a kézepéhez, esetleg nagyobb darabjihoz. Hasonldan hasonli-
tanak a konkdv figgvények a N jelnek (dltaldban) csak egy kis darabjihoz. O

Osszefiiggés egy fiiggvény konvexitasa és masodik derivaltjd-
nak eldjele k6zott

6.23. Tétel. Legyen f : R — R tetszdleges fiigguény, amely valamely I C Dom (f)
nemdres intervallumon kétszer differencidlhatd. Ekkor
ha az f figguény az I intervallumban konvex akkor f” (x) >

0
ha az f figgvény az I intervallumban konkdv akkor f” (z) <0

minden x € I esetén. [l
Az eldz6 tétel megforditdsa:

6.24. Tétel. Legyen f : R — R tetszbleges fiigguény, amely valamely I C Dom (f)
nemdires intervallumon kétszer differencidlhatd. Ekkor

ha f” (x) > 0 minden x € I esetén, akkor az f fiiggvény az I intervallumban
konvez ,

ha f” (z) < 0 minden x € I esetén, akkor az f figgvény az I intervallumban
konkdv . (]

Emlékeztetiink rd, hogy tetszdleges fiiggvények eléjelének vizsgdlatdra a
"Elojelvizsgalat" alfejezetben adtunk tandcsokat.
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Osszefiiggés egy fiiggvény inflexiés pontja és masodik de-
rivdltjanak zérushelye kdzott

6.25. Tétel. (Sziikséges feltétel) Ha f az xo hely valamely kirnyezetében
kétszer differencidlhato és xg -ban f -nek inflexids pontja van, akkor

F(20) =0 . (6.8)
O

6.26. Megjegyzés. Ismét ne kapkodjunk: ha az feltétel teljesiil, akkor f
-nek nem biztos, hogy van inflexids pontja xo -ban, mint példdul az x* figg-
vény masodik derivdltja is hidba 0 az xg = 0 pontban - mégsincs inflexids pontja
o = 0 -ban. Az[6.25 Tétel csak azt mondja, hogy kétszer derivdlhato fiigg-
vénynek xo helyeken csak akkor lehet inflexids pontja, ha f" (x9) =0 . Mdskép-
pen: az feltétel csak sziikséges de nem elégséges feltétele az inflexids pont
létezésének. O

Azonban, az [6.23] és[6.24] Tételek segitségével az aldbbi eredményt fogal-
mazhatjuk meg (és alkalmazhatjuk a gyakorlatban):

6.27. Tétel. (Sziikséges és elégséges feltétel)
Legyen f : R R tetszbleges fiiggvény, és legyen xo € Dom (f) olyan belsd
pont, amelynek valamely (nemiires) kérnyezetében [ kétszer differencidlhato.
Ha még az f" derivdltfiigguény az xo helyen eléjelet valt, akkor az (eredeti) f
fiigguénynek az xo helyen inflexids pontja van. O

Mivel az f” mésodik derivéltfiiggvény is csak egy fiiggvény, ezért az [£.1.4]
"Eléjelvizsgalat" alfejezetben frtakat f” eléjelének vizsgalatara is sikerrel hasznél-
hatjuk.

6.28. Megjegyzés. Az[6.27 Tétel helyett szokds az f" (z9) = 0 és f"' (zo) # 0
elégséges feltételt is vizsgdlni, de példdul az x° fiiggvénynek hidba van az xo = 0
-ban inflexids pontja, mégis "' (xo) = f" (xg) = 0 . Tehdt haszndljuk inkdbb a
megbizhatobb [6.27. Tétel dtmutatdsait! O

6.29. Megjegyzés. A fenti, [6.25 és[6.27 Tételeken alapulé mddszernek van
eqy gyenge pontja: csak olyan f figguvényekre és azoknak csak olyan interval-
lumaira (kérnyezeteire) alkalmazhatok, amelyekben az f fiiggvény kétoldalrol
kétszer derivalhaté! Madarpedig nagyon sok nem kétoldalrol kétszer derivdlhato
fiigguénynek van inflexiés pontja (pl. V1 — 3 az xg = 1 pontban, stb). Ilyen
esetekben egyetlen lehetdségiink van: azokban a pontokban / intervallumok vég-
pontjaiban , amelyekben f nem derivdlhatd kétszer, alaposabban megvizsgdljuk a
fligguény viselkedését, és természetesen feljeqyezziik a veszélyes helyeket. [

6.30. Megjegyzés. Végezetiil megjegyezziik, hogy az[5.29 Kovetkezmény alapjdn
példaul pdros figguény "eqyik fele" ha példdaul konkdv, akkor "mdsik fele" is
konkdv, a mdsodik derivdlt ennek megfeleléen ha "félig" negativ akkor ennek
"masik fele" tikorképe is negativ. Ez nem csak szemléletesen segitheti szamold-
sainkat, hanem ellendrzésre is alkalmas. [

6.31. Megjegyzés. Ismét emlékeztetiink rd, hogy az[5.2 "Formdlis derivdlds"
fejezet[5.39 Megjegyzésében leirt "trikk" sok raciondlis tortfiigguény vizsgdlatdndl
lehet hasznunkra! O
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6.3. Reészletes fiiggvényvizsgalat

Az elbz6 két (és az Osszes tobbi) alfejezet alapjén mér "tetszbleges" fiigg-
vényt meg tudunk vizsgilni, a legfontosabb jellemz6it meg tudjuk allapitani.
Kiemeljiik, hogy a (vdzlatos) grafikon elkészitése a legutolsé 1épés (ismét vessiink
egy pillantést az Példdra)!

6.32. Osszefoglalas. fiiggvényvizsgdlati szempontok.

Az aldbbi (I)-(1V) lépések sorrendjét nem csak elméleti és technikai okok miatt
kell megtartanunk! Az eredeti f fligguény vizsgalatdhoz felhaszndljuk segitségkép-
pen az f1 és 7 ("rokon-") figguényeket is, azonban ezt a hdrom fiigguényt ne
keverjiik 0ssze, legfoképpen szerepiiket ne!

Tobbszor lesz szikségiink egyik-mdsik fiigguény elbjelének vizsgdlatdra, ezt a
[/.1.]) "Elbjelvizsgdlat” alfejezetben ismertettik. Arra nagyon igyeljink: a
hdarom fligguény kozil melyik el6jelébdl az eredeti f fiigguénynek milyen tulaj-
donsdgdra tudunk kovetkeztetns.

Az aldabbiakban csak dsszefoglaljuk a fligguények vizsgdlatdrdl eddig tanultakat.
(Az "esetleg" kezdetti mondatok nehéz, legtibbszor elhagyhatd szempontokat jeldl-
nek.)

(I) Dom(f) meghatdrozdsa - ez dltaldban nem R, hanem egymdstol diszjunkt
(nydlt vagy zart) intervallumok unidja. Periodicitds, [ paratlan vagy pdros. Ezen
tulajdonsdgokat érdemes a legelején meguizsgdlnunk, hiszen egy esetleges periodi-
citds vagy parossdg az 0sszes ezutdni szamitdsainkat megkonnyitik!
Folytonossdg, szakadast helyek. f gyikei, elojelei, metszéspontjai © és y tenge-
lyekkel.

f hatdrértékei a Dom(f) -et alkoté intervallumok végpontjaiban: +o0o0 és —oo
-ben és a szakaddsi helyeken.

Vizszintes és fiiggbleges, esetleg ferde aszimptotdk (ld. az . Allitasban,).
Esetleg szimmetriatengely, -pont (ld. a Allitdsban).

(II) fr mely pontokban létezik. (Ahol nem létezik, valamint a Dom(f) -et
alkotd intervallumok végpontjaiban és f szakaddsi helyein: jobb illetve baloldali
derivdltak értékeit tudjuk csak meghatdrozni.)

f1 gyokei és elbjelei (ezeket tablazatban érdemes dsszefoglalnunk), ebbdl f monoto-
nitdsa, staciondrius pontjai és lokdlis szélsbértékei. Erdemes [ helyettesitési
értékeit kiszamolnunk a fenti pontokban.

f nem derivdlhato pontjaiban az[6.10, Megjegyzésben irtak szerint kell eljarnunk.

(III) " mely pontokban létezik. (Ahol nem létezik, valamint a Dom(f) -et
alkoté intervallumok végpontjaiban és f és [’ szakaddsi helyein: jobb illetve
baloldali f" derivdltak értékeit tudjuk csak meghatdrozni.)

" gyokei és elbjelei (ezeket tabldzatban érdemes dsszefoglalnunk), ebbél f in-
flexids pontjai, f konvexitisa. Erdemes f és f' helyettesitési értékeit kiszamol-
nunk a fenti pontokban.

f" nem értelmezhett pontjaiban a . Megjegyzésben irtak szerint kell eljdr-
nunk.

(Felhivjuk a figyelmet még az . Megjegyzésben irt mesterfogdsra is.)

(IV) Vizlatrajz elkészitése a fenti eredmények figyelembevételével (azaz a fenti
eredményekkel dsszhangban)!
Esetleg f globdlis szélsbértékei, Ran(f) (= f értékkészlete). O
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Az aszimptotdk fogalmat helyhidny miatt nem definidljuk (az érintéhoz
hasonléan): olyan egyenesek, melyekhez "tetszolegesen kozel keriilhet" (metsz-
heti is) a fiiggvény grafikonja (sziimptein = Osszeesni, asziimptein = nem
Osszeesni, gor.).

A fliggbleges és vizszintes aszimptotdk meghatarozasa konnyti feladat, a ferde
aszimptotdk megkeresése mar kissé nehezebb.

6.33. Allitds. Azy = c egyenes vizszintes aszimptota, ha lim f(z)=c

r— 400
vagy lim f(x)=c.
r——00
Az x = a egyenes fiiggdleges aszimptota, ha hni—o (z) = xoo vagy
T—a
lim f(z)==+o00.
rx—a—0

Azy = mx+b egyenes ferde aszimptota, ha az alabbi két sor legaldabb egyikének
mindkét feltétele teljesiil:

vagy mll)r_~r_1()o %ﬁ[;) =1m és ﬂCEI—ir-loo (f (1‘) — mx) =) ,
vagy  lim f () =m ¢és lim (f(z)—mz)=>b. 0
T——00 X Tr— —00

6.34. Megjegyzés. Ha egy fliggvénynek van vizszintes aszimptotdja, akkor ferde
aszimptotdja nem lehet!

Szemléletesen azért nem, mert "éppen a vizszintes lenne a ferde" .
(Természetesen preciz bizonyitds is sziikséges és létezik de itt most nincs erre
helyiink. O

Sok részletesen kidolgozott feladatot talalunk még az [SzK] , [SzF] és [wwwO]
feladatgy{ijteményekben.



7. fejezet

Integralszamitas és
alkalmazasai

Els6 rédnézésre ez a fejezet teljesen mas szempontbdl vizsgélja a fiiggvényeket,
de Newton és Leibniz Tétele megadja a kapcsolatot az integral- és diffe-
rencidlszamitds kozott.

7.1. Hatarozatlan integral

7.1. Definicié. (Primitiv fiiggvény) Legyen f : R — R tetszbleges fiigguény
és legyen I C Dom (f) tetszbleges intervallum.
Ha létezik egy olyan F : I — R fiigguény, amelyre igaz, hogy

F'(z)=f(z) Veel, (7.1)

akkor az F figguényt az [ fiigguény antiderivaltjanak vagy primitiv fiigg-
vényének nevezziik, és az

F=[f gy F@)=[f(z)do (7.2)

jellel jeldlyiik.
Az [ és dx jelek kozotti f fiigguény neve: integrandus . O

7.2. Megjegyzés. (i) Nagyon igyeljink a egyenloségben F felett levd -
rell!

(i) Rogton az elején egy atyai jo tandcs: (lehetdleg) minden feladat utdn az
eredményt derivaljuk le ("visszafelé"), és nézziik meg, hogy visszakapjuk-e az
integrandust (vagyis teljesiil-e F' = f). FEz elsésorban nem szdmoldsaink el-
lenbrzését szolgdlja, hanem ezdltal jobban megértjik a (bonyolult) integrdldsi
szabalyok és szamoldasok mikéntjét, lényegét! [

7.3. Tétel. Ha I és G primitiv fiigguényei f -nek (ugyanazon I intervallumon),
akkor létezik egy olyan C € R walds szdm, amelyre

Gx)=F(x)+C (Vzel) O (7.3)

121
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Konnyen lathato, hogy a (7.3) osszefiiggést kielégits fliggvények (grafikon-
jainak) halmaza egyrétiien (atfedés nélkiil) lefedi a sikot, gérbesereget alkot-
nak.

7.4. Megjegyzés. A fenti tételbol kovetkezik, hogy f Osszes primitiv fligguénye
megkaphaté  F (x)+C (C €R) alakban. Ezért vezetik be az aldbbi jabb
fogalmat:

7.5. Definicié. (Hatdrozatlan integrdl) Legyen f : R — R tetszbleges fiigg-
vény és I C Dom (f) tetszdleges olyan intervallum, amelyen [ -nek létezik F
primitiv fiigguénye.
Ekkor [ ©sszes primitiv fiigguényének halmazit az f fiiggvény hatdrozatlan
integrdljanak nevezziik, és (szintén) [ f (z)dz  vagy roviden csak [ f jellel
jelolyiik:

/f(m) de = {F(2)+C | C €R}

vagy csak roviden

/f(a:) de=F(@)+C. O (7.4)

7.6. Gyakorlat. Egy miwveltségi kérdés: ki és mikor irta az "Integral Bdske"
couplez -t (kuplét)?
(Megfejtés a lap aljdrﬂ)

7.7. Megjegyzés. (i) Felhiviuk a figyelmet arra, hogy most még a +C nem
ttinik fontos problémdnak, hiszen

1) Zerkovitz Béla (1881-1948) magyar zeneszerz6, még épitészmérnsk hallgaté koraban.
"Az életem a matematikdé, az analizist szérnyen szeretem, rajongok, ah, a geometridé’, In-
tegral Béoske a nevem ... ."
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(F(z)+C) =F'(2)+C' =F'(2)+ 0= f(z),

de késtbb, az integral alkalmazdsaindl (példdul differencidlegyenleteknél, amivel
mar nem foglalkozunk konyvinkben) mar lényeges lesz a +C "végzédés". Tand-
csoljuk tehdt hogy amint az [ jel elttinik, azonnal rakjuk ki a +C "végz6dést" !

(ii) A figyelmes Olvasd észreveheti, hogy az [ jelet kiilonbozé objektumok jeldlésére
haszndljuk. Mivel csak absztrakt matematikai "apré” kilonbségben térnek el
eqymdastol, mi nyugodtan haszndlhatjuk barmelyikre.

(iii) A fenti -ben bevezetett integrdl valdban hatdrozatlan, hiszen nem csak
eqy fiigguényt, hanem azok végtelen halmazat jeloli. A hatérozott integrdl fo-
galmat a[7.37 Definicidban vezetjiik be.

(iv) A definicickban az I intervallumnak lényeges szerepe van, példdul érdemes
dtgondolnunk az

/% dez =Inlz|+C (7.5)

dsszefiiggést. Mi (lehet) az I C Dom (%) intervallum? Nyilvan 0 ¢ I , tehdt
vagy I C RT vagy I C R™ .

1
I CRY (azaz 0 < ) esetén nyilvin /; dr =In(z)+C .

1
I CR™ (azaz x < 0) esetén pedig /f dr=In(—-z)+C
x
- tessék végiggondolni!
Ezt a két esetet irjik egybe réviden a képletben!
(v) Sajnos I -t nem drhatjuk sem az [ jel elé sem ald, mert [ f a hatdrozott

I
integralt jeloli, amit a[7.37 Definicidban a[7.3 "Hatdrozott integrdl” fejezetben
ismertink meg.
Az [ jel eredetét a. Megjegyzésben ismertetjiik.

(vi) Az [ ..dz jel egy zdrdjel-par, példdul a kozos (konstans-) szorzdtényezot is
kiemelhetjiik a zdrdjel elé:

/3:E+5da::3~/x—|—gdx

a helyes dtalakitds (a . Tétel alapjin). O

A sok (hasonlé) primitiv fiiggvény koziil néha hasznos egy specidlisat kivdlasz-
tani.

7.8. Definicié. Legyen f : R — R tetszdleges fiigguény és legyen I C Dom (f)
tetszbleges olyan intervallum, amelyen f -nek van primitiv fiiggvénye. Ekkor
tetszbleges rogzitett v € I esetén

[1=[t@ do=rp, (7.6)

jelolje f -nek azon (egyetlen) F., primitiv figgvényét, amelyre

F,(y)=0.
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F, neve: az f fiiggvénynek a v pontban eltiind (nulldt felvevd) primitiv figg-
vénye. O

7.9. Megjegyzés. Konnyen beldthatd, hogy ha f -nek van primitiv fliggvénye,
akkor tetszoleges v € I esetén létezik v -ban eltiind is, mégpedig egyetlen, vagyis
F, egyértelmil. O

Newton aldbbi eredménye a legfontosabb a hatdrozatlan integrélokat illetéen:

7.10. Tétel. (Newtor?’)): Ha f folytonos akkor van primitiv fiigguénye.
(Newton jelen tétele a|7.44. Tételbsl kovetkezik.) O

7.11. Megjegyzés. A figguények folytonossdaga, derivdlhatésdga és integral-
hatdsdga kozotti kapcesolatokat kénnyti megjegyezni:

DcFcC1

(Derivdlhatd, Folytonos és Integralhato fiigguények halmazai ebben a sorrend-
ben - betlirendben - részei eqgymdasnak). U

Azonban Newton kortdrsa, Joseph Liouvill egy meglepd, nagyon fontos
tételt fedezett fel (sajnos kevés konyvben lehet megtaldlni a tételt):

7.12. Tétel. (Liouville):  "Bizonyos" fiigguények primitiv figguénye nem
irhato fel képlettel. O

7.13. Megjegyzés. A fenti eredmény pontosabb megfogalmazaisa és bizonyitdsa
megtaldlhaté példdul Kovdcs Istvan [K] munkdjdban.

Liouville tétele pontosan meghatdrozza a "bizonyos" fiigguények korét, de az tul
bonyolult ahhoz, hogy itt leirjuk. Ilyen fiiggvények példaul az analizisben, nu-
merikus (kozelitd) matematikdban és a valdszintiségszamitdsban fontos

/e“"zd:p, /e‘“”ndx és /e—dx (a£0,neN, n>1),
x

/e_"2da: , /%dm , /Sin (xQ) dx , /cos (3:2) dx
/\ /1 —k-sin®(z) de (k#1) figguények.

Néhanyuknak kilon jelolése is van, értékeiket tdbldzatokba is Gsszeqylijtotték
fontossaguk miatt:

1 xr
d(x) = \/ﬁ/e_tz/2 dt  (ld. [5.56, Példa),

Ci(z) = /COS @) 4, si() ::/Sm @) 4 |

x x

Li(z) := /lntx) de , stb. O

A fenti fiiggvények (tetszlegesen pontos) kozelitd értékeit a[7.5] " Numerikus
integraldas" fejezetben ismertetett képletek segitségével lehet kiszamitani és tabla-
zatba foglalni.

2) Isaac Newton (1643-1727), angol fizikus és matematikus.

3) Joseph Liouville (1809-1882), francia matematikus.



7.2. INTEGRALASI SZABALYOK ES MODSZEREK 125

7.2. Integrdlasi szabdlyok és mdédszerek

(Formélis integralas)

A Definiciok alapjén az integrélszamitds a differencidlszdmitds megforditott-
ja, igy nem meglepd, hogy most a derivaldsi szabdlyok bizonyos értelemben vett
megforditdsait fogjuk hasznélni. Prébaljuk meg az aldbbiakban ezt a logikdt is
felfedezni a képletekben, ez segiti megértésiiket és alkalmazdsukat.

A képleteket barmely tablazatban vagy konyvben megtaldljuk, de helyettiik
a konnyebben megtanulhaté (és alkalmazhatd) "versikéket" javasoljuk!

Szokds szerint kezdjiik az alapfiiggvényekkel:

7.14. Tétel. (Gyijtemény az alapfiiggvényekrol) Az dsszes alapfiggvény
értelmezési tartomdnydnak minden belsé pontjdban integrdlhatd.

Az alapfiigguények hatdrozatlan integraljainak legteljesebb listajat [SzK] Fiiggeléké-
ben vagy [www2] -ben, azaz a kovetkezd cimen taldlhatjuk:
hitp://math.uni-pannon.hu/ " szalkai/Der+Int-tablazat-sk-nagy. gif

Nagyon rovid tabldzat van a kézépiskolai fiigguénytabldazatok c. gylijteményben
is. O

7.15. Megjegyzés. (i) A , "Formdlis derivdlds" fejezet . és ,
Megjegyzéseiben irtak itt is fontosak!
Az

:COH_I
¢ dx = C R -1
/a: x a+1+ (deR, a#-1)
és
aIL‘
/a“"dmzi—l—c (a € RT)
In (a)
szabalyok konnyen dsszetéveszthetdk, nagyon iigyeljink a kiilonbségekre!
Az x® alakid hatvéanyfiiggvényekben "az alap mozog, a kitevd fix", integrdldsa:

"novelem a kitevét 1-gyel majd az ij kitevovel osztok " (" o+ 1 -es képlet").
Kivétel az a = —1 eset, ezt kiilon meg kell tanulnunk:

1
/w_l dx:/; de=In|z|+C .

Az a® alaki exponencidlis fiiggvényeknél pedig "az alap fiz, a kitevé mozog",
integrdldsa pedig: "énmaga | az alap logaritmusdval”.

(Vessiik dssze a fenti képleteket és versikéket a . Megjegyzésben irtakkal:
azoknak megforditisai ugye ezek!?)

(ii) A . "Hatvanyfiggvények" fejezet . Megjegyzésében és a. "For-
malis derivalds" fejezet [5.28 — Megjegyzésében részletesen megmutattuk, hogy
meglepben sok fiigguényt foglal magdban az x® tipus. Ez pedig azt jelenti, hogy
ezt a sok fiigguényt mar tudjuk integrdlni - csak a képleteket "visszafelé” kell
olvasnunk. O

7.16. Tétel. (Alapmiveletek) Tetszbleges f: I — R, g: I — R integralhato
fiigguényekre és c € R tetszoleges rogzitett valds szamra az f+g és c- f fligguvények
is integrdlhatéak az I intervallumon, mégpedig

[r@sg@ do= [ @) dot [g(@) do


http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Der+Int-tablazat-sk-nagy.gif
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vagy réviden [ ftg= [f=£[g, tehdt "osszeget és kiilonbséget tagonként

integralunk",
/cf(x) dm:c~/f(x) dx

vagy roviden  [c-f=c-[f, tehdt:

és

"a konstans szorzétényezd kivihetd az [ -zdréjel ele". O

7.17. Megjegyzés. Hangsulyozzuk, hogy a tobbi alapmiveletre  (f - g , i)
g

NINCS semmilyen integrdldsi szabdly!

7.18. Tétel. (Belso fiiggvény linedris)
Ha az f : I — R fligguény primitiv figguénye F és a,b € R rogzitett valds
szdmok, akkor

/f(ax+b) dx:w—kc

a
vagyis "ha a belsd fiiggvény (az 4 b) linedris, akkor elegendd csak a kiilso fiigg-
vényt (f) integralni és a végeredményt (F (ax + b)) osztani a belst fiiggvény
derivéltjgval (a)" . O
7.19. Megjegyzés. A fenti bels6é fiiggvény nyilvin y = ax + b , ennek de-
rivdltja & a . Tudjuk, hogy barmilyen fiiggvény pontosan akkor linedris,

x
ha derivdltja konstans, tovdabbd a ldncszabdly szerint

(W) :5<F<ax+b>>’=%'F’(awb)-a:f(awb)-

Ismételjiik: NINCS semmilyen tovabbi (egyszerti) integrdldsi szabdly, tehat dl-
taldban az f (g (x)) dsszetett fiigguényre sincs! O

7.20. Megjegyzés. Integrdilds elott sokszor célszerti az integrandust dtalaki-
tani, mint példdul az

/ 3 1
/ 2. m\g/x; dz , [sin®(z) dz /xaj; dx , stb.  fiigguényeknél.

A raciondlis tortfiiggvények parcidlis (elemi) tortekre bontdsdanak mddszerét
az[I.1-3 alfejezetben ismertettiik. O

Tovabbi gyakorldshoz ajanljuk az [SzK] és [SzF] feladatgy{ijtemeények kidol-
gozott feladatait.

A kovetkezo fejezetekben tovabbi integralszémitdsi médszereket ismertetiink,
amelyek sajnos mar bonyolultabbak, ezért is foglalnak el egész fejezeteket.

7.2.1. Parcidlis integralds mdédszere

A szorzatfiiggvény differencidldsi szabdlydnak megforditdsaval ad6dé mad-
szert nevezziikk parcidlis (="részleges" /lat./) integraldsnak, angolul in-
tegration by parts, csak névrokona a parcidlis torteknek és a tobbvaltozos
fiiggvények parcidlis derivaldsdnak (konyviinkben ez nem szerepel).
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A moédszert elészor a szokdsos formajaban from le (7.21f Tétel), de hangsi-
lyozom, hogy tobb mint negyedszdzados oktatdsi tapasztalataim szerint a mé-
sodik megfogalmazds Tétel) nem csak konnyebben megjegyezhet hanem
egyszeri{ibben haszndlhato is!

7.21. Tétel. (Parcidlis integrdlds - szokdsos véltozat)

Ha az u(x) és v (z) figgvények valamely I intervallumon differencidlhatéak,
tovabba az v’ (x) - v (x) szorzatfigguénynek létezik primitiv figgvénye ezen az
I intervallumon, akkor az w(x) - v’ (x) szorzatfiiggvénynek is létezik primitiv
fiigguénye és

/u(z)v'(:p) dx:u(x)-v(m)f/u'(x)-v(x) de . O (7.7

7.22. Tétel. (Parcidlis integrdlds - (© Szalkai Istvén)

/f<x>~g<x> dx:F(zyg(x)f/F(x)-g'(x) du (78)

amennyiben a g figgvény derivalhaté és az [ jel mégdtt allo figgvények integ-
ralhatéak az I intervallumon.

Szavakban (versike): "(Bizonyos) szorzatok integraldsa = a szorzat egyik tényez6-
jét integralom médsik marad minusz integrdl: maésik tényezojét derivdlom egyik
marad (integralva)” . O

7.23. Példa. /cos(2m) cx dz = ([cos(2z) dz) - = —/ ([ cos (2z) dz) -
' dx =
sin (2z) v /sin(Qa:) 14 sin (2z) — cos (2z)

- A B
2 2 v 5 5o ¢

7.24. Megjegyzés. A fenti példaban vdlaszt kaptunk arra a kérdésre is, hogy
maért érdemes illetve (@ -ben egy integrdl helyett egy mdsikat kapni: a
mdsodik [ kinnyebb lehet mint az eredeti.

Es ez mindegyik matematikai tétel / képlet legfontosabb kérdése: mikor kell
/ lehet haszndlni ?

Nos, ha a sin , cos , exp, = a” , sinh , cosh figgvényeket mindegy-fiigg-
vényeknek nevezzik (mivel nekik lényegében mindegy, hogy derivdlni vagy in-
tegralni akarjuk dket), akkor az aldbbi esetekben érdemes a parcidlis integrdalds
mddszerét haszndlnunk . Tétel versikéje alapjan, a szereposztds lényeges!),
esetleg tdbb lépésben:

[ polinom - mindegy , [ mindegy - mindegy , [ polinom -In ,

[ polinom - arctg .

Kidolgozott feldadatokat taldlunk [SzK] és [SzF] -ben. O

7.25. Megjegyzés. (i) Ismét hangsilyozzuk, hogy illetve (7.8) nem a
szorzat integraldsdanak (dltaldnos) képlete, hiszen egy mdsik integralt kapunk,
ami nem minden esetben szamithato ki.

(ii) A mddszert azért hivjuk "parcidlis"nak, mert a szorzatnak csak a felét in-
tegraltuk ki (féelmunka), a mdsik részét magjd kés6bd ... . O
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7.2.2. 1. tipusu helyettesités és specidlis esetei

Vérbeli matematikusok szerint nincs két tipusu helyettesités, de gyakorlati
feladatoknal mégis j6l jon, ha kiilonb6z6 szempontokbdl is megvizsgaljuk ezt a
kérdést.

A moédszert nem a szokdsos forméjdban from le (minden konyvben megtaldl-
haté), hanem a kénnyebben hasznélhaté valtozatot.

7.26. Tétel. (1. tipusd helyettesités - (© Szalkai Istvédn)

/ f(g() g () dz=F(g(x)+C, (7.9)

vagy régies jeldlésekkel

[t da= [ 19 dg=F@+C. aholg=g@) . (120)

Szavakban (versike): " Ha az integralban szereplo szorzat eqyik tényezoje
dsszetett figguény (f (g (x))) és a mdsik szorzétényezo éppen ennek az dsszetett
figguény belst figguényének (g -nek) a derivdltja (¢' (x)), akkor csak a kiilsé
fiigguényt (f) kell integralni (ez lesz F'), a belseje (g (x)) marad! " O

7.27. Megjegyzés. (o) A legfontosabb kérdés ismét: mikor kell / lehet
haszndlni ? Vilasz: olvassuk el a Tétel mondatdnak elso felét ismét: " Ha
az integralban szerepld szorzat egyik tényezdje Osszetett fiiggvény és a mdsik
szorzotényezd éppen ennek az dsszetett fiiggvény belso fiiggvényének a derivaltja " .
(i) Most ugyan nem akarunk bizonyitani, de motoszkdl benniink a kérdés: miért
nem kell foglalkoznunk g -vel?

Nos, (@) jobb oldaldt visszafelé derivdlva, a ldncszabdly alapjin kapjuk:
(F(g(@) =F(9(x) ¢ (2)=f(9(x))- ¢ () = OK. (Bebizonydtottuk.) O

A Tétel specidlis eseteit kiilon is érdemes megtanulnunk! (Azt is gon-
doljuk &t: az egyes esetekben f milyen fiiggvény ([7.9) -ben?)

7.28. K6vetkezmény. (i)

2
T
[o@ g @) = o
azaz: "ha a szorzat egyik tényezdje éppen a mdsik derivaltja (vagyis ha a fu

a sajdt derivdltjaval van szorozva), akkor az eredmény = a fiiggvény-négyzete-
per-kettd ",

(%)

a+1 (CE)
g de=1"" ¢ -1
[o@ g @ w=Lt e @r-y
azaz: "ha egy fiiggvény a -dik hatvdnya van megszorozva a fiiggvény (sajit)

derivaltjaval, akkor az eredmény = a fiiggvény-(« + 1)-dik hatvéanya-per-(a + 1) "
(OZ 7é _1);

9@l ole
/g(x) dr=1In| g(z) |+C

azaz: "ha atort szamlaléja éppen a nevezdnek a deriviltja, akkor az eredmény
= nevezdnek a logaritmusa (abszolit értékben)” . O



7.2. INTEGRALASI SZABALYOK ES MODSZEREK 129

7.2.3. II. tipust helyettesités

A Tételnek szintén sok viltozata ismert, mi a szerintiink legjobbat ismertetjiik.
A részletes Példa és a Magyardzat segit a megértésben.

7.29. Tétel. (II. tipusi helyettesités) Tegyiik fel, hogy g differencidlhatd az
J = (a, B) C R intervallumon, ¢’ () #0 ha x € J és legyen I =1Im (gl;) .

Ha létezik az (fog)-g' fiigguénynek primitiv fiigguénye a J intervallumon (jeloljik
ezt H -val), akkor f -nek is létezik primitiv figgvénye az I intervallumon, még-
pedig Ho g™t .

Képletekben:
/f dz-(/f du) +C, (zel (7.11)
w=g~1(x)
ahol
-1 . dx /
x=g(u) azaz u=g  (x) és Tu =Y (u) . (7.12)

Kicsit masképpen: ha bevezetjiik a
~ [ ot - (713)
jelolést, akkor igy irhatd:
/f (z) de=H (97" (2))+C . (7.14)
O

de = 7

7.30. Példa. /
e’ +1

Legyen e® = u ahonnan

dz 1 )
e=z@) =) =g & - =1'u=9@W=_, iy
1 1 1 1
dr = .= d =
/6x+1 v (/u+1 du )ewu < u+1 u u)em_u
. 1
majd az —— = — — azonossdg alapjan

u(u+1l) w u+1

(/1 L du)em_u(ln(u)ln(u+1))ez_u+0

v u+1
=ln(e®)—In(e*+1)+C,
az abszolutértékjel most felesleges, hiszen u = ¢e* >0 . |

7.31. Megjegyzés. (i) A tapasztalat szerint most (is) hasznosak az x = x (u)
. "A differencidlhdnyados

és a % =1’ (u) jelolések (Id. az|5.13 Jelolést a

d
fogalma" fejezetben). Tudjuk ugyan, hogy dﬁ csak egyetlen jel, de mégis az
U

x . .
— - /= dx  "levezetés" mdr szdz éve segit megjegyezni a (7.11) képletet.

(i1) Csak érdekességképpen emlitjik meg, hogy a fenti|7.29, Tétel képletei
lényegében az I. tipusi helyettesités képletének dtfogalmazdsai. O
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7.3. Hatarozott integral

Az integralszamitas legfontosabb fogalma, ezért is szoktak réviden Az In-
tegral -nak nevezni.

Ebben a fejezetben a fiiggvénygorbe alatti teriiletet elméletileg leirjuk és
kozelitjiikk, majd pontos (elméleti) képletet adunk kiszdmitdsdra, a gyakorlati
szdmitdsok modszereit a kovetkezd, " Numerikus integrdlds" fejezetben ismertetjiik.

7.32. Megjegyzés. A hatdrozott integral Definicidja a [7.33. ponttol
egészen a[7.38. pontig tart !

7.33. Probléma. Legyen f tetszbleges fiigguény az I intervallumon értelmezve.
Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy I = [a,b] véges és zért intervallum,
f(x) >0 minden © € I esetén, valamint hogy f folytonos I -n.

Tekintsiik azy = f (x) fiiggvénygrafikon, az x tengely, valamint az I intervallum
végpontjaiban fliggdlegesen hiuzott © = a ill. © = b egyenletls egyeneseket. Ez
a négy gorbe (vonal) meghatdroz eqy (véges) sikrészt (sikidomot), amint ez a
kovetkez6 [7.35 Definicié utani dbran ldthato.

Mekkora a teriilete ennek a "fiiggvénygorbe alatti” sikrésznek 2 [

7.34. Definicié. A fenti problémdban meghatdrozott sikrész teriletét hivjuk az
f fiiggvénygdrbe alatti tertiletnek. |

A tovdbbiakban feltessziik f és I a fenti[7.33] pontban lefrt tulajdonsdgait,
nem emlitjiik meg kiilon mindegyik pontban.

7.35. Definicié. Legyen n € N egy tetszbleges természetes szim, és osszuk
fel az I intervallumot n tetszbleges (nem sziikségképpen egqyenld) részre, azaz
legyenek xg,x1, 2, ...z, € I tetszoleges szamok:

a=xg <1 <T2<...<xTp=>=. (7.15)
Vegyiink mindegyik részintervallumban egy szdmot

Timg < Ir < x; (716)

és legyen
0:=max{ |z; —x;i—1| :1=1,2,...,n} (7.17)

a leguastagabb (x; — x;_1) csik szélessége. Ekkor a fiigguénygirbe alatti T teriilet
kozelitoleg

T~ S, = Z @) - (2 — xi-1) (7.18)

(2 a csik magassdga szorozva a csik szélességével), ezért is hivjik S, -et integ-
ralkozelito 6sszegnek. (Il
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? f(x)

¥

X=a Aaxfx, ... x, ®x X, Xp X=b
(7.19)

Integralkozelité Gsszeg

7.36. Tétel. Ha § — 0 és f folytonos fiigguény, akkor létezik véges hatdrértéke
az Sy, integrdlkozelitd dsszegnek, vagyis van olyan t € R valds szdm, amelyre

t=lim S, . (7.20)

(Ugyeljiink arra, hogy a lim alatt valéban 6 — 0 van és nem n — oo !) [

7.37. Definici6é. (Hatdrozott integrdl) A fenti t hatdrértéket nevezzik az f
fiigguény I intervallumon vett hatdrozott integraljanak és [ f jellel jeloljik,
1

tehdat
/f = }1_1% Sp . (7.21)
T

Ezenkiviil a[7.33 pontban kérilirt stkrész teriiletét is a dsszefiiggéssel

definidljuk:
T:= /f = ;iH(l) S, . O (7.22)
T

7.38. Jelblés. A hatdrozott integrdlra még sokféle jelolés is haszndlatos:

/f:/f(x)dx:/bfz/bf(m)dx:/f:/f(t)dt:.,, O
7 T a a [a,b] [a,b]

(7.23)
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7.39. Megjegyzés. (i) Aza ésb szamokat szokds az integrdl(ds) hatdrainak
is hivni, szerepiik és sorrendjiik lényeges, példdul [, f = — f; f.

A hatdrozott integrdl nagyon sok fontos alaptulajdonsdgdval sajnos itt most
nincs helyink foglalkozni, mint ahogyan (részben vagy egészében) negativ f fiigg-
vényekkel sem. Ezeket az Osszefliggéseket mds konyvekbodl kell megtanulnunk,
javasoljuk példaul [GyP] -t.

(ii) A mostani integrdl azért "hatdrozott", mert és szerint eqy
valds szdm. A hatdrozott és hatdrozatlan integralok kézétti kapcesolatot Newton
és Leibniz aldbbi .Tétele ismerteti.

(iit) Vegyiik észre, hogy a "fiigguénygorbe alatti” teriletet szintén nem definidl-
tuk geometriailag, csak hatdrérték segitségével. Ennek egészen fejlett elsé wvdl-
tozata az Eudok:szos és Archimedes Jkori gorog matematikusok dltal
felfedezett "kimerités" mddszere! O

7.40. Megjegyzés. Geometriailag egy teriilet mindig pozitiv valds szam. Kér-
dezhetnénk azonban példdul az x2 — 2 paraboldnak az x tengely alatti részének
teriletét, vagy példdul az y = sin(z) figgvény hullémainak terileteit, ezek
felvdltva vannak az x tengely felett és alatt.

Nem csak a Matematikai Analizis aldbb kovetkezo tételei, hanem a legtébb fizikai
és egyéb alkalmazds is megkivinja, hogy a fiigguénygorbék x tengely alatti részeit
negativ elbjelti teriiletnek tekintsik! Tehdt példdul a sin fiigguény (szimmetridi
miatt) 0 -tdl 2w -ig terjedd dsszeteriilete

27 iy 27
fsin:fsin+fsin:@—|—@:0.
0 0 ™

Vigydzzunk tehdt a geometriai és az [ dltal kiszdmitott eléjeles teriletek kizotti
kilonbségre (és kapcsolatra)! O

No, de hogyan szdamitjuk ki pontosan példaul a ([7.22)) hatdrértéket, vagyis az

f; f hatdrozott integralt? A kiszamitasi képlet Newton és Leibniz|7.46] Tételében
taldlhat6, azonban még eldttiink van péar fogalom és sszefiiggés.

7.41. Definicié. Legyenek f és I = [a,b] a. pontban leirt tulajdonsdgokkal.

Definidljuk ekkor az F : I — R fliggvényt a kovetkezoképpen: legyen tetszobleges
B €I esetén

B
F(8) ;z/ f@) dr (@a<B<b) . (7.24)

Ezt az F fiigguényt hivjuk az f fligguény integralfiiggvényének vagy teritilet-
fliggvényének.
A fenti képletet szokds mds bettikkel is irni (a két valtozat egyenértékt):

F(z):= / f@) dt (a<z<b). O (7.25)

1) Eudokszosz (Kr.e. 408-355) gorog matematikus
5) Archimedesz (Kr.e. 287-212) gorog matematikus
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7.42. Megjegyzés. A[7.35 Definicichoz tartozé dbra alapjan képzeljik el, hogy
az f fiigguvénygorbe alatti teriiletet a -tdl csak x -ig (az x -nél hizott fiiggdleges
egyenesig), és ennek a (vdltozd) teriletnek a méretét jeloljik F (x) -el. Amint
x értékét vdltoztatjuk, a terilet is vdltozik, mint pl. egy fliggony elhizdsakor
(most éppen nem a fiiggony alja hullémos, hanem a karnis - mint pl. sok
szinhdzban). O

7.43. Megjegyzés. Vizsgdljuk meg most figyelmesen az F (z) integrdlfigguény
(teriletfiigguény) megudltozasdt x (aprd) mozgasdnak kovetkeztében. Ext a folya-
matot tanulmdnyozhatjuk a kényvhoz tartozo

http://math.uni-pannon.hu/ " szalkai/integralfuggueny.gif — mozgdképen (animd-
cion).

Hat persze a terilet(fiigguény) valtozasa éppen f(x) -tdl figg! A megvdltozds
pedig éppen a derivdlt! Tehdt (szemléletesen) beldttuk a kovetkezt dsszefiiggést:

7.44. Tétel. (Newton) Legyenek [ , I = [a,b] és F a|7.41. Definiciéban letrt
figguények illetve intervallum. Ekkor F derivdlhaté I végpontjainak kivételével,
és minden x € (a,b) szdmra

F(z)=f(z) (a<z<b). (7.26)
U

7.45. Kovetkezmény. A fenti osszefiiggés éppen azt jelenti, hogy f -
nek megtaldltuk egqy primitiv fliiggvényét!
Ez pedig bizonyitja Newton [7.10 tételét!
Megjegyezziik még, hogy F' az a € R walds szdmndl elttind primitiv fliggvény

(1d. a[7.8 Definiciot). O

7.46. Tétel. (Newton-Leibniz szabdly) Legyenek f és I a[7.33 pontban leirt
tulajdonsdgokkal.
Ha az f fiiggvénynek létezik F' primitiv fiiggvénye az I intervallumon, akkor a

fenti azaz teriilet
b
Tz/f(x) dr=F () —F (a) . (7.27)

A képletben szereplé F (b) — F (a) kilonbséget szokds az F' fiigguény megudl-
tozdasanak is nevezni. U

7.47. Megjegyzés. !l A fenti ugyan pontos képletet ad a kérdéses
teriilet kiszdmitdsdhoz, amit nagyon sok gyakorlati és elméleti esetben sikerrel
haszndlhatunk, de ne feledjiik Liouville[7.12 Tételét sem: nagyon sok folytonos
f fiiggvény F primitiv figguénye nem irhatd fel (képlettel) !!!

Az ilyen esetekben az f: [ integrdlt csak kozelitoleg tudjuk kiszamitani, aminek
részleteit a[7.5 "Numerikus integrdlds" fejezetben ismerhetjiik meg. |

7.48. Kovetkezmény. Ha f folytonos I -n, akkor létezik az f fiigguénygrafikon
alatti teriilet.

Sot, ha az f fiiggvény csak véges sok pontban nem folytonos az I interval-
lumban, de ezekben a pontokban is léteznek bal- és jobb- oldali hatarértékei (nem
feltétleniil egyenloek), akkor is létezik az f fiigguénygrafikon alatti terilet az I
intervallumon. (]


http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/integralfuggveny.gif
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(Ne feledjiik: a matematikusok sok olyan sikrészt is felfedeztek, amelyeknek
nincs teriilete!)

7.49. Megjegyzés. Erdemes lesz megismerniink még a ¥, A és | jelek erede-

dj
tét, hasonldan a dx és d—f jelekhez (1d. |5.13. Megjegyzés) hasonldan.
x

Régen a gorog ¥ bettl helyett az S bettit haszndltak az dsszegezés jelére, a (német,
die) Summe sz6 réviditésére. Igy példdul a 0sszeget az aldbbi alakban
irtak:
n
TS, := ,Slf(:cz‘) Az, (7.28)
1=

ahol természetesen Ax; = x; — x;—1 a jolismert differencia (ld. . Megj.).
Nos, szépapdink tgy gondoltdk (Tkomolyan!): ha mdr § — 0 , akkor Ax is
gombélyédion, legyen beldle dx , az S bettibdl pedig megnyilva /-

Mindez nemcsak komoly, hanem hasznos (bar fizikus) gondolatmenet! O

A hatdrozott integrdl alkalmazdsai betoltik egész életiinket, bevezetd is-
mertetésiik is kitenne egy konyvecskét! Most helysziike miatt csak annyit tudunk
megemliteni (a Definicié és a legutolsé Megjegyzés szerint is),
hogy a hatdrozott integral dltaléban egy nagyon ("végteleniil") aprélékos, fi-
nom Osszegezése valamilyen vdltozé f mennyiségnek. Fzédltal lehet minden
(folytonos) fizikai, kémiai, stb. mennyiséget Ssszegezni segitségével: teljesit-
mény, ut, hé- és elektromos- mennyiségek, silypont, stb. Egy példa erre az
id6-sebesség fiiggvényt haszndlé tachogrdif , amellyel a megtett utat is ki lehet
szamitani.

Néhany képlet és kidolgozott feladat taldlhaté példdul [SzK], [SzF], [wwwO]
és [Bi] -ban.

7.4. Improprius integral

Gyakran eléfordul, hogy a[7.33] Definici6 feltételei nem teljesiilnek: vagy az I
intervallum nem véges vagy az f fiiggvény nem folytonos I -n, vagy mindketto.
Az elnevezés mindkét esetben taldlé: nem vildgos = improprius (latin),
angolul improper. (Példdul a Valdszinfiségszamitas targyban lesz ilyesmire
sziikségiink.)

7.4.1. Veégtelen intervallum

Ez az egyszeriibb eset: I végtelen.

7.50. Definicié. Legyen f : R — R tetszbleges fiigguény amely értelmezve van

az [a, +00) végtelen intervallumon (azaz [a,+00) C Dom(f) ).

Tegyiik fel tovabbd, hogy minden a < z szdmra létezik az [ [ hatdrozott integ-
a

rdl.
FEkkor a teljes [a, +00) intervallumon az f fiigguénygdrbe alatti terilet létezésének
feltétele, hogy a

z— 400

T:= lim / f(x) dx (7.29)
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hatdarérték konvergens legyen (létezik és véges), ebben az esetben irhatjuk:

/ f(z) dz = liIJIrl / f(x) de] . O (7.30)
7.51. Definicié. Legyen f : R — R tetszbleges fiigguény amely értelmezve van

a (—o0, b] végtelen intervallumon (azaz (—oo,b] C Dom(f) ).
b
Tegyiik fel tovdbbd, hogy minden w < b szdmra létezik a [ f  hatdrozott integ-

w
ral.
Ekkor a teljes (—o0, b] intervallumon az f fiigguvénygorbe alatti terilet létezésének
feltétele, hogy a

w— —00

b
T:= lim / f(z) dx (7.31)

hatdrérték konvergens legyen (létezik és véges), ebben az esetben irhatjuk:

w——00

/b f(z) dz:= lim /b f(z) dz| . O (7.32)

Sajnos kétoldalrol végtelen intervallum is létezik:  (—oo0, +00) = R, tehat:

7.52. Definicié. Legyen f : R — R tetszoleges fiigguény amely értelmezve van
az egész R szdmegyenesen.

Tegyiik fel tovabbd, hogy minden [a, b] véges intervallumon létezik az f: f hatdro-
zott integrdl.

Ekkor a teljes (—oo, +00) szdmegyenesen az f fiigguénygiorbe alatti teriilet létezésé-
nek feltétele:

a kettos-hatdarérték

Yy——00 z—+00

lim  lim /f(:r) dx (7.33)

HELYETT inkabb kettévigjuk a feladatot:
legyen c € R tetszbleges rogzitett szam, és legyenek
y——00

T := lim f(z) dz és Tp:= lim f(z) dz (7.34)
j j

az eloz6 [7.50, Definicionak megfelelden.
Tehdt, a teljes (—oo, +00) szdmegyenesen az f fiigguénygdrbe alatti terilet létezé-
sének feltétele, hogy T és Ty mindegyike véges legyen, és ekkor irhatjuk:

Y——00 z—+00

/oof(m) dz := lim /Cf(x) dr | + lim /Zf(:lc) dx | . (7.35)

(Szimbolikusan: _Jrfoof = _j f+ +foof L) O
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7.4.2. Veégtelen fiiggvény
A nehezebb eset, mert gyakran észre sem vessziik, hogy f -nek nincs (véges)

3 1
hatérértéke a (véges) I intervallumon, mint példdul az [ 2126 dz feladat-
1 24—
ban (megolddsat 1d. [SzF] -ben).
Sajnos tobb esetet is meg kell vizsgalnunk attdl fiiggden, hogy az intervallum
melyik részén nincs f -nek (véges) hatarértéke. (A fenti példa melyik esethez
tartozik?)

7.53. Megjegyzés. Ha az f fligguénynek van véges hatarértéke az I interval-
lum barmely pontjéban, akkor a[748, Kiovetkezmény alapjin nem kell improprius
hatdrértékeket szamolnunk! O

7.54. Definicié. (i) Legyen f : R — R tetszbleges fiigguény amely értelmezve
van az I = [a,b) félig nyilt intervallumon (azaz [a,b) C Dom(f) ).

Tegyiik fel tovabbd, hogy minden z € [a,b) szdmra létezik az f: f hatdrozott
integral.

Ekkor a teljes [a,b] intervallumon az f fiiggvénygorbe alatti terilet létezésének
feltétele, hogy a

T = lim / () do (7.36)

hatdrérték konvergens legyen (létezik és véges), ebben az esetben irhatjuk:

b

/ () do = lim / Fla) do | (7.37)

a
(ii) Legyen f : R — R tetszbleges fiigguény amely értelmezve van az I = [a,b]
zdrt intervallumon kivéve egy c belsé pontot, azaz
a<c<b és a,b]\{c} C Dom(f) .

Tegyiik fel tovabbd, hogy minden y € [a,c) és z € (¢,b] (azaz a < y < ¢ €s
c<z<b) szimokra léteznek az [’ f és fzb f hatdrozott integrdlok.

Ekkor a teljes [a,b] intervallumon az f fiigguénygorbe alatti teriilet létezésének
feltétele, hogy a

y—c— z—c+

y b
lim / f(z) dz és  lim / f(z) dx (7.38)

féloldali hatdrértékek mindegyike véges legyen, és ekkor irhatjuk:

y—c— z—c+

/bf(a:) dz = lim /yf(a:) dz | + lim /bf(x) dz | . (7.39)

(Szimbolikusan: fbf = fcf—l—fbf )
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(iii) Legyen f : R <— R tetszbleges fiigguvény amely értelmezve van az I = (a,b)
nydlt intervallumon (azaz (a,b) C Dom(f) ).

A . Definicichoz hasonldan most is kettévagjuk a feladatot: legyen c € (a,b)
tetszbleges rogzitett belsé pont, és tegyiik fel tovabbd, hogy minden y € (a,c] és
z€e,b) (azaza<y<césc<z<b) szdmokra léteznek az fyc foes[7f
hatdrozott integrdlok.

FEkkor a teljes [a,b] intervallumon az f figgvénygérbe alatti terilet létezésének
feltétele, hogy a

y—a+ z—b—

lim f(z) dx és  lim f(z) dz (7.40)
j j

féloldali hatdrértékek mindegyike véges legyen, és ekkor irhatjuk:

y—a+

/bf(x) dz := lim /c f(z) de ] + zlirilf /Zf(x) de | . (7.41)

b c b
(Szimbolikusan: [ f=[f+[f .) O

Még tovdabbi bonyolult esetek is léteznek, de helylink mar nincs.
Kidolgozott feladatok talalhatéak [SzK], [SzF] és [www0] -ben.

7.5. Numerikus integralas

Numerikus = szdmszerti (latin), most a hatdrozott integrél kozelitd
kiszdmitasdrdl lesz szo.

Nem csak Liouville[7.12] Tételének eseteiben vagyunk kénytelenek a Newton-
Leibniz[7.46] Szabalynél gyorsabb médszert keresni fiiggvények értékeinek dssze-
gezéséhez (gorbe alatti teriilet kiszdmitdsa).

Ugyan a Definiciéban szerepld képlet is egy kozelités, de mekkora
hibdval? Mar az aldbbi két egyszerii médszer is sokkal gyorsabb pontosabb
(tobbszaz tizedesjegy a mp tortrésze alatt) kozelitést ad. A médszerek mérnoki
jelenttséget (kiillonosen a mai szamitégépek kordban) ugye nem kell ecsetelniink.

Mindkét aldbbi médszer 6tlete az, hogy a abrén az (x;—1 , x;) alapi és
f(zF) magassdgu téglalapok helyett mas sikidomokkal kozelitsiik az f () fiige-
vénygorbe alatti teriiletet az (x;—1 , x;) intervallumokon. Ezen sikidomok alsé
vizszintes része mindig az x tengely, jobb- és baloldali hatdrolé egyenesei szintén
maradnak az x; 1 és x; -ben emelt fiiggbleges egyenesek, mindossze a felsd
"lezdre" résziiket valasztjuk mésképpen (nem az f (z) magassdgu vizszintes

egyenesek maradnak). Az intervallum I = [a,b] .

7.55. Algoritmus. (Trapézformula)

Az (x—1 , x;) intervallumokon kozelitsik az f (x) figgvénygorbe alatti teriletet
trapézokkal: a fiiggbleges egyenesek és az y = f(x) grafikon metszéspontjait,
vagyis az (x;—1 , f(xi—1)) és (x; , f(x;)) pontokat kissiik dssze egyenes sza-
kaszokkal.
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Az egyszertiség kedvéért legyenek az x; (i =1,2,...,n) pontok egymdastdl egyenld
tavolsdgra (ekvi|disztans) , vagyis legyen
b—a

r;—x;_1=h ahol h:= , (7.42)
n

vagy mdsképpen

xo=a és z=xz;1+h (i=12,.,n). (7.43)

Ekkor mindegyik trapéz (vizszintes) szélessége h , az i -edik trapéz pdrhuzamos
f(@iza) + [ (z:)

5 -h , a kozelitd

oldalai f (x;—1) és f(x;) , vagyis terilete t; =

osszeg pedig (dtrendezés utdn)

2 2
(7.44)

Ty - e (M+f(x1)+f(w2)+...+f(xn1)—1— f(b)> |
i=1

Ez a trapézformula. (Nem is olyan bonyolult!) a

T o /
]
R
®
x~a LT * cee L) X Koy x=h
Trapézformula

7.56. Tétel. Ha az f figgvény kétszer derivdlhaté az I = [a,b] intervallumon,
és K egy korlatja |f"” (x)| -nek, vagyis

[ ff@) <K (Vzel),

akkor a trapézformula hibdja legfeljebb

fbf (x) dx — (7.44 O

_K (b a)®
- 12n2
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7.57. Megjegyzés. A nevezbben szereplo n® azt jelenti, hogy ha a "cstkok"
szélességét felére/harmaddra/... csokkentjik, vagyis n értékét ketts-/hdrom-/...
-szorosdra noveljiik, akkor a trapézformula hibdja negyede/kilencede/ lesz
az elozomek. O

7.58. Megjegyzés. A fenti képletekben szereplo M és K korldatoknak elegendd
csak durva felsé becslését megadni, hiszen a nevezbben szereplo n? és foleg az n*
tagok magyon gyorsan tartanak oo -hez: példdul kétszer annyi osztdpont esetén
négyszer illetve 16 -szor kisebb a hiba! O

7.59. Algoritmus. (,S"impsorﬂ> - formula)

Pdros sok x; osztdpontot vilasszunk, vagyis legyen n = 2m , az osztépontok
ismét legyenek egymastdl egyenld tavolsdagra (ekvi|ldisztans), vagyis tel-
jestil.

A grafikon hdrom egymdst kovetd pontjdra, tehdt az (z;—1 , f(zi—1)), (i, f(x;))
és (ziv1 , [ (wiy1)) pontokra (i = 2§ + 1) illessziink parabolaivet, legyen ez a
felsd hatdra az x;—1 és x;41 (pontokban emelt) fiiggbleges és x tengely-vizszintes
egyenesekkel hatdrolt sikrészt. Ezek teriileteit is ki tudjuk kdonnyen szdmitani, a
végsd kozelitd formula pedig

NE

~ (parabola)
T = t; = (7.45)
j=1
b—a
= 35, (f (@) +4f (z1) +2f (z2) +4f (x3) + .. +2f (Tp—2) + 4f (Tn—1) + (b)) .
vagyis az osztépontokhoz tartozd szorzétényezok 1,4 ,2,4,2 ... ,2,4,
1.

Ez a Simpson-formula. (Ez sem olyan bonyolult!) a

7.60. Tétel. Ha az f fiiggvény négyszer derivdlhatd az I = [a,b] intervallumon,
és M egy korldtja |f(4) (m)| -nek, vagyis

‘f(“)(x)‘gM Vzel) ,

akkor a Simpson-formula hibdja legfeljebb

b |<M~(b—a)5

[f(x) dz— (7.45 TS0

a

Kidolgozott példakat [SzF] -ben taldlunk.

6) Thomas Simpson (1710-1761) angol matematikus
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kétoldali, sorozat, [46]

kiterjesztett, [6] konvex

lyukas, fiiggvény, [T16

pontozott, [5] koordindtageometria alapja,

sugara, [4] korlat

+o00 e, [f sorozat ~ja, [44] [45]

—oo e, [0 korlétos
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monoton, 4]
sorozat, [£4]
koszekdns,
kritérium
0 ~dik,
sor konvergencia-,
kuplé,
kvézi-,
kvézipolinom,
kvéciens,
kvantor
egzisztencislis,
univerzalis,

L’Hospital - szabaly, [109]
L’Hospital, Guillaume, [109
Lancszabély,
letezés, [A9]
lezerfény, [6]
Lagrange, Joseph Luis, [I0§]
Lagrange-hibatag, [I0§]
Lamberth W fiiggvény, [34]
legjobban kozelité polinom, [L06
leképezés
egy-egy értelmii,
egyértelmi, [35]
kolesonosen egyértelmi,
kolcsonosen egyértelmii ra-,
réképezés, [35]
lesziikités
fiiggvény ~-e,[0]
limesz, [46], [70]
baloldali, véges, [74]
baloldali, végtelen,
jobboldali, véges, [74]
jobboldali, végtelen, [76]
kétoldali, [70]
kétoldali, véges,
kétoldali, végtelen, [T0]
véges, 0]
végtelen,
Liouville tétele,
Liouville, Joseph,
Ly (z),[[02
logaritmikus skéla,
logaritmus
naturalis, [27]
természetes alap, [27]
logaritmus fiiggvények,
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mértani

sor, [66]
osszege, [67]

sorozat, [55]
mértani sor, [68]
MacLaurin, Colin,
MacLaurin-polinom, {106
magasabbrendii

derivalt,

differencidlhanyados,
mapping, [35]
maximum, globélis

figgvény ~a, [I7]
maximum, lokdlis

fiiggvény ~a, [I7]
megegyezés, [I0]
megforditott

fiiggvény,
megforduldsi szabalyok,
megszoritas

fiiggvény ~-a, 9]
megvesszdzés, [36]
mindegy

-fiiggvény,
minimum, globélis

fiiggvény ~a,
minimum, lokélis

fiiggvény ~a,
monoton

sorozat, [£4]
monoton csokkend fiiggvény

intervallumon, [[2]
monoton novo fliggvény

intervallumon,

mutatoé
elem ~ja,
natural

exponenciilis fiiggvény,
logaritmus, [27]
szamok, [3]

nem csokkend fliggvény
intervallumon, [[2]

nem novo fiiggvény
intervallumon, [[2]

Newton
érintémaodszere,
gyokvondsa,
hatdrozatlan integrél - tétele,
hatdrozott integral - tétele, [[33]
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kobgyokvondsa,
Newton, Isaac, [59]
Newton-Rhapson mddszer,
numerikus,
matematika, [105]
megoldds, egyenleté, [80)
sor, [65]
sorozat, 3]
nyil, [46] [47]
—, [

one-to-one

function, [35]
one-to-one function, [33|
onto

function, [35]
oroszlanfogas, [B1]

péaratlan

fiiggveény, [10]
péaros

figgvény, [10]
paraméteres fiiggvény, 03]
parciélis, 23]

derivalds, [126]

integralds, [120]

tortek, 23]

tortekre bontds, 23]
paritds

figgvény ~a, [10]
periédus,
periodicités,
periodikus

fiiggvény,

sorozat, 49|
pihenés,
polinom,

fokszama,

konstans,

kvézi-,

legjobban kozelitd,

trigonometrikus,
polinom fokszama,
polinomosztds,
pont

belsb,

hatar,

Kiils6,
poszledovatyelnoszty,
primitiv fiiggvény, [121
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pontban eltiind, 124

quotient, 3] 55

raképezés,
részleges

integralés,
részletosszeg,
részsorozat, [64]
résztort

tortek, 23]
racionédlis

szamok, [3]

tortfiiggvény,
Range, [7]
Raphson, Joseph,
real,
Reihe,
Rendérszabély,
Riemann tétele, [67]
Riemann, Georg Friedrich, [67]
rjad,
Ruffini, Paolo, 24]

sec, [30]

sequence, [60]

series, [66]

Simpson - formula, [I39]
Simpson, Thomas, [I39]
simulé
egyenes, [102]
gorbék,
gorbék, k-adrend,
kor,
singleton, []
sor, [66]
sszege, [65]
abszolut konvergens, [67]
divergens,
feltételesen konvergens, [67]
geometriai, [68]
harmonikus, [68]
hiperharmonikus, [6§]
konvergens,
mértani, [6§]
sorozat, 43}, [60]
dsszetarto, [40]
allando,
ltaldban,
divergens, [6]
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eleje,
eleme,

konstans,
konvergens, [46]
korlétos, [44]
monoton, 4]
numerikus,
periodikus, [49]
rész ~a, b4
stagnals, [43]
széttarto, [0]
tagia, [

sorszam

elem "a,

specialis kitevojii hatvanyok, [20]

stécio, [113]
staciondrius pont, [I13]
stagndlé

sorozat, [£3]
Sugdr

kornyezeté, [4]
supremum

sorozat ~a, [45]

szog, [31]
sziimptein, [120]
sziirjekeio, [35]
sziirjektiv
figgvény,
szdmegyenes
bévitett, [0]
szadmologép, [38|
szamszer, [I37]
szélsbérték
altaldnos,
érteke,
abszolit,
féloldali, [17]
globdlis,
helye,
kétoldali,
széttarto
sorozat, [40]
szabdlyok, megforduldsi, [T4]
szekéns,
szeld,

szel6 egyenes, [116

szigorian monoton fiiggvény
intervallumon, [[2]

szimmetria

-egyenes, [I1]
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-pont, [I]

tobbvaltozoés fiiggvény,
tort
elemi -,
parcidlis -, 23]
rész -, 23]
tortek
elemi -re bontds, 23]
parcidlis -re bontds, 23]

tortfiiggvény
raciondlis,
tortfiggvények

raciondlis,
tiiréshatdr,
tachograf,
tag

sorozate, [A3]
tapéta, [I1]
Tartaglia, Nicolo, [24]
Taylor, Brook, [I06]
Taylor-polinom, [106]
teriilet,

-fiiggveény, [132]

gorbe alatti,

geometriai, [I32]

negativ, [[32]

természetes alapui

exponencislis fiiggvény,

logaritmus,
terminoldgia,
tiltott

sorozat limesz, 8] [53]
torlédési pont, [A7]
trapézformula, [I37]
trigonometrikus

polinom, [32]
trinom egyenlet,

univerzalis
kvantor, [3]

véltozé
fiiggd,
fiiggetlen, [7]
mozgathato,
nem mozgathato,
végtelen
szdmossagok,

végtelen hatarérték
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fliggvényé,
sorozat ~e, 50|

valés, [3] [6]

versikek, [99] [127]
alapfiiggvények derivéltjai, [97]
derivaldsi, [97]
integraldsi, [125]

vesszOcske,

vulkdnkrater,

W(x) Lamberth- fiiggvény,

zéréjelek, [3]

Zahl,

Zerkovitz Béla,
zsebszdmolégép, (L0
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