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Fejezet 1
Feladatok

SK:>D:>\Szalkai\ Sk-muvek\ AlgFgy\ 5\ AlgF gybi-diak.tex., 2004.02.09., 20:00°

1.1 Halmazok, relacidk, fiiggvények

1.1.1 Halmazok

1) Adjon meg 6t (mindségileg) fiiggetlen halmazt() az  Tsy = {0,1,...,31}  halmazon!
Ld. még [Sz1] 1. fejezetét.

1.1.2 Relacidk

1) Adja meg az aldbbi reldcidk alaphalmazdt és tipusat:
n primszdm, paros egész szam,
T negativ valds szdm,
a stk/tér két pontja kollinedris (egy egyenesbe esnek),
a stk /tér hdrom pontja kollinedris,
a tér négy pontja koplandris (egysiki),
Uy, ... , Up €V linedrisan fliggetlen vektorok a V' vektortérben,
A S B ahol A, B tetszdleges halmazok,
AC B ahol A, B € X egy adott X # () rogzitett halmaz részhalmazai,
f=0(g9) ("nagy ordd” - 1d. Algoritmuselmélet alapjai),
a kovetkezo reldcidkban z,y € N természetes szdmok
xésy relativ primek®) |
k) z~yy ha 3|z+4vy,

T &
e e

T ER e Al

—.
~—

1) Definicié: az Ai,...,Ar halmazok mindségileg fiiggetlenek, ha tetsz6leges
€1y0y65 € {+1,—1} esetén ATN..NA% #£) ahol ATL=A4 é&s A1=A.0
2) Definicié: z,y € Z relativ primek ha Inko(z,y)=1. 0O
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2) Vizsgdlja meg az elbz6 feladatban szerepld és az aldbbi bindris reldcick
tulajdonsdgait (reflexiv, irreflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus, tranz-
itiv, teljes, ekvivalencia, rendezés, stirfi- ill. j6l-rendezés). Az ekvivalen-
cia reldcidk esetében adja meg az ekvivalencia osztdlyokat és egy lehetséges
reprezentdns-rendszert (az alaphalmaz faktorizdcigjat) is!

a) H :=egy osztdly tanulsi, X ~,Y ha egynemfiek,

b) FE :=emberek, X ~, Y  ha bardtok,

c) I .= foldrajzi nevek, X ~p Y ha az X vdros az Y folyé partjdn
épiilt,

d) C := vérosok, X ~¢ Y ha az X vdrost vizi it koti ossze az Y
varossal,

e) V = egy gréf csiicsai, X ~.Y ha van it X ésY kozott,

f) alb ha a,b€Z egész szdmok és a osztdja b -nek,

g) alb ha a,b€N természetes szdmok,

h) a=,b ha mla—b, abme€Z egész szémok, m rogritett,
(vizsgdlja meg kiilon az m = 0, m = 1 specidlis eseteket),

i) a~pb ha Ja—0b0<m (a,b€Z, me N tetszbleges rogzitett),
(vizsgdlja meg kiilon az m = 0 és m # 1 eseteket),

i) a~pb ha 0<a—-0<6 (a,beZ),

j) el f haazeés f sikbeli/térbeli egyenesek parhuzamosak,

k) wul| v ahol u,v €V egy (tetszbleges) V # {B} vektortér vektorai(®),
) x~gy ha xz,y€eR valdsszdmok és z—yeQ,

m) A~B ha ABeRY™ é B=C-A-C! valamely C € (R"")"
invertdlhaté métrixra (matrixok hasonlésaga),

n) t:={(a,a)]ac A} (egyenldség),

o) A:=AxA (azonossdig), A tetszdleges halmaz,

p1) A~y B haaz Aés B stkidomok végszertien egyenléek®) |

3) Definicié: Az u,v € V (absztrakt) vektorok parhuzamosak, vagyis uljv , ha
u= M vagy v = uu valamely A € R vagy p € R val6és szamra. [

Példaul: sin(3z)|fe3® és sin(3z)|J7sin(3z) +2 de sin(3z)||7sin(3z) .

1) Bolyai Farkas definiciéja: Két sikidom végszeriien egyenld, ha véges szdmd,
paronként egybevdgé darabokra (diszjunkt részhalmazokra) oszthatok. Azaz: bérmelyik
stkidomot olléval feldarabolhatjuk (nem csak egyenes vdgdsokkal) gy, hogy a részekbél a
mésik sikidom kirakhaté. O
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p2) A~y B haaz A és B sikidomok hasonldak,
ps) A~y B haaz Aés B sikidomok egybevdgdak,
p1) A~y B haaz Aés B sikidomok terilete egyenld,

q)

3) Adja meg az el6z6 feladatban szerepld ekvialencia reldcick dltal meghatéro-
zott particidkat és ekvivalencia-osztalyokat!

4) Legyen R C (Z X Z*)2 a kovetkezd reldcié:
(a,b) R (c,d) < ad=0bc
Mutassa meg, hogy I ekvivalencia reldcié, és

7-xZ /R = Q\{0}

5) Rajzolja fel az aldbbi p € R? reldcick grdfjait:
r=y, r<y, TV,
T=my (x,y,m € Z egész szdmok) ,

2eLze

6) Az aldbbi rajzon mely T € R? reldcidk grafjait 14thatjuk? Adjuk meg
a megadott reldcick tulajdonsdgait!

7) Hogyan olvashatdk le reldcidk grafjairdl a reldcick tulajdonsdgal (mint
pl. reflexfv, szimmetrikus, teljes, antiszimmetrikus, stb.) 7

8) Keressen olyan reldcidt, amely
a) reflexiv, szimmetrikus de nem tranzitiv,
b) reflex{v, nem szimmetrikus és nem tranzitiv,
¢) reflexiv, antiszimmetrikus és nem tranzitiv,
d) nem reflexiv, szimmetrikus de nem antiszimmetrikus és tranzitiv,
¢) nem reflexiv, nem szimmetrikus de tranzitiv.
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9) Legyen W < V' altér a V vektortérben.
a) Mutassa meg, hogy II:={W +y|y eV} particidja V -nek ,
b) Adja meg az  x ~py reldcidt.

10)* Vizsgdlja meg a kiilénbszd modulusokhoz tartozé =, reldcick kapc-
solatdt (tartalmazds szempontjabdl), azaz melyik finomabb, melyik durvabb®)?

11)* Mely A C R részhalmaz esetén lesz a _~,C R? relécié ekvivalen-

. ” , s 2 d
cia, ha tetszdleges z,y € R valds szdmok esetén x ~4 y P - ye A

12)** Vizsgdlja meg, hogy a (1.3.2) fejezet 6*) feladatdban szerepld reld-
cié mely struktirdkban ekvivalencia, és adja meg az ekvivalenciaosztdlyokat
ezekben a struktirdkban!

13) Van-e legkisebb /minim4lis/legnagyobb/maximalis elem az 1) feladat-
ban taldlhaté rendezett halmazokban? Adja meg ezeket az elemeket!

14) Az aldbbi reldcidk kozill melyek rendezések, teljesek, sfirti- ill. jol-
rendezések? Melyikben van legkisebb /minimélis/legnagyobb /maximélis elem?
a) <és< SR < cQ?,

b) < CN? ¢ < C7%,

c) v EN? & |z &7 (oszthatdség)
d)

)

15)a) Tegye teljessé az | CN? és | C Z* és (oszthatésdg) parcidlis
rendezéseket!
b) Vizsgélja meg az | ésa  ||C Z? (Z mint 1-dimenzids algebral®) Z felett).

16) Adja meg az (N,|) és (R, <) rendezett halmazokban tetszdleges
véges H részhalmaz supremumadt és infimumét!

17)* TLegyenek 1z < 2y < m3 < x4 < x5 tetszOleges (nem ismert)
kiilénbozd valds szamok. Tekintsiik az A={z;+z;: 1 <i<j<b}
alaphalmazon a szokdsos < rendezést. Rajzolja fel a < A, <> rendezett
halmaz grafjat!

5) Definicié: az R,S C A" relaciok koziil R finomabb mint S , vagyis S durvabb
mint R ha RE S, azaz xRy esetén xSy . Mdsképpen: R osztilyai részhalmazai S
osztdlyainak: [a]g € [a]s minden a € A esetén. O

6) Definicié: a Vi strukturat algebranak nevezziik, ha teljesiti a vektortér axiémaéit,
de I -rél csak annyit koveteliink meg, hogy gyftirii legyen. [
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dbra 1.1:

18)* Keressiink a szokdsostdl eltérd rendezési reldcickat az N, Z és R
szédmhalmazokhoz.

1.1.3 Fiiggvények, miiveletek

1) Legyen (L, 3) egy tetszbleges jélrendezett(") halmaz. Vizsgdljuk meg
L -en a kovetkezd miiveletet:

axb:=S(b) (a,b€ L)

") Definicié: az(L,3) rendezett halmaz jolrendezett, ha tetszoleges A C I nemiires
részhalmazédnak van minimdlis eleme. O

Kovetkezmények: (i) ekkor (L, ) teljes (azaz linedris) rendezés.

(ii) ekkor minden = € L elemnek van  (S(z) vagy 2T -al jelolt) rakdvetkezdje
(successor) : 2% L x , 2T # x és L egyetlen eleme sincs x és «7 kozott. O
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1.2 Altaldnos struktirak

1) Elsérendti struktirdk-e a kovetkezdk, és ha igen, mi a tipusuk? THa
nem, miért nem?
a) R:=(R+,—,+), R<c=R+,—,-,+ <),
b) Ry := (R,sin,0) ,
¢) Ry:=(R,+,-,In,5,0),
d) R} :=(R",+) (vektorok dsszeaddsa),
,+,)  (vektortér),
= (R™™ +,-)  (métrixok),
g) A:=(A4,<) (A#0 tetszdleges rendezett halmaz),
(P(X),u,n, 7 ,0,X,C) (X # 0 tetszbleges halmaz),

= (V. E)  (graf),

= (P,)

2) Dontse el, hogy az aldbbi struktirdk koziil melyek végesen generdltak
ill. ciklikusak:
a)  (Zig,+), (Zig,+) X (Zaz, +) ,
b)

3) Mutassa meg, hogy R aldbbi részhalmazai részstruktiirai (]RR, o)
-nak:

a) R[aj] ) b> R%m ’ C> R%inRac

4) Mutasson péld4t olyan struktirgkra, amelyeknek nincs (valédi) részstruk-
tuardjal

5) Homomorfizmusok-e az aldbbi fiiggvények a megadott struktirdk kozott?
Melyik bedgyazds, 1zo- vagy automorfizmus?

a) a:(N 4+, )—=(N,+,-), a:n—2n,

b) B (NN, Bine2a,

c) 7:i(Z]) = (N[, v:me—|m|,

d) 6:(N))—=(N,<), é6:nr—n,

e) e:(ZexZy,+,") = (Zsa,+,), €:(i,4)—1i-7,

f) 90:<Z6><Z77+7')_><Z427+7'>7 90:<i7j)'_>i'j7

g) p<Z[\/§]7+7)_><Z[\/§]7+7)7 p:a+b\/§'_>a_b\/§7

h) 9 (Z[V2],+) — (Z*,+), 9:a+bV2s (a,b),

1) t:(Z,+,") = (Zm,+,:), t:k—k-nak m -el val6 osztdsi maradéka,
oG RA)=(CH), iz,
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k)
)
6) Adja meg a fenti ¢ leképezés inverzét!

7) Kongruencia -¢c a =,,C ZxZ reldcié a (Z,4+,-) struktirdn 7
a igen, akkor mi az &ltala nyert Z/ =,, faktorhalmaz és (Z,+,-)/ =
faktorstruktira?

1.3 Félcsoportok és csoportok

1.3.1 Gruppoidok, félcsoportok

1) Asszociativok -e és kommutativok-e az aldbbi miiveletek:

a) a®b:=a+b+ab (a,beR),

b) a®@b:=a-b++/(a2—1)-B2—1) (a,b€[l,00)),

) alRb:=HL  (a,be(0,1)), ### tg(a+P)

e) Inko(m,n) := m és n legnagyobb kézos osztdja  (m,n € Z)
£y lkkt(m,n) ;= m és n legkisebb kizds tobbszorése  (m,n € Z)
g) A\B (A BCX, X #0 tetszoleges),

h)  max(z,y), min(z,y) (z,y €R)?

2) Milyen f,g € A* fiiggvényekre teljesil fog=gof ?

utassa meg, ho -ben a szorzds miivelete asszociativ de nem
3) Mut , h R?>" _h let tiv d
kommutativ!

4) Vizsgélja meg az aldbbi félcsoportok adott részhalmazait, hogy azok
rész-félcsoportok illetve csoportok -e:

a) (Rnxnj.) —ben szn7 R?\lxn , (Rnxn>*7 (szn)*7 (chn) ,
b> (R[x]u O) -ben R%m ) R%inRac 9
C> (R[aj]? +) -ben R%m ) R%inRac )

)

jol

5) Legyen (A, o) egy tetszoleges félcsoport, és tekintsitk A -n a kovetkezd
binér reléciét:
r~ySroy=youx
Vizsgalja meg a ~ reldcié tulajdonsagait
a) dltaldban,

b) a kovetkezd struktirdkban:

R = (]R) ) , RPAN — (Rnxn’ ) 7 A, = (AA,O) )
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1.3.2 Specidlis elemek félcsoportokban

1) Vannak-¢ az aldbbi struktirdkban bal- és jobboldal zérus-, egység-
(=null-) illetve nulloszté elemek? Mely elemekkel lehet balrdl vagy jobbrdl
egyszerisitent? Mely elemeknek van bal- illetve jobboldali inverze?

a) A, = (A% 0), A#D tetszdleges halmaz,
b> SN = (SN, O) s
C> Z() = (Zu ) > Z(+) = (Z +) N() = (N7 ) s
d) z0) = (Zin, +), zZh = (Zn, +) (M € Z tetszileges'®) egész szdm),
Zy = (2},,-), 2):=(Z;,-) (pprimszdm),
jor») = (RQWJ +)7 Rgg’ = (RQWJ ) )

2) Tekintsiik az N, struktira g: N — N, g: 2 2z elemét. Dontsik
el: nulloszté-e, invertdlhats-e, lehet-e vele jobbrdl- ill. balrdl egyszerfisiteni!

3) Keressﬁnk idempotens elemeket(?) az alabbi struktirdkban:

o) (2-Z,-) (a pdros egész szdmok multiplikativ fé¢lcsoportja) ,
a)  (Zm ) tetszbleges m € Z egész szémra (pl. m =10, ...) ,

c) (]RR, )
d) Sg,Sv, S,
e) sikbeli geometriai transzformécick (z(AA, o) ahol A = R?) |

g) (G,9) (tetszéleges G multiplikativ csoport) ,
h) (P(X),U), (P(X),Nn) (X tetszbleges halmaz) ,

4) Keressiink involutorius miiveleteket(1?) () az aldbbi halmazokon: P(X),

C, R, {i,h}, R?, R

$)azm=1 & m=0 eset kiilon vizsgdlatot igényel!

9) Definicié: z € S idempotens elem ha 22 (=z-2) =z ( (9,-)félesoport) . O

10) Definicié: az f : A — A egyvdltozés mtvelet involutorius, ha f2(a) =
f(f(a))=a minden a € A elemre. O
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5) Mely f € A? fiiggvény lesz énmaga inverze?

6)* Keressen az aldbbi félcsoportokban kommutdls elemeket) | Van-e
a félcsoportnak olyan eleme, amely minden elemmel kommutal?
a) A, = (A%)0),
b> (Rnxnu ) >
c)

1.3.3 Csoportok

1) Vizsgdlja meg az aldbbi csoportok adott részhalmazait, hogy azok
részcsoportok -e, adja meg az dltaluk meghatdrozott bal- és jobboldali mel-
lékosztdlyokat. Melyek normdlosztok koziilitk?

a) (R% +) -ben (stk) R' (origén dtmend egyenes),

b> (Rnxn7+) -ben szn7 R?\mxn , (Rnxn)*7 (szn)*7 (R?xn) 7
QO @) ben R, ®E), (R

d)  (Z,+)-ban (m),

e) .

2) a) Irja fel L, elemeit.
b) Zért-e ez a halmaz a szorzdsra (és miért)?
¢) Szédmitsa ki elemeinek rendjét!
d) Adja meg a vizsgalt elemek 4ltal generdlt részcsoportokat.
¢) Mutassa meg, hogy minden elemnek van multiplikativ inverze (azaz (Z,, )
csoport).

3) Adja meg a kovetkezd Abel-csoportok exponenseit: (Z,+), (Zm,+),
(Zm[z], +), (Z3,,+), (L, +) X (Zn, +).
4) Adja meg az 8sszes 19, 20 és 27 elemfl Abel-csoportot.

5) a) Sorolja fel a legfeljebb 30 elemfii Abel-csoportokat!
b) Sorolja fel a legfeljebb 20 elemfi tetszdleges csoportot!

1.3.4 Szimmetria- és permutdciécsoportok

1) Adja meg az aldbbi mértani alakzatok szimmetriacsoportjait:
a) szabdlyos (stkbeli) sokszdgek,
b) szabdlyos (térbeli) testek,

c)

') Definicié: Tetszoleges (S, -) félcsoport z,y € S elemei kommutdlnak, ha z-y = y-x
O
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123 4567891011

3491185176 9 10) permutdcié inverzét!

2) Adja meg a o = (

1234567891011)

3) a) Bontsa fel ciklusok szorzatira a p = (2 1152310967 11

ciot!

permuté-

b) Adja meg a fenti permutdcié palydit, inverzét és elgjelét!
4) Keresse meg a  (2,4,1,3)(5)(7,8) permutdcié inverzét!

5) Bontsa fel transzpoziciok szorzatdra az aldbbi ciklusokat és permutéd-

cidkat : |

a) o=1(523), b) p=(1,3,7,5),
1234567 1234567891011

c) T:<5326471>’ d) M:<2415831096711>

6) Tekintsitk S5 kvetkezd részhalmazat:

= {id, (,15)}

a) Mutassa meg, hogy H < S5 (részcsoport).
b) Adja meg a H szerinti jobb- és baloldali mellé¢kosztalyokat!

7) Kirakhatdk -e az aldbbi 15-6s (kombinett(12)-) jatékok?

o1 3] 1 5] 614] 8
11| 6|15 4 o 711011
=TT 79| 14513 ¢
1013|1214 9113 12

8) Hény ciklus van S, -ben?

1.4 Gytrtk

1.4.1 Alapfogalmak
Vizsgélja meg, hogy az aldbbi struktirdk gyfiriik -e:

1)
>> ( ) (Q,+,')7 <Z7+7'>7

b (Zm7 + ) (m € Z tetszbleges egész szédm),
c) Rlz],+,-),
Q) @, +.) ahol u—i,VE, V5 vagy e=1+i.

2) Miért nem test a polinomok halmaza?

o

12) a jatékot Sam Loyd (1841-1911) amerikai matematikus taldlta ki 1870 -ben.
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3) Mik az egységek és az asszocidlt elemek a  (A%,0) , (Z,), (R[z],")
, (R™™ ) struktirdkban?

4) Mik az irreducibilis és a primelemek a fenti struktirdkban?

5) Mutassa meg, hogy R"*™ (n > 2) azon elemeinek (métrixok) halmaza,
amelyek elsé sordnak minden eleme 0 , R"™*" -nek jobbidedljat alkotjdk.
Balidedl-e ez a halmaz? Keressen balidedlt R"*™ -ben!

1.4.2 A 7,, maradékosztilyok

Alapmiiveletek
0) Igaz-e, hogy 7:3=-3 (mod 12) 7

1) Mennyi maradékot adnak az alabbi kifejezések:
a) 9136 + 143° 4 731 - 54329 - 42437 — 437 + 1 , 18 -al osztva?
b) 79346 + 146'%°. 1723 + 1 , 13 -al osztva?
c) 3P 4+4%04+6% 473 5 -tel osztva?
(Varga Tamds matematikaverseny 2002., 7. osztdly megyei fordulé.)
d) 1-7-13-19...-1993-1999, 6 -tal osztva?
(Abacus Int. Math.Competition, 2001.Nov., grade 5-6, http: //www.gcschool.org/abacus.html)
e) Milyen jegyre végzédik (tizes szémrendszerben) — 92902 4 2002° ?
Mi az utolsé két jegye? Mennyi a kifejezés 5 -6s maradéka?
(Bem J. vdrosi matematikaverseny 2002., 7. oszt4ly.)
f) Hény ldba van 6sszesen egy tytknak, hat kutydnak és hét palpigradinak?
(A palpigradi egy dllat latin neve.) Az aldbbi 6t vélasz koziil pontosan egy
helyes:
Ay46, B)52, C)66, D)78, L)82.
(Zrinyi Ilona matematikaverseny 2001. 3.0sztdly, megyei forduld.)
g) Mutassuk meg, hogy 5+ 5%+ ... + 50  oszthaté 186 -tal !
h) Igaz -e, hogy "pdros+pdros=pdros” (mod 9) 7

2) a) Adja meg 5 (multiplikativ) inverzét (mod 9) !
b) Oldja meg az 5x =3 egyenletet  GF(9) -ben!

3) Szdmitsa ki 5/3  értékeét mod 20 !
4) Szamitsa ki V7 értékét mod 13!

5) a) Ellendrizze, hogy ¢g =3 primitiv gysk -e (mod 17) .
b) Szémitsa ki 6/7 & /—4  értékét (mod 17) .
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c) A primitiv-gyok(’) tabldzat felhasznéldséval keresse meg 7 (multip-
likat{v) inverzét mod 47 , majd oldjamega 7z =11 (mod47)  egyenletet.

6) A 10839 ¢ésa 11863 szdmokat ugyanazzal a hdromjegyti szdm-
mal elosztva mind a kétszer ugyanaz a maradék. Mennyi ez a maradék?
(Osszefoglalé feladatgytijtemény matematikabél, 3945.feladat)

7) Hérom egymdst kovetd pozitiv egész szdm kobének Ssszege oszthaté 18-
cal. Mennyit kapunk maradékul, ha a legkisebb és legnagyobb szdm szorzatdt
18 -cal osztjuk el 7

(Felvételi feladat 2001.V.22.de.7.példa.)

8) Oldja meg az aldbbi egyenleteket a megadott struktirdkban:
54+ 7=9 (mod 13),

[~
S~

b) % = GF(47) -ben,
c) 2*—5x+6=0 GF(13) -ban,
d) 2°4+32z+9=0 GF(17) -ban,
e) a*+42?—5x+6=0 GF(17) -ban,
f) Bx+3y=9 (mod 13).
9) Hatdrozza meg az  f(x) = 2° + 22 — 1 kifejezés szélsdértékeit
ZH -ben

10) Mutassuk meg, hogy tetszdleges n természetes szdm esetén a 3"
oldali konvex sokszog oldalait és atléit be tudjuk szinezni 3 szinnel gy,
hogy a szinezett élek lefedheték 3"~ homogén (egyszinfi) hdromszoggel!

(Lésd még a (1.4.3) fejezet feladatait is.)

Egyetemi felvételi feladatok

1) Mutassa meg, hogy minden 6 -ra végzddd négyzetszdmban a tizesek helyén
paratlan szdmjegy 4ll!

(Orszégos egyetemi felvételi feladatsor)

2) Bizonyitsa be, hogy tetszblegesen vdlasztott 6t egész szdm kozstt mindig

van olyan hdrom, amelynek sszege oszthaté 3 -mal !
(Orszégos egyetemi felvételi feladatsor)

3) Legyen n tetszdleges pozitiv egész szdm. Mennyi a maradék, ha az
1"+ 2"+ 3"+ 4™ Gsszeget elosztjuk 4 -gyel 7
(Orszégos egyetemi felvételi feladatsor)

13) Definicié: ¢ € Z, primitiv-gySk modp (p € P primszam), ha [g] = (Z,,), azaz
¢ hatvényai kiadjdk Z, 6sszes elemét. [0 (Lasd még a konyv végén levo tabldzatokat. )
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Euler és Fermat tételei, nagy kitevojii hatvanyok

1) Hény jegyfia  3425°132  kifejezés a tizes szdmrendszerben felirva?
b) Es kettes szdmrendszerben?

2) a) Szdmitsa ki ¢(p) és @(p-q) értékét tetszbleges p,q € P prim-
szémokra.
b) Hatdrozza meg tetszbleges n € N természetes szdm Fuler-féle ¢ -
fiiggvényének értékét!
¢) Hatdrozza meg ¢(1500), ¢(......) és @(......) értékeit.

3) Szdmitsa ki az aldbbi hatvdnyokat:
a) 6456192 (mod 9786) ,
b) 432618 (mod 1003) ,
c) 2222°%% (mod 137) .

Struktiiriak vizsgilata

1) a) Adja meg tetszdleges m € Z természetes szdm esetén (m) -et, az
m &ltal generdlt {6idealt!
b) Mutassa meg, hogy

(Zm7+7 ) = (Zm7+7 )/(m)

2) Irja fel a  (Zs, +) x (Zy,4+)  struktira Cayley tablajat! Ciklikus
-e a struktira ?

3)a)Irjafela (Zy,+) ésa  (Zy,+) x (Zy,+)  struktirdk miivelet-
téablait! Izomorf -e a két struktira?

b) Izomorfak -e a  (Zy,4) és  (Zg,+) X (Z4,+)  struktirdk?

4) Iromorf -e a  (Z19,+) ¢ésa (Zs,+) X (Zy,+) struktura? Adjon
meg konkrét izomorfizmust a két struktira kozott!

5) Sorolja fel az &sszes
a) 12 elemfi- |
b) 15 elemfi kommutativ (Abel) csoportot!
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1.4.3 Euklideszi gyiiriik

Alapfogalmak

1) Vizsgélja meg, hogy az (1.4.1) fejezet 1) feladatdban szerepld gyfirtik koziil
melyek FEuklideszi gyfirtik!

2)
Primfelbontas

)

2)  Mutassa meg, hogy a (Z - 2,+,) struktirdban (a pédros szdmok
gytirlije) nem teljesiil az egyértelmfi primfelbontds tulajdonsédga.

3) Végezze el a kovetkezd polinomok maradékos osztdsat:
a) (2*+3z+45): (222 -7z +9),
b)  (42° +5x —2): (22° 4+ 3) .

4) miiveletek mod f(z) polinomra

5) Irreducibilis -e az
) z>—5 polinom Z[z] illetve R[z] -ben,
b) z*+4+1 polinom R[z] illetve C[z] -ben,
¢c) x*+1 polinom Zy[x], Qlz], R[x] illetve C[z] -ben,
d) 224+z+1 polinom a c) -ben felsorolt gyfirtikben?

o

6) Bontsa fel az aldbbi polinomokat irreducibilis tényezdkre R[z] illetve
Clz] -ben:
) x?—3zx+1,
) oz =242,
)

d)  z'4+1  ### red-préba

7) Adja meg a  (Zs[x],+,-) /(#* + © + 1) faktorhalmaz elemeit és a
reprezentansok kozotti miiveletek tdblazatait! Test-e az igy kapott struktira?

o &

o
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Euklidesz algoritmusa

1) Keresse meg az aldbbi szdmok legnagyobb kézos osztdjét:
a) 94542 &s 24981 ,
b) 7732 és 149 .

2) Keresse meg az 56354 és 2956 szdmok legkisebb kozds tobbszirdsét!
3) Keresse meg a 65924, 33284 és 53142 szdmok legnagyobb kozos
osztGj4t!

4) Hatédrozza meg az aldbbi polinomok legnagyobb kézos osztdjét:
a)plx)=2+222—2x+1 é gqlx)=2>—z—2,
b) flz)=a2*+32> —2?—4x -3 é g(z) =32 +1022 + 22— 3.

5) Négyzetmentesek -e a kovetkez6 polinomok:

a

)

6) Hényszoros gyske
) wo=1 az f(z)=2°+3224+22—6  polinomnak ?
)

o

7)* Adjon meg sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy egy mésodfoki
polinomnak egyszeres gyokei legyenek.

Linesris Diophantikus egyenletek

1) Adja meg az aldbbi egyenletek egész gyokeit !
)
b) 5682z + 4836y = 30
c) 10518z 4 5682y =6
d) 4512z + 1111y = 3248
e) 1683z + 114y =3

2)a) Oldjamega 114z =3 (mod 1683) egyenletet.
b) Keresse meg 18 multiplikativ inverzét mod 175 .

o

3) Melyik az a négyjegytl szdm, amellyel 25707 -et elosztva 32 -6t,
37568 -at elosztva 43 -at kapunk maradékul ?
(Osszefoglalé feladatgytijtemény matematikabél, 3946. feladat)

4) Oldja meg az aldbbi egyenleteket az egész szdmok kirében:
a) 12430y + 152 =18,
a) 4dr+3y="7Tz,
b) 6x+10y+152=7,
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5)* Irjafela 3z +4y+T7z=n  egyenlet (Osszes) egész gyokét!

6) Keresse meg az (6sszes) olyan u(x) és wv(z) polinomokat, amelyekre
f(@) - u(z) + g(2) - v(z) = d(z)
ahol f(z) =2 —2>+3z—-10 , g(z) =2*+622—-92—14 és
d(z) =Inko(f(z),g9(z)) a legnagyobb kozds osztd.

Kinal maradéktétel

1) Oldja meg az aldbbi kongruenciarendszert:

_ z =5 (mod7)

7 =2 (mod7) 2 =2 (mod12)

a) z=3 (mod9) b) 2 = 3 (mod 25)
x =3 (mod 11) =0 (mod11)

2) Oldja meg az aldbbi kongruenciarendszereket:

3z =2 (mod7) 7 =3 (mod5)
a) { 29 =3 (mOd 9) 7 b> 5&7 i 421 Emoj ?1)

(nem z=a; alakd!)

3) Melyik az a legkisebb természetes szdm, amely 2 -vel osztva 1, 3 -mal
osztva 2, 4 -gyel osztva 3 és b -tel osztva 4 maradékot ad?
(Osszefoglalé feladatgytijtemény matematikabél, 3937.feladat)

2

1.5 Testek

1) ##+# konkrét polinommiiveletek (mod f(z)) polinomra
2) Adja meg a GF'(4) testet (elemeit és miivelettdbldit) !
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(Segitség: a (Zo|z], +,-) gyfiriit kell faktorizdlni az  f(z) = 22 + © + 1
irreducibilis polinommal.)

3) Adja meg az aldbbi véges testeket:

a) GF(9) ,
(Segitség: q = p™ esetén a (Zylx], +,-) gyfirtit kell faktorizalni egy n -edfokd
irreducibilis  f(z) € Z,[z] polinommal.)

1.6 Boole-algebrak, haldk

1) Legyen R egy tetszbleges (elsérendii algebrai) struktira, legyen — Sub(R)
R részalgebrdinak halmaza, és tekintsik a ~ SUB(R) := (Sub(RN), <)  struk-
turdt, ahol < a részstruktira-reldcié. Mutassuk meg, hogy SUB(R) hals.
Van-e legkisebb, legnagyobb, minimélis ill. maximadlis eleme, és ez melyik
részstruktirdja f-nek? Disztributiv hdlé-e ?
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Fejezet 2
Megoldasok

2.1 Halmazok, relacidk, fiiggvények

2.1.1 Reldcidk
1)

¢) (oszthatésdg Z -n):  nem antiszimmetrikus mert pl. 2| —2 és —2|2
, de nem is szimmetrikus mert pl. 3|6 és 61 3, vagyis | nem rendezés Z
-n.

f) (oszthatésdg N -n):  m|n -b8l m < n kdvetkezik kivéve ha m = 0 ,
vagyis 0 a legnagyobb elem, mert m|0 minden m € N elemre, és hasonléan 1
a legkisebb elem.

2)

g) mla—b pontosan azt jelenti, hogy a és b ugyanazt a maradékot
adjak m -el elosztva,

h> Z/Emgzm ’

j) (parhuzamos egyenesck) egy lehetséges reprezentdns rendszer: egy
ponton tmend Ssszes egyenes (egyenesserreg/sugdrsor),

19
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k) V -nnem tranzitiv (mert 0 minden vektoral parhuzamos), de V\{0}
-n mAr igen.

10)
== A = Z? (barmely két elem kongruens), =, értelmetlen,
= (az egyenldség) csak =, lehetne.

Z)] =7, L] =7y ={0} ,Z]_,= L .

=, pontosan akkor finomabb =, -nél, ha n > m , és = a legfinomabb
reldcid.

12)%*

A szimmetria és a reflexivitds minden esetben nyilvdnvalo.

14)

c) |z € Z* nem szimmetrikus és nem antiszimmetrikus.

15) a) (N,|) -ban 0 maximélis, 1 minim4lis elem.

oy € <oy mig v € <w
b) Mivel tetszdleges u,v € Z vektorokra

ullv & (u|v vagy vlu)
gy [Cl, sst [U[1].

17)
18) Péld4ul: minden pdros < minden pdratlan N ill. Z -ben.

2.1.2 Fiiggvények, miiveletek

1) A * miivelet nem asszociativ, nem kommutativ, balrél egy elemmel sem
lehet egyszertisiteni, de jobbrdl minden elemmel lehet egyszeriisiteni.

2.2  Altaldnos struktirak
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x1+xE
*1+x3
/
*E+nd 1 +xd
\ \
x2+xd x1+xb
/
®3+xd ®2+xh
\
*3+x5
x4 +x5
dbra 2.1:

2.3 Félcsoportok és csoportok

2.3.1 Gruppoidok, félcsoportok

1) a) @ nyilvdn kommutativ, asszociativ (kozvetleniil szdmolhats),

b) [1,00) eldszér is zdrt-e a @ milveletre? Ha a,b > 1, akkor nyilvdn
a®@b>a-b>1, vagyis OK.

@ nyilvdn kommutativ. Az asszociativitds kozvetlen (kissé hosszadalmas)
szdmolédssal 1s ellendrizhetd, vagy az aldbbi észrevétel alapjan: a,b,c > 1
esetén vannak olyan z,y,z € R valés szdmok, amelyekre a = ch(z) , b =
ch(y) és ¢ = ch(z) . Ekkor pedig (a hiperbolikus fiiggvényekre érvényes
azonossdgok alapjdn)

a®b=ch(x)®@ch(y) =ch(z+y)
ami alapjan
(a@b)@c=chlz+y)@ch(z) =ch(z+y+z)=ch(z) @chly+2) =a® (b@c)

(A részleteket megtaldlhatjuk a Kozépiskolai Mat. Lapok 2000.februdri szaméban
a 90. oldalon, az I 3185 feladat megolddsdnal.)
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c) alb:= % hidba kommutativ, de a (0,1) halmaz nem zirt erre
a mfiiveletre!

e) Inko(m,n) nyilvdn kommutativ. Asszociativ is
lkkt(m,n) nyilvdn kommutativ. Asszociativ is

A\B  nem kommutat{v és nem asszociativ.

—
S

g)
h)  max(z,y) és min(z,y) nyilvdn kommutativ. Asszociativ is:.
)

4)b) RE. zirt a o (kompozicid) miiveletére(t) | gy rész-félesoport.
0 := 0z + 0 zéruselem, vagyis nincs inverze, RY, \{0} azonban mér
csoport.

RY. r. iszdrt ao (kompozicid) miiveletére: f(z) = % ésg(x) = %

esetén

ai‘;—if? +b  (ac+ by)z + (a3 + bS)

(fog)(z) = C%ig Yd  (ca+dy)z+ (cB+dd)

hiszen lca +dy|+|cB+db| #0 mert |e|+|d| #0 és|vy|+1]6] #0

c) REY, konnyen lithatéan zért a + miiveletre, mig RY, ... nem! .

2.3.2 Specidlis elemek félcsoportokban

1)a) A, := (A% 0)-ban: id4 kétoldali egységelem,

a ¢ konstans fliggvények a baloldali zéruselemek, jobboldali zéruselem nincs,
f:A— A pontosan akkor baloldali nulloszté ha nem injektiv, ¢g: A — A
pontosan akkor jobboldali nulloszté ha nem sziirjektiv.

Az f: A — A fiiggvénnyel pontosan akkor lehet balrdl egyszertsiteni, ha
injektiv, jobbrdl pontosan akkor ha sziirjektiv.

Baloldali inverze pontosan csak az injektiv fiiggvényeknek van, jobboldali
pedig a sziirjektiveknek. Csak a bijekcidknak (=permutdcidknak) van egyértelmfi
(barmely oldali) inverze, ami egyttal kétoldali inverz is.

3) o) (2-Z,-) -ben nincs ,

a) (Zy,) -ben 0,1,5,6 ,

b) (R™ " .)-ben pl. olyan 4tlés (diagondlis) métrix amelynek f64tléjdban
csak 0 vagy 1 4ll; vagy egy olyan maétrix, amelynek minden eleme 0 kivéve
egyetlen sordt vagy oszlopat amelyben csupa 1 4ll,

c) (]RR, o) vagy altaldban (AA, o) -ben f € A* pl ha f felcseréli A két
pontjdt és A tobbi elemét fixen hagyja (azaz f(a) =a). Pontosabban, f &

D f(x) =ax+b és g(x) = cx+d esetén (fog)(x) =a(cx +d)+b=acx + (ad+b) .
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A% pontosan akkor, ha A = J,_ {zi, 1} (legfeljebb) kételemii halmazokra
particiondlhatd, amelyekre f(z;) =vy; és f(y;) = 2; minden i € [ esetén.

d> SR78N78n7

e) (]R2<R2), o) -ben egyenesre vagy pontra valé tiikkrozés, inverzid,

(G,+)  (tetszdleges G multiplikativ csoport),

5)  4ltaldban (AA,O> -ben f € A% pl ha f felcseréli A két pontjét
és A tébbi elemét fixen hagyja (azaz f(a) = a) .  Pontosabban, f € A#
pontosan akkor, ha A = |J,.{z;,v:} (legfeljebb) kételemfi halmazokra
particiondlhatd, amelyekre f(x;) =vy; és f(y;) = z; minden i € I esetén. .

6)* Az egységelemek idg és F € R™" minden elemmel kommutdlnak.

2.3.3 Csoportok

4) 19 elemti csak (Zig, +).
20 elemfiek (ZQO, —I—) és (ZQ, —I—) X (Zlo, —I—) .
27 elemfiek <Z27, —I—), (Zg, —I—) X (Zg, —I—) és (Zg, —I—) X (Zg, —I—) X (Zg, —I—)

2.3.4 Szimmetria- és permuticiécsoportok

5) o=(523)=(52)0(53),

a)

b)) p=(1,3,7,5)=(1,5) 0 (1,7) o (1,3) ,
c) T=(120e20") =(1,5,4,6,7)0(2,3) = (1,5)0(1,4)0(1,6)0(1,7)0
(2,3),

Q) p=(a17585100101) = (1,2,4,5,8,0)0(3,7,10,6) = (1,2)0 (1,4)

(1,5)0(1,8)0(1,9)0(3,7) 0 (3,10) 0 (3,6) .

6) Jelslje o a (; f g) permutéciot, azaz legyen H := {id o} .
a) Nyilvdn csak azt kell ellendrizniink, hogy 02 € H , de 0? =id .
)

b) Természetesen

H.-id=1id-H=H

és 0% = id miatt



24 FEJEZET 2. MEGOLDASOK

Egyéb jobboldali mellékosztélyok:

H-(o1) = H-(1) = {61 1) =
H-(Gg) = H-(5) = {631 (52} =

baloldali mellékosztélyok:

G390 = (30 = {02,030} =,
B NG IR

312

2.4 Gyitrik

2.4.1 A 7Z,, maradékosztilyok
Alapmiiveletek

4) Nincs olyan szdm mod 13 amelynek négyzete 7 lenne, vagyis V7 nem
létezik mod13 .

5) a) Szdmitsuk ki rendre 3 hatvdnyait (mod17): 3t =3, 32 =09,
5510, 34 = 13, 3° = 5, 35 — 15 (= —2), 3" = 11 (= —6), 3% = 16 (= —1),
39— 14 (= —3), 3 —8 (= —9), 30 =7 (= —10), 32 — 4 (= —13),
513 _ 19 (= —3), 31 =2 (= —15). 3% = 6 (= —11), 3% — 1 (= —16)
Mivel (mod17)\{0} (azaz Z3,) 0sszes eleme szerepel a felsoroldsban, ezért
g = 3 valéban primitiv gytk (mod 17) .

b) Az a) részben léttuk, hogy 3" =7 (mod 17), fgy 71 =311 =5
és 6/7=6-5=13 (mod17). FEllendrzés: 137 =6 (mod17) .
Mivel 3'=13=—4 (mod17), fgy v/-4=32=9 (mod17) .

c) A tébldzat szerint ¢ = 5 primitiv gyok (mod47), ¢*? = 7, amik

alapjan 7! = g1 = g1t = 27 (mod 47) .
fgy az egyenlet gyoke r=11/T=g¢g"M=g7=g"™6=g"=230
(mod 47)  mivel (a tdbldzat szerint) 11 = g7 és ¢* =30 (mod47) .

6) A feladat szerint 10839 = 11863 (mod m) vagyls m | 11863 —

10839 = 1024  ahonnan m = 128, 256 vagy 512. A lehetséges maradék
mindhdrom esetben 10839 = 11863 = 87 (mod m) .

8)a) x=2/5=2-8=3(modl13). Ellenérzés: HF.

b) Atalakitva kapjuk: 3z +2=35—Tzr azaz x= 33/10 (mod 47)
A mod47 primitiv gytk (¢ = 5) tédbldzatot felhasznélva latjuk, hogy
g?"=33, g°=10 ésigy x=¢g?" 9 =¢° GF(47) -ben.

¢c) 22—5x+6=0 GF(13) -ban,
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d) 22+32+9=0 GF(17) -ban,
e) x*+42?—5x+6=0 GF(17) -ban,
f) Bx+3y=9 (mod 13).

9) Szdmoljuk ki a fiiggvény helyettesitésel értékeit az = = 0,1,...,10
helyeken.

Euler és Fermat tételei, nagy kitevijii hatvanyok

1) A tizes szdmrendszerben x € N pontosan akkor k jegyfi, ha
107 <2 < 10

Fzek alapjén  k—1 < lg (34255%3%) = 5432.1g (3425) ~ 19200.276 ,  vagyis
a kérdéses mennyiség 19201 jegyfi 10 -es szdmrendszerben felirva.

b) Kettes szdmrendszerben pedig  logs (3425°%3?) ~ 63781.936  alapjan
63782 jegyti!

2)a) op) =p—1, tovdbbd a logikail szitaformula (egyszeriibb v4l-
tozata) alapjan
plprg)=pg—p—q+1=(p—1)-(¢—1)

ahol p,q € P tetszdleges primszdmok.
b) A [SzI] Feladatgyfijtemény 4. fejezetében (Logikai szitaformula) lefrtak
miatt

e =11 (1-)

Di
ps|n

ahol n = Hle p*  az n szadm primtényezds felbontédsa.
c) A fentiek (azaz a logikai szitaformula) alapjan

1500 1500 1500 n 1500 n 1500 n 1500 1500
2 3 5 2.3 2.5 35 2-3-5

©(1500) = 1500 —

koo sk ok ok sk ok sk sk ok skt sk sk sk skt sk skesteok kst stk sk stk skestok sk sk skesk stokesk stk skokeskesk skeokook skokeok skoskek sk skoskok sk skeokoskoskoskoskokskskok
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64561652 (mod 9786) kiszdmitésa:
k = 1001000101100 (bin) ,

u[ 0] = u = 6456 = v**  (mod 9786)

[ 1] = (u[0])® = u? = 64562 = 1362 (mod 9786)

uf 2] = (u[1])® = u¥ = 13622 = 5490  (mod 9786)

u[ 3] = (u[2))* = v* = 5490 = 9006  (mod 9786)

u[ 4] = (u[3])* = u* =9006> = 1668  (mod 9786)

uf 5] = (u[4]22 = u? = 16682 = 3000  (mod 9786)
5))

uf 6] = (up))? = u** = 3000 = 6666  (mod 9786)
ul 7] = (u[6])® = " = 66662 = 7116 (mod 9786)
ul 8] = (u[7])? = = 71162 = 4692  (mod 9786)

u[ 9] = (uf8])” = v?’ = 4692% = 6150  (mod 9786)
)? = 2" = 61502 = 9396 (mod 9786)

[10] = (u[9] )
u[11] = (u[10])? = «*" = 9396*> = 5310  (mod 9786)
u[12] = (u[11])® = «*” = 5310 = 2634  (mod 9786)

igy

uF = 5490%9006*3000%6150%2634 = 4068*3000%6150%2634 = 858*6150*2634
= 2046*2634 = 6864  (mod 9786)

Tehat

645619°2 = 6864 (mod 9786)

stk sk ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk ok ok sk ok sk sk sk ok

43261818 (mod 1003) kiszdmitésa:

k = 11100011010 (bin) ,

u[0] =u=314=u> (mod1003)

u[ 1] = (u[0])* = v =302  (mod1003)
u[ 2] = (u[1])’ = u¥ =934 (mod1003)
u[ 3] = (u2])’ =u® =749  (mod 1003)
u[ 4 = (u[3)* =v* =324 (mod1003)
u 5] = (u[4])* = u¥ =664  (mod1003)
ul 6] = (u[5])’ = u¥ =579  (mod 1003)
u[ 7] = (u[6])’ = uv¥ =239  (mod1003)
u[ 8] = (u[7))* =v* =953 (mod1003)
u[ 9] = (ufg])’ = u¥ =494  (mod1003)
u[10] = (u[9])” = «2"" =307  (mod 1003)
Tehat

43261818 = 3141818 = 302.749 - 324 . 953 - 494-307 =64  (mod 1003)
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Kook sk ok sk sk sk sk ke skosk sk sk sk skesteok skestok kst stk sk sk skeskosk skesk sk skesk skokok skokesk sk skoskok skokok skokskoskoskoskoskok

2.4.2 FEuklideszi gytriik

Primfelbontas

2) 60=6-10=2-30, ez két kiilonbszd felbontds irreducibilis ele-
mekre.

3)a) (#*+3z45): (22> =Tz +9) =3z+ 1, amaradtk Lz—4.

b) p(x) = 4*x" 4+ 5%x -2.

q(x) = 2*%x* + 3.

A hényados:  s(x) = 2*x?

A maradék: r(x) = -6*x* + 5%x -2

5)a) a2 —5=(z—5)(x++5), igy R[z] -ben felbonthaté (re-
ductbilis) mig Z[z] -ben nem.
b) Az Algebra Alaptétele szerint x* 41 nem lehet irreducibilis sem R[z]
sem C[z] -ben.

A polinom komplex gyskei a v/—1 értékei, igy C[z] -beli felbontédsa (a
gytktényezds felbontds):

1= (r—¢) (x—eb) (x—e6) - (z—e8)
ahol &= +v/—1 =cos(45°)+i-sin(45%) és 6 = cos(90°) +1i-sin(90°) =i

R[z] -ben csak mdsodfoki tényezdket kereshetiink. A fenti (komplex
egyliitthatss) felbontds megfeleld tagjainak dsszeszorzdsa utdn kapjuk:

1= (@2 +V2uw+1) (22— V2 +1)
Megjegyzés: Ha a felbontandé polinom gyokeit nem mind ismerjiik, akkor

prébédlkozhatunk az egytitthatdk 6sszehasonlitdsénak mdédszerével is: példdnkban
4+ 1= (2 +ax+b) (2 +cx+d) alakban.
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Euklidesz algoritmusa
Da) Inko(94542,24981) meghatédrozdsa

< 94542> = < 24981> * 3 + < 19599>
< 24981> = < 19599> * 1 + < 5382>
< 19599> = < 5382> * 3 + < 3453>
< 5382> = < 3453> * 1 + < 1929>
< 3453> = < 1929> * 1 + < 1524>
< 1929> = < 1524> * 1 + < 405>

< 1524> = < 405> * 3 + < 309>

< 405> = < 309> * 1 + < 96>

< 309> = < 96> *3 + < 21>

< 96> =< 21> *4 + < 12>
<2l>=<12>*1+ < 9>
<12>=<9>*1+ < 3>
<9>=<3>*3+ < 0>

Tgy Inko(94542 24981) = 3 .

Sk ok sk skeok sk skeok sk kR sk sk ok sk sk stk sk kst sk skoskk skestok kst sk sk stk skestosk sk sk skesk sokesk skokeok skokeoskesk skeskok skokek skokok sk sk skok sk skekesk

b) Inko(7732,149) meghatdrozdsa

<T732> = < 149> * 51 + < 133>
< 149> = < 133> * 1 + < 16>
< 133> =< 16> * 8 + < 5>
<16>=<5H>* 3+ < 1>
<5H>=<1>*5+ < 0>

Tgy Inko(7732,149) =1 .

sk sk sk sk sk sk ske sk sk sk skesk skeskeske sk sk skeske sk ske sk ske sk sk skeske sk ske sk ske sk sk skeske sk skeske sk sk sk skeske sk skeske sk sk sk skeskesk skeske sk sk skesk skeskeske sk sk skesk skeske sk skoskosk
2) A

a-b
lkkt(a,b) = —lnko(a )

vsszelliggés alapjdn  lkkt(56354, 2956) = %2'2956 = 83291212 .
3) Haszndljuk a
Inko(a,b,c) = (Inko(a,b), c)

osszefiliggést:
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Mivel Inko(65924,33284) = 4 , foy  Inko(65924,33284,53142) =
Inko(4,53142) =2 .

4)a) Az Euklideszi algoritmus alapjén:

(a:3—|—23:2_2a7—|—1> = (an_aj—2>-<a?—|—3)—|—<3a;_|_7)
(a:Q—a:—2> = (3&74—7).(%%_%)_‘_%2
(32 +7) = 5_92.<§_;$+§_§>+0

amibdl

Inko (p(z),q(z)) = F ~ 1.

Mivel az eredmény asszocidlt 1 -hez, ezért a két polinom relativ prim
egymdshoz.

b) f(z) =2 +32% — 2% —4x — 3 és g(z) = 32> + 102® + 22 — 3. (Kuros
148.0.)

Az elsd osztés:

A hényados:  s(x) = 0.333%x -0.111

A maradék: r(x) = -0.556™x? -2.778%x -3.333

6) Mivel f(zg) =0 é&s f'(zg) # 0, ezért zg csak 1 -szeres gytke f(z)

-nek.

7)* Egy polinom gytkei egyszeresck pontosan akkor, ha négyzetmentes,
azaz  Inko(p,p')~1. A p(z)=az?’+br+c polinomot derivaltjival
maradékosan elosztva kapjuk

(az® + bz +¢) = (2az + b) = lat:—l—i : c—b—2
2 4a 4a

ahonnan
62

Inko(p,p) = ¢ — —
nko(p.p) = ¢~ -

hiszen p' elstfoki. Vagyis a gyokok egyszerességének kritériuma a jélismert

1y L
ED = (b 4ac) # 0

feltétel.
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Linedris Diophantikus egyenletek
1) b) 5682z + 4836y = 30 egyenlet megolddsa:

<H682> = <4R36> * 1 + < 46>
<4836> = < 846> * 5 + < 606>
< 846> = < 606> * 1 + < 240>
< 606> = < 240> * 2 + < 126>
< 240> = < 126> * 1 + < 114>
< 126> =< 114> *1 + < 12>
<1l4> =< 12> *9 + < 6>
<12>=<6>*2+ < 0>

tehat inko(5682,4836) = 6

igy

6=1*%<114>+-9* < 12> =
=1*<1l4>4+-9*%(<126>-1*< 114> )=-9* < 126>+ 10* <

114> =
=-0* < 126>+ 10* (< 240>-1%* < 126> ) =10 * < 240> 4 -19 *

< 126> =
=10* < 240> 4+ -19* ( < 606> - 2 * < 240> ) = -19 * < 606> + 48

* < 240> =
=-19% < 606>+ 48 * ( < 846> - 1 * < 606> ) = 48 * < 846> + -67

* < 606> =
=48 * < 846> + -67 * ( <4836> - 5 * < 846> ) = -67 * <4836> + 383

* < 846> =
= 67 * <4836> + 383 * ( <5682> - 1 * <4836> ) = 383 * <5682> +

-450 * <4836> =
x0 = 383*C/d = 1915, y0 =-450*C/d = -2250 .
Az egyenlet dltalanos megoldssa:
| x = x0+k*b/d = 1915 +k*806 , y =y0+k*a/d =-2250 4+k*947 (k €
/

Skeoook sk skeok sk skeok sk sk ko ok skok skt sk sk sk skestesk skestok kst stk sk sk skeskosk skesk sk skesk skokeok skoskesk sk skoskok skoskok skokok sk skoskoskok skeokok skokoskek

1)) 10518z + 5682y = 6 egyenlet megolddsa

< 10518> = < H682> * 1 + < 4836>
< 5682> = < 4836> * 1 + < 846>
< 4836> = < 846> * 5 + < 606>

< 846> = < 606> * 1 + < 240>
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< 606> = < 240> * 2 + < 126>
< 240> = < 126> * 1 + < 114>
< 126> =< 114> * 1 + < 12>
< 114> =< 12> *9 + < 6>
<12>=<6>*2+ < 0>

Inko(10518,5682) = 6 = 1 * < 114> + -9 * < 12>=

=1*<1ld>+ 9% (<126>-1*< 114> )=-9* < 126>+ 10* <
114> =

=-9% < 126>+ 10* (< 240> -1* < 126> ) =10 * < 240> 4 -19 *
< 126> =

=10* < 240> 4+ -19 * ( < 606> - 2 * < 240> ) =-19 * < 606> + 48 *
< 240> =

=-19% < 606>+ 48 * ( < 846> - 1 * < 606> ) = 48 * < 846> + -67 *
< 606> =

=48 * < 846> + -67 * ( < 4836> - 5 * < 846> ) = -67 * < 4836> +
383 * < 846> =

= -67 % < 4836> + 383 * ( < 5682> - 1 * < 4836> ) = 383 * < 5682>
+ -450 * < 4836> =

= 383 * < 5682> + 450 * ( < 10518> - 1 * < 5682> ) = -450 * <
10518> + 833 * < 5682>

x0 = -450*C/d = -450 , y0 = 833*C/d = 833 .
Az altaldanos megoldas:
x = x0+k*b/d = -450 4+k*947, y = yO+k*a/d = 833 +k*1753 (k€ Z)

Kook sk ok sk sk sk sk ke skosk sk sk sk skesteok skestok kst stk sk sk skeskosk skesk sk skesk skokok skokesk sk skoskok skokok skokskoskoskoskoskok

1)d) 4512z 4 1111y = 3248 egyenlet megolddsa

<4512> = <1111> * 4 + < 68>
<1111> = < 68> * 16 + < 23>
< 68> =< 23> * 2+ < 22>
<> =<22>F1+ < 1>
<22>=<1>*22+ < 0>

Inko(4512,1111) = 1 =

=1*<23>+(-1) *<22>=

=1*<23>+-1*%(<68>-2%<23>)=-1%<68>+3%<23>=

=-1*<68>+3%(<111l>-16* <68>)=3* <1111> 4 ( -49) *
< 68> =

= 3% <1111> + 49 * ( <4512> - 4 * <1111> ) =-49 * <4512> + 199
*<1l1l> =



32 FEJEZET 2. MEGOLDASOK

x0 = 199*C/d = 646352 , y0 = -49*C/d = -159152 .
Az altaldanos megoldis:

x = x0+k*b/d = 646352 +k*4512, y = yO+k*a/d = -159152 +k*1111
(ke Z)

Sk ok sk skeok sk skeok sk sk sk sk ok ko sk skt sk skesteok ke stk kst steokesk skokoskeskoskeskesk skeoskok skokek skokek sk skoskok sk koskosk

2) a) Atalakitds uténa 114x—1683y = 3  linedris Diophantikus egyen-
letet kapjuk, aminek megoldésa:

< 114> = <-1683> * 0 + < 114>
<-1683> = < 114> * -14 + < -87>
<1l4> = < 87> * -1 + < 27>

< -87> =< 27> *3 + < -6>

< 27> =< -6>*-4+ < 3>
<6>=<3>*24+<0>,

fey  Inko(114,—1683) = 3 =

=1*<2T>4+4%<-6>

== 1*<27T>+4*(<-87>--3*<27>)=4%<87>+13*<
27>

==4* < 87>+ 13*% (< 114> --1*<-87>)=13* < 114> + 17 *
< -87>

== 13% < 114> + 17 * ( <-1683> - -14 * < 114> ) = 17 * <-1683> +
251 * < 114>

== 17* <-1683> + 251 * ( < 114> -0 * <-1683> ) = 251 * < 114> +
17 * <-1683>

x0 = 251%C/d = 251 , y0 = 17%C/d = 17 ,

Az altalnos megoldds:

x = x0+k*b/d = 251 +k*-561 , y = yO+k*a/d = 17 +k*38 (k€ Z) .
A fentick alapjdn a kongruencia megolddsa: x = 251 (mod 1683) .

Sk ok sk skeok sk skeok sk sk sk sk ok ko sk skt sk skesteok ke stk kst steokesk skokoskeskoskeskesk skeoskok skokek skokek sk skoskok sk koskosk

b) Atalakitds utdn a 182 —175y =1  linedris Diophantikus egyenletet
kapjuk, aminek megolddsa:

< 18> = <-175> * 0 + < 18>
<-175> = < 18> * -9 + < -13>
< 18> = < -13> *-1 + < 5>
<-13>=<5>*-2+ <-3>
<H>=<-3>*-1+4+ < 2>
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<B3>=<2>*f1+<-1>
<2>=<-1>*24<0>, gy

Inko(18,-175) = -1 =

=1*<3>4+1%<2>

==1*<3>4+1*(<h>--1*<3>)=1*<b>4+2%*<-3>

==1*<5>4+2%(<-13>--2%<5>)=2%<-13>+5*<5>

==2%* < 13>+ 5% (< 18> --1%<-13> ) =5* < 18>+ T7* <-13>

==5*< 18> + 7% (<-175>--9* < 18> ) =7* <-175> + 68 * <
18>

==T7* <-175> + 68 % (< 18> -0* <-175> ) =68 * < 18> + T *
<-175>

x0 = 68*C/d = -68 , y0 = 7*C/d = -7 .

Az 4ltaldnos megoldés:

x = x0+k*b/d = -68 +k*175 | y = yO+k*a/d = -7 +k*-18 (k€ Z) .
A fentiek alapjdn a 18 multiplikativ inverze: 1871 = —68 = 107 (mod 175)

Kook sk ok sk sk sk sk ke skosk sk sk sk skesteok skestok kst stk sk sk skeskosk skesk sk skesk skokok skokesk sk skoskok skokok skokskoskoskoskoskok

3) Ha m jeloli a keresett szdmot, akkor

25707 =32 (mod m)
37568 =43 (mod m)

ahonnan

25707 =k - m+ 32
37568 = £ -m + 43

vagyis
m | Inko(25707 — 32 , 37568 — 43) = Inko(25675,37525) = 1975

Mivel m négyjegyii, ezért m = 1975 lehet csak a megoldds.
Sk Kok K sk Kok ok ok ok sk sk Sk o ok sk sk o sk K sk KK ok Kok ok sk Sk ok ok sk sk sk o sk ok ok sk sk ok
4)a) Mivel teljesiil a 3 = Inko(12,30,15) | 18  (sziikséges) feltétel,

ezért az egyenletnek léteznek egész gyokei.
Fgyszeriisités utédn a

4z + 10y +52 =6 (2.1)
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egyenletet kapjuk.
Elészor megoldjuk a kétismeretlenes

4r + 10y = 6 — 52 (2.2)

egyenletet (2 € Z paraméter): Inko(4,10) = 2 & lkkt(4,10) = 20
alapjdn a megoldds

z = <—2— %l{:) : <6_25Z> oy = <1+i—8k‘> : <6_25Z> (2.3)

feltéve, hogy 6 — 5z oszthaté 2 -vel. Fz utébbi feltétel

6—5z=20, wvagyis 6=5z+42(
alakban irhaté, amely egyenlet megolddsa:
z2=6+tx2, (=-12+tx5 (t€Z),

ami alapjdn a (2.1) egyenlet dltaldnos megolddsa

2 2
Lo — <_2_ZO]{;> = <—2—Zok>-(—12+t*5) ,

20 20
= |1+—=k) - l=(14+—=k| -(—12+4+1
Yo <—|—10> <—|—10>( +tx5)
20 = 64+1%x2, k.teZ.

Az eredeti egyenlet megolddsa tehdt (Inko(12,30,15) = 3) alapjén
20
xr = 3. <_2_Zk> (—1241t%5) ,

20
y = 3-<1+1—0k:>-(—12+t*5),
z = 3-(6+t%2), ktelZ.

Kinal maradéktétel

Mivel a 7,9,11 modulusok pédronként relativ primek, ezért IT =

Ikkt(7,9,11) =7-9-11 =693 . Ekkor az ;- mi =1 (modm;) alaku

y1:99 = y-1=1 (mod7)
Yo 77 = yp-5=1 (mod9)
Yy3:63 = y3-8=1 (modl1l)
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kongruencidkat kell elészor megoldanunk, amelyek (egyik) megolddsa 7y =
1,yp=2 ésys =7T7. Az eredeti kongruenciarendszer megolddsa

3 II
r=>ay—=2-1-99+4+3-2-774+3-7-63 =597 (mod693)

= i1

Kook sk ok sk sk sk sk ke skosk sk sk sk skesteok skestok kst stk sk sk skeskosk skesk sk skesk skokok skokesk sk skoskok skokok skokskoskoskoskoskok

az eredeti kongruenciarendszer :

z=1 (mod 2)
r=2 (mod 3)
r=3 (mod 4)
r=4 (mod 5)

de itt a modulusok nem relativ primek. !!!
Mivel az els6 kongruencia kévetkezik a harmadikbdl, igy elegendd csak az
utolsé harmat tekintentink:

r=2 (mod 3)
r=3 (mod 4)
r=4 (mod 5)

Ennek megolddsa: M = 60, A =20, Ay = 15, A
y1 = —1, yo = —1, y3 = —2, ami alapjdn r = —1
vagyls x=59+60k (ke€Z).

A kongruenciarendszert kielégité legkisebb természetes szém — x = 59.
IT. megoldas (révidebb):  Mivel a kongruenciarendszer specidlis alaki:

z=m;—1 (mod my) /my =2 my=3 mg=4, my=5/ |,

ezért a megoldds

r=M-—1 (mod M) ahol M = lkkt(my,...,my) =60 .

2.5 Testek

3)a) GF4) = (Zo[x], +,") /(2 +x+ 1),
b> GF<9) = <Z3 aj]u_l_u ) /(an - 2) )
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Fiiggelék

1 Jelblések, definicidk

:= liiggvények kompozicidja (8sszetett fliggvény képzése),
;= az azonosan 0 ill. 1 métrix,

Ollo o
= 1l

¢ az azonosan 0 fiiggvény (Id. ¢),

AP = ([ B—A| f figgoény }

AN = {f A=A | [ figguény ),

A, = (AA, o) (félesoport),

A" = Al = {(ay,...,a,) | a; € A} = az A halmaz Descartes-hatvénya,

A= {0},

A* .= |J A" = az A halmaz elemeibdl képezhetd Ssszes rendezett n-es
n=0

(véges hosszu sorozat, string) halmaza,
A, ={0€S,: opdros },
A, = (A,,0)  azn -edrendfi alterndlé csoport(?) |

a’b:= az a,be A* sorozatok egymdshoz flizése (6sszeffizése, konkatend-
cigja),

alb:=  a osztdja b -nek, vagyis b oszthaté a -val,

a =,b vagy a=0b (mod m) : VN mla —b (& aésbh

ugyanazt a maradékot adja m -el elosztva),
a = b = asszocidlt elemek egységelemes gyfirtikben,

(a,b) :=Inko(a,b) :=  a és b legnagyobb kizos osztdja,

[a,b] ;= lkkt(a,b) := a és b legkisebb kozos tobbszorose,

[H] := a H részhalmaz &ltal generdlt részstruktiira,

[y, ] == az uy,...,u; vektorok altal kifeszitett (generdlt) altér,

2) A, < S, az n -edrendii alterndlé csoport ahol A, alaphalmaza A, =
{m € 8y |sgn(m)=1} .0

37



38 FUGGELEK

c:= az azonosan c fiiggvény (c€ A): ¢: A— A, ¢(z) :=c minden
x € A elemre,

C[x] := komplex egyiitthatdjit polinomok halmaza,

Dy, :=[{f,t}] = a szabélyos n -sz6g transzformaciécsoportja = az n -

edrendfi f forgatds és a mdsodrendii tengelyes tiikkrozés dltal generalt csoport,
az in. n -edrendfi diédercsoport,

D = [{[f,t}] = a kor transzforméciécsoportja = a 0o -edrendfi f for-
gatds és a masodrendii tengelyes tiikrozés dltal generalt csoport, a oo -rendii
diédercsoport,

deg(p) := a p(x) polinom fokszdma,

A:=Ax A = azonossag relacio, ,

E e R"™™ =  az egységmatrix,

Fx :=(X*,") az X #0 halmaz altal generdlt szabad félcsoport,
w(n) ;= FEuler -féle ¢ fiiggvény = az n természetes szdmndl kisebb,

hozzé relativ prim természetes szdmok szdma,

GF(q) := aq=p" -edrendfll véges test, azaz Galois-test ,

[' := tetszdleges test,

[[z] := a T test feletti (egyiitthatdji) egyhatdrozatlani (egyismeretlenes)
polinomok halmaza,

[, [x] := a legfeljebb n -edfoki, T'[z] -beli polinomok halmaza,

t:={(a,a)|]a€ A} egyenliség,

ida : A — A az identikus leképezés (figgvény): id(a) = a minden
a € A elemre,

©:.={0,1,...,n—1} (n € N természetes szédm),

L,:={1,2,...n} (n € N természetes szdm),

I,=I0=9 (az elézdbdl kivetkezik),

(m):={m-z:xe€Z} (m tobbszorssel) = az m 4ltal generdlt {8idedl
Z -ben,

P := primszdmok halmaza,

PX) ={A | A< X} az X halmaz hatvanyhalmaza (”power
set”),

II:=(T,:) az l-dimenzids térusz, ahol T :={z € C| |z| =1} .

@ := raciondlis szdmok halmaza,
Qla] == { g+ qaa+@a®>+..+q, 10" | g €Q} aQ test algebrai
bévitése ha o € R n -edrendii algebrai szam(®)

3) Definicié: az o € R valés széam n -edrendii algebrai szam a Q test felett, ha
«a gybke egy valamilyen n -edfoku raciondlis egyiitthatéjd polinomnak. [
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Q = ({1,-1,i,—i,5,—j,k,—k}, ) a kvaterniécsoport: ij =
—j1 =k, jk = —kj =1, ki = —ik = j, a tobbi mfivelet értelemszertiien,
Q:=({a+bi+cj+dk]|abec,deR}, +,-) akvaterniok teste,

(R/r,+,-) := ([0,7),+,:)  a valds szdmok szokdsos miiveleteit modulo
r végezziik,

R™":=  n xn méretli (négyzetes) valds métrixok halmaza,

(R™™)*:=  invert4lhaté mdtrixok halmaza,

R7*™:=  alsé hdromszogmétrixok halmaza,

(R7*™)* ;= invertdlhaté alsé hdromszogmétrixok halmaza,

RY™ :=  fels® hdromszdgmatrixok halmaza,

(R@X"y ;= invertalhaté fels® hdromszégmatrixok halmaza,
R’\”" = diagonalis matrixok halmaza,
(R’\”") := invertalhaté diagondlis matrixok halmaza,

RE:={f:R—R|[f figguény },

Rx] := valés egylitthatdji polinomok halmaza,

RE :={f:R —R| f linedris figgvény® } ,

R ingee = {/: R—R | f(zx) =2 linedris racionalis tort figguény®),
¢#0vagy d £0 },

Sa:i={f: A— A| f bijekcié} (A # 0 tetszbleges halmaz) ,

S, :=(S4,0) = szimmetrikus csoport A -n,

Sp =Sy ahol H =1, ,

S, :=(S,,0) =n -edrendii szimmetrikus csoport,

7= 7\(0}

Zpw :=10,1,... m—1} =a mod m - szerinti maradékosztalyok ,

Zr,:={i<m : Inko(i,m) =1} = modm redukdlt maradékoszta-
lyok,

Zu] :={a+bu | abeZ} = Z algebrai b&vitése ahol u € C egy

tetszdleges mésodfoku algebrai szdm (mdsodfoku egyenlet gyske),

Z[x] := egész egylitthatdji polinomok halmaza

4) Definicié: f:R — R lindris fiiggvény, ha  f(z) =ax+0b alaki (a,b € R)
. g

5) Definicié: az  f(z) = ‘CLT":_“—Z alaki  (a,b,c,d € R, ¢ és d egyszerre nem 0 )

fiiggvényeket linedris racionadlis fiiggvényeknek hivjuk. [
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