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i Rendezett szam n-esek

= Rendezett szam n-esek:

= a=(ay,a,,...,a,)

= a,,a,,...,a, €R, a rendezett szam n-es
komponensei

= R": a valds szamokbodl képezett rendezett szam n-
esek halmaza

= Két rendezett szam n-es egyenlo, ha a megfeleld
komponenseik megegyeznek.
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i MUveletek rendezett n-esekkel

= Alapmuveletek:
» Két rendezett n-es Osszege:
Ha a=(a,, a,,...,a,) €S b= (b, b,,....,b.) eR", akkor
atb=(a+b, aytb,, ... ,a,%b)).
» Egy rendezett n-es A-szorosa:
Ha a = (a,, a,,..., a,)eR" és AcR, akkor
Aa=(Aa,, Aa,, ..., a).
s Két rendezett n-es kilonbsége: (szarmaztatott
muvelet)
a—-b=a+(-1)-b=(a;—by, a,—b,, ... ,a

—-b,).

n
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i Az alapmuveletek tulajdonsagai

= Legyenek g, b és ¢ eR"tetszOleges rendezett n-esek,
valamint A ueR tetszoleges valos szamok. Ekkor:

1. (@+tb)tc=a+(b+c) (asszociativitas)

2. a+b=b+a (kommutativitas)

3. Létezik olyan o eR" rendezett n-es, hogy barmely a eR”
eseténa+o=a. (nullelem 1étezése)

4. Barmely a € R" esetén létezik olyan a’c R”, hogy a + a’ = o,
ahol ¢’ =(-1)-a, az a ellentettje. (ellentett 1étezése)

(Atpw)-a=A-a+tu-a
A-(@+b)y=A-a+i-b
A-(p-a)=@Ap)-a

l-a=a

© N o U
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i Az R" vektortér

Megjegyzes:

= Mivel az (R",+, - ) algebrai struktiraban teljestil a
vektorterekre jellemzo6 elozo nyolc alaptulajdonsag
(vektortér-axiomak), ezért R"-t n-dimenzids valds
vektortérnek vagy n-dimenzios euklideszi
vektortérnek nevezziik, R" elemeit n-dimenzios
vektoroknak hivjuk.
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Linearis kombinacio

s Vektorok linearis kombinacioja
Legyenek a,, a,, ... ,a, N-dimenzios vektorok és /;, 4,
..., A skalarok.
Ekkor a A;-a,+ A»a,+ ... + Ac-a, € R"vektort az a,, ...,
a, vektorok /,, ... , A, skalarokkal vett linearis
kombinacidjanak nevezzik.

s Trivialis linearis kombinacio
Ha a linearis kombinacioban az dsszes skalar nulla,
akkor trivialis linearis kombinaciorol beszéllink.

Trivialis linearis kombinacio eredménye (barmilyen
a,, ..., a, vektorok esetén) mindig nullvektor.
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Linearis kombinacid geometriai szemléltetése 1.

p v=12a
v=0a
y) v=-la

7

A v = /-a alaku vektorok egy origdn atmeno «
iranyvektoru egyenesre esnek.

R vektortér/7



Linearis kombinacid geometriai szemléltetése 2.

alaku vektorok egy origon
altal kifeszitett sikra esnek.
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Linearis kombinacid geometriai szemléltetése 3.

Av=24,a+,b alaku vektorok egy origon atmeno
egyenesre esnek, amelynek az iranyvektora az a vagy
a Q Vektor. R" vektortér/9



i Linearis kombinacid geometriai szemléltetése 4.

Av=A-a+l-b+lc alaku vektorok kitéltik a
teljes teret.
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Linearis kombinacid geometriai szemléltetése 5.

X
Av=141,- +A b + ;¢ alaku vektorok az origon

a
atmeno « és b altal kifeszitett sikra esnek.
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i Linearis fliggetlenseg és dsszefliggoség

» Linearisan fiiggetlen vektorok:

AZ a,, ..., a, € R"vektorokat linearisan fliggetlenek-
nek nevezzik, ha belollik csak trivialis linearis kom-
binacioval (csupa nulla egyttthatoval) allithato elo
a nullvektor.

s Linearisan 0sszefliggo vektorok:

AZ a,, ..., a, € R"vektorokat linearisan 6sszefliggo-
eknek hivjuk, ha beldliik nem trivialis linearis kom-
binacioval is eloallithato a nullvektor.
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Lin. fliggetlenség és osszefliggoseg geometriai szemléltetese
az R3térben

= 1 vektor esetén

<<

x YFo X vy=o

linearisan fliggetlen linearisan 6sszefiiggd
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Lin. fliggetlenség és osszefliggoseg geometriai szemléltetese
az R3térben

= 2 vektor esetén

AN
1S~

|G
IN

x apb X allb

linearisan fliggetlen linearisan 6sszefiiggd
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Lin. fliggetlenség es 0sszefiiggdoseg geometriai szemléltetése
az R3térben

= 3 vektor esetén

Iy

I

|

a

Xy a, b és c nem esnek a, b és c egy sikra esnek

egy sikra
linearisan fliggetlen linearisan 6sszefiiggd
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Lin. fliggetlenség és o6sszefliggoseg geometriai szemléltetese
az R3térben

= 4 vagy tobb vektor esetén

Az R3 térben 4 vagy tobb vektor mindig linearisan
dsszefliggo.
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:L Lin. fliggetlenség ill. 8sszefliggdseg: allitasok

1. Az g, ..., a e R"vektorok pontosan akkor linearisan
osszefuggoek ha valamelyikik eloall a tébbi vektor linearis
komblnaC|OJakent

2. Az a,, e R" vektorok pontosan akkor linearisan
fuggetlener( ha egyikiik sem all elo a tobbi vektor linearis
komblnaC|OJakent

3. Azag,,....q € R" vektorok pontosan akkor lin. fliggetlenek,
ha az R” vektortér barmely vektora legfeljebb csak egy féle
képpen all el az q,, ..., a, vektorok lin. kombinacidjaval.

4. Ha egy vektorhalmazban szerepel a nullvektor, akkor az
linearisan 6sszefliggo.

Lin. figgetlen vektorhalmaz részhalmaza is lin. fiiggetlen.

Lin. 6sszefliggo vektorhalmazt bovitve az dsszefiiggbseg
megorzodlk

7. Az R"vektortérben n+1 db vektor mindig lin. 6sszefliggo.

o U
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i Vektorhalmaz rangja

= Vektorhalmaz rangja: Az {a,, ..., a,} = R" vektorhalmaz
rangja », ha a vektorok kozul kivalaszthato » darab lin.
fliggetlen vektor, de barmely » +1 darab vektor mar lin.
Osszefliggo.

= Megjegyzések:

= A rang megmutatja, hogy az adott vektorok kozul
maximalisan hany darab lin. fiiggetlen vektort tudunk
kivalasztani.

= Az R" vektortérben barmely vektorhalmaz rangja kisebb
vagy egyenlo, mint x.

= Linearisan fliggetlen vektorhalmaz rangja megegyezik a
vektorhalmazban lévo vektorok szamaval.
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i Generatorrendszer, bazis

= Generatorrendszer: Legyen G — R" egy vektor-
halmaz. G generatorrendszer az R" vektortér-
ben, ha G elemeibdl linearis kombinacioval az
R" vektortér barmely vektora el6allithato.

= Bazis: Legyen B c R" egy vektorhalmaz, amely
= linearisan fliggetlen és
= generatorrendszer.

Ekkor a B-t az R" vektortér egy bazisanak
hivjuk.
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i A kanonikus (standard) bazis

» Példa bazisra
kanonikus (standard) bazis:
e, =(1,0,...,0), &,=(0,1,...,0), ... ,e,=(0,0,....,1)

Megjegyzés
Egy x=(x,, x,, ... ,x,) R"™—beli vektornak a kanonikus
bazisra vonatkozo elballitasa:

X=Xy TXyet...1TX,€,
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i Bazis, dimenzio, koordinatak

Bazisokra vonatkozo allitasok:

1.

R"-ben minden bazis ugyanannyi vektorbdl all.

2. R"-ben minden bazis »n darab vektorbdl all.

3.
4.

Ezt a szamot hivjuk az R" vektortér dimenzidjanak.

RI’IL-ben barmely » darab linearisan fliggetlen vektor bazist
alkot.

Legyen B ={b,, ... ,b,} bazis R"-ben . Ekkor barmely x € R"
vektor egyerte/muen elallithatd a bazisvektorok linearis
komblnacm]aval

=0 b A0t .+ A b,

Ekkor a Ay Ay ooy Ay szamokat az x vektor B bazisra
vonatkozo koordinatainak nevezziik.

Megjegyzes: Barmely x = (x, x,, ... .x,) R "—beli vektornak a kanonikus
bazisra vonatkozo koordinatai maguk a vektorkomponensek.
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i Elemi bazistranszformacio

s Elemi bazistranszformacio
Legyen B={b,, ... ,b.} egy bazis R"-ben, c eR”,
C #O0.

Ekkor a B bazis vektorai kdzott van olyan, amely
kicserélheto a ¢ vektorral Ugy, hogy a vektorcsere
utan is bazist kapjunk.

Az (j bazisra vonatkozo koordinatak szamolasanak
algoritmusat elemi bazistranszformacionak
nevezzuk.
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i Az Uj koordinatak szamolasa

= Legyen az x vektor B bazisra vonatkozo elballitasa:
X =A byt Ay byt .+ 4, by
Legyen a ¢ vektor B bazisra vonatkozo eloallitasa:
c=nbtrbt...tnrnb

—n

Tegyuk fel, hogy 0.
Cseréljiik ki a B bazisban a b, vektort a ¢ vektorral.

Ekkor az x vektor Uj bazisra vonatkozo koordinatai:

. 2, .
,1},:,1}._7.7/1_ J#I

iﬂ“a“
Vi
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i Bazistranszformacios tablazat

= A régi és az Uj koordinatak tablazatos elrendezese:

c X c X
b, \vi A by |0 A4 -0y,
b, |7, 4 b, |0 A, -0y,
b, |(r.) % cl1 &
b, v, 4, b, 0 4,-06"7,

= A y szamot generaloelemnek hivjuk.
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i Alterek az R" vektortérben

= Altér: A Hc R" vektorhalmazt altérnek hivjuk az
R" vektortérben, ha barmely a, be H vektorok és
barmely 1R esetén a+b eH és J-a eH is teljesl.

H zart a vektormuveletekre.
a Trivialis alterek

A H= {0} és H= R" esetekben teljesll a fenti

definicio, ezeket az altereket az R" vektortér trivialis
(nem valodi) altereinek hivjuk.

= Megjegyzések:
=« R”"minden altere tartalmazza a nullvektort.

= Alterekre is ertelmezheto (analog mdodon) a bazis
es a dimenzio fogalma.
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i Alterek az R’ térben

s H={o}: 0-dimenziods, trivialis alter.

= Legyen veR’, vzo rogzitett.
H={lv | leR}: origdn atmeno, v iranyvektoru
egyenesre esO vektorok 6sszessége.
1-dimenzios alteér.

= Legyen a,be R’ két linedrisan fiiggetlen vektor.
H={\-a+),b| A, 1,eR }: origdn atmend, az a €s
b vektorok altal kifeszitett sikra eso vektorok
Osszesseége. 2-dimenzios alter.

s H= R’ 3-dimenzids, trividlis altér.
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