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i Vektorok

= Vektor: iranyitott szakasz
Jel.:a, a, a, E,
Jellemzoi:
= irany,
= hosszusag, (abszolut értek) jel.: |a]

= Specialis vektorok:
= nullvektor: hossza 0, iranya tetszoleges. Jel.: 0, o
= egysegvektor: hossza egységnyi.

= Megjegyzes: az azonos hosszusagu €s iranyd, de
kiilonb6z0 kezdopontu vektorokat azonosaknak
tekintjuk.
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i Két vektor szoge
V — %
—5 T

= A vektorokat k6zos kezdopontba tolva az altaluk
meghatarozott félegyenesek szoge Jel.: £ (a.b) = ¢

= Specialisan:
a ¢=0° = aés bazonos iranyu, (parhuzamos)
a ¢=180° = a és b ellentétes iranyu, (parhuzamos)

a ¢=90° = aés b meroleges.
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i Vektorok koordinata-rendszerben

A vektorokat helyvektorok-
ként helyezziik el a térbeli,
derekszogl (Descartes-féle)
koordinata-rendszerben.

Ekkor minden téerbeli vektor
egyértelmUien felbonthato a
koordinata-tengelyek

iranyaba eso 6sszetevokre:

V=vi+ vyl + vk
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i Vektorok koordinata-rendszerben (folyt.)

= A v vektor koordinata-tengelyek iranyaba eso

Osszetevli: v, v,j, vyk
= Ay vektor koordinatai: v,, v,, v,

= Megjegyzeés: A v helyvektor koordinatai azonosak
veégpontjanak koordinataival.

= A v vektor hossza (a térbeli Pitagorasz-téetel
alapjan):

2 2 2
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MU(veletek vektorokkal: 0sszeadas

Osszeadas:

b

a+b

haromszog-modszer

paralelogramma-modszer

ha a és b nem parhuzamos
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i Osszeadas (folyt.)

s Az Osszeadas tulajdonsagai:

Legyenek a, b €s ¢ tetszoleges térbeli vektorok.
Ekkor:

(a+b)+c=a+b+c) (asszociat1vitas)
a+b=b+a (kommutativitas)
ato=d

la+ Dbl <l|lal+l bl (haromszog-egyenlOtlenség)

a Osszeadas koordinatakkal:

Legyenek a=(a,, a,, a;) €s b=(b,, b,, b;) terbeli
vektorok. Ekkor:

Q + b — (a1+ bl’ a2+ b2’ a3+ b3) RB vektortér/7



Miveletek vektorokkal: skalarral valo szorzas

s Skalarral valo szorzas:

Legyen a egy tetszoleges térbeli vektor, Ac R egy
skalar. Ekkor:

A - a az a vektor, amelynek

= hossza: || ]a],

= iranya:
azonos az g vektor iranyaval, ha 4 >0,
ellentétes az a vektor iranyaval, ha 4 <0,
tetszbleges, ha 1 =0.
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i Skalarral valo szorzas (folyt.)

= A skalarral valo szorzas tulajdonsagai:
Legyenek a €s b tetszoleges térbeli vektorok,
A, 1t € R skalarok. Ekkor:

0-a=o0
A-0=0
l-a=a
(Atw)-a=A-a+pu-a

A-(@+b)=L-a+4-D
A-(u-a)={u) - a
= Skalarral valo szorzas koordinatakkal:
Legyen a = (a,, a,, a;) egy tetszoleges térbeli vektor,
Ae R egy skalar. Ekkor:
Aa=Aa,, La,, A'a;)
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i Muveletek vektorokkal: kiilonbség

s Kilonbseg (szarmaztatott mlvelet):
a—b=a+(-1)-b

S =

-

b b

= A kiildnbség szamolasa koordinatakkal:

Legyenek a =(a,, a,, ay) €S b= (b,, b,, b;) térbeli
vektorok. Ekkor:

a-b=(a,- by, ay- by, as- by)

IS
I
oy
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i MUveletek vektorokkal: skalaris szorzas

m Skalaris szorzas:

Legyenek a €s b tetszoleges térbeli vektorok.
Ekkor:

a-b=lallblcosp ,ahol ¢ a ket vektor szdge.

Megjegyzes: a mulvelet eredméenye skalar!
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i Skalaris szorzas (folyt.)

s A skalaris szorzas tulajdonsagai:
Legyenek a €s b tetszoleges térbeli vektorok,
Ae R skalar. Ekkor:

=b-a

al> = |a=1aa

0 & a=o0 vagy b=o0 vagy ¢=90°

(azazal b)
b=a-(A-b)
+a-

c

IQ IQ N
I@‘ IQ I@‘
1

A-(@-b)y=(A-a)-
a-(b+c)=a-b+
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i Skalaris szorzas (folyt.)

a Skalaris szorzas koordinatakkal:

Legyenek a =(a,, a,, ay) €S b= (b,, b,, b;) térbeli
vektorok. Ekkor:
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i Mlveletek vektorokkal: vektorialis szorzas

Vektorialis szorzas:
( Ez a mivelet sikbeli vektorokra nem értelmezheto! )

Legyenek a és b tetszoleges térbeli vektorok. Ekkor
a €s b vektorialis szorzata (jel.: a x b) az a vektor,

= amelynek hossza: la x bl =1all b l-sing, ahol ¢ a
két vektor szoge,

= amely meroleges az a vektorra és a b vektorra is,

= amelyre az a, b és a x b vektorok jobbrendszert
alkotnak.

(azaz a x b oda mutat, ahonnan nézve az a-t b-be vivo,
180°-nal kisebb szdgl forgatas pozitivnak latszik)
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* Vektorialis szorzas (folyt.)

Az a, b és a x b vektorok térbeli elhelyezkedése:

A

axb

»
a
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i Vektorialis szorzas (folyt.)

A vektorialis szorzas tulajdonsagai:
axXb#bXa
axb=-(bxa)
(axXb)yXc#aXx(bXc)
A(axb)y=(A-a)xb=ax(4-Db)
aX(b+c)=axb+aXc

(b+c)Xa=bXa+cXa
axb=o0 & a=ovagyb=ovagy ¢=0° vagy ¢=180°

(azazall b)
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i Vektorialis szorzas (folyt.)

Vektorialis szorzas koordinatakkal:

Legyenek a =(a,, a,, ay) €S b= (b,, b,, b;) térbeli
vektorok. Ekkor:

a X b=(ab;-asb,, -a,bs;+ azb,, a,b,-a,b,)
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Az egyenes

Adott: P=(x,, v, z9) , @Z e €gyenes egy pontja,
v=(v,, v,, ;) , @Z e egyenes egy iranyvektora.

Legyen P=(x, y, 7) az e egyenes egy tetszOlegesen valasztott
pontja. Jeldlje r,a P, pontba, r a P pontba mutatd helyvektort.

O (orig6)
Ekkor r=r,+r v teljesil valamely re R valds parameéterre.

Megjegyzes: Térbeli egyeneseknél a normalvektor fogalmat nem
hasznaljuk.
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i Az egyenes (folyt.)

Az egyenes paraméteres vektoregyenlete:

r=ryt+ty , teR

Az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

Y=Yyt IV,

7=Zpt1tvy; , tER
Megjegyzés: A tér egy tetszlleges A=(x,, y,, z,) pontja pontosan
akkor van rajta egy e egyenesen, ha az A pont koordinatai

kielégitik az e egyenes paraméteres egyenletrendszeréet
valamely re R valos paraméterrel.
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i Az egyenes (folyt.)

Az egyenes parametermentes egyenletrendszere
= Ha az iranyvektor egyik koordinataja sem nulla:

X=X _ Y7 Vo _ 27 %0
Vi V) Vs
= Ha az iranyvektor egyik koordinataja (pl. v; )
nulla:
X=Xy _ y_yo’ z2=17,
Vi V)

= Ha az iranyvektor két koordinataja is nulla, akkor
nem irhato fel paramétermentes egyenletrend-
szer.
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:L A sik

Adott: P,= (x,, y,, zo) , @z S sik egy pontja,

n=(n;, ny ny), az S sik egy normalvektora (a sikra
meroleges, nullvektortol kilonbdzo vektor).

Legyen P=(x, y, z) az S sik egy tetszOlegesen valasztott pontja.
Jeldlje r,a P, pontba, r a P pontba mutatd helyvektort.

() (origod)
Ekkor r-r, L n, igy n-(r-r,) = 0 azaz:

ny-(x-xg) + 1y (y-yg) + n3:(2-29) =0
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i A sik egyenlete

A sik egyenlete:
ny-(x-xg) + ny-(y-yo) + n3:(2-z9) =0
azaz.

X + Ny Y + Ny:2 = Ny-Xy + Ny, + 13775 = Konst.

vagy:
Ax+By+Cz=D,

ahol n = (A, B, C) a sik egy normalvektora, De R
konstans.
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i Terelemek kolcsonos helyzete:
Két egyenes kolcsonos helyzete

Két térbeli egyenes (e és ) kolcsonos helyzete:
= A két egyenes azonos. (e = f)
Minden pont k0z0s.
= A ket egyenes parhuzamos. (e || f)
Nincs k6z0s pont.
= A két egyenes metszo.
Egy kozOs pont van.
= A két egyenes kitéro.
Nincs k6z0s pont.
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Két egyenes kolcsonos helyzetének vizsgalata

eésf
kitéro
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i Téerelemek kolcsonos helyzete:
Egyenes és sik kdlcsonds helyzete

Egyenes és sik (e és S) kdlcsonds helyzete:
= Az egyenes a sikban helyezkedik el. (e = )
Az egyenes minden pontja kdzos pont.
= Az egyenes €s a sik parhuzamos. (e || S)
Nincs k6z0s pont.
= Az egyenes metszi a sikot.
Egy kdzOs pont van.
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Egyenes és sik kolcsonds helyzetének vizsgalata

e és S
metszok ellS
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i Térelemek kolcsonos helyzete:
Két sik kolcsonds helyzete

Két sik (S, és §,) kblcsonds helyzete:
= A két sik azonos. (S, = S,)
Minden pont kK0z0s.
= A két sik parhuzamos. (S, || S,)
Nincs k6zos pont.
= A két sik metszo.

Végtelen sok kdzos pont van: a metszésvonal
egyenes.
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Két sik kdlcsonds helyzetenek vizsgalata 1.

S, €s S,
metszok 51115,
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i Két sik kdlcsonds helyzetének vizsgalata I1.

Két sik kdlcsonds helyzetének vizsgalata a sikok egyenletei
alapjan:
Legyen a ket sik (S, €s S,) egyenlete az alabbi:

A\YE nyx+nyy+n;z=Kk,

S,: n'x+ny,y+ny-z=k,
1.Ha a ket sik normalvektora nem parhuzamos, akkor S, €s S,
metszo.
2.Ha a két sik normalvektora parhuzamos, azaz i ="2 - _ 3

' ' '

akkor S
= S, ésS§,azonos (S, =S,), ha ]]z—l =A,

2

= S, és S, parhuzamos (S, Il S,), ha %7:/1.
2
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Téerelemek metszéspontjanak meghatarozasa

Megjegyzes: Két terelem metszéshalmaza nem mas,
mint egyenleteik rendszerének megoldashalmaza.

Vizsgaljuk:
= Két egyenes metszéspontjanak,
= Sik €s egyenes metszéspontjanak,
= Két sik metszésvonalanak
meghatarozasat.
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Két egyenes metszéspontja

Legyen adott ket egyenes (e €s ) parameéteres
egyenletrendszere:

e: x=Xxy,+1tv fifox=xy +tv/’
Z2=2+ IV, 2=7y + vy

1.0lyan ¢, t, parameéterertékeket keresiink, amelyek a két
egyenletrendszerben ugyanazon x, y, z koordinataértékeket
szolgaltatjak:

Xg+vi=xy + 1V

Yo+ Vo=Yy + 1V, = 1,5

2o+ ' v3=2y + 1y

2.A kapott paraméterértékeket az egyenletrendszerekbe
visszahelyettesitve megkapjuk a metszespont koordinatait.
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i Sik €s egyenes metszespontja

Legyen adott az S sik egyenlete és az ¢ egyenes parameéteres
egyenletrendszere:

S: nyx+nyy+ny;z==k
e X=Xxy+ v,
Y=Yyt 1V,
Z=2Zy+ I'Vy
1. A sik egyenletébe x, y €s z helyére az egyenes parameteres

egyenletrendszerebol behelyettesitjik azok ¢ paramétertol
fliggo alakjat és a kapott egyenletet megoldjuk r-re.

2. A kapott r paraméterértéeket az egyenes egyenletrendsze-
rebe visszahelyettesitve megkapjuk a metszéspont koordi-

natait.
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Két sik metszésvonala

Legyen adott két sik (S, €s S, ) egyenlete:
S nyx+nyy+ny;z=k,

S,: n'x+ny,y+ny-z=k,

1. Keresunk egy olyan P, = (x, y, z) pontot, amelynek koordi-
natai mindkét sik egyenletét kielégitik.

A harom koordinata kozil egy szabadon megvalaszthato!

2. A metszésvonal iranyvektora: v = n, x n, , ahol n, az §, sik,
n,az S, sik normalvektora.

3. Felirjuk a P, ponton atmeno, v iranyvektoru egyenes
egyenletrendszereét.
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Terelemek tavolsaganak meghatarozasa

Vizsgaljuk:

= két pont,

= pont €s egyenes,

= két parhuzamos egyenes,

= két kitéro egyenes,

= pont és sik,

= Sik és vele parhuzamos egyenes,

= két parhuzamos sik
tavolsaganak meghatarozasat.
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i 1. Két pont tavolsaga

Legyen P, = (x,, y;, 2;) €S P, = (x,, ¥,, 2,) két tetszOleges
pont.

Tavolsaguk (a térbeli Pitagorasz-tétel alapjan):

d = \/(x1 —X2)2 +(y1 _yz)z +(Z1 _Z2)2
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i 2. Pont és egyenes tavolsaga

Legyen az ¢ egyenes egy pontja P, €s egy iranyvektora v .
Legyen P egy az e egyenesre nem illeszkedo pont. Ekkor:

' =[yx B =|y-d
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i 3. Két parhuzamos egyenes tavolsaga

Legyen e és f két parhuzamos
egyenes.

= Felvesziink egy tetszole-
ges P pontot az f egyene-
sen.

= Kiszamitjuk a P pont é€s
az e egyenes tavolsagat
2. szerint.
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4. Két kitéro egyenes tavolsaga

Legyen e és f ket kitéro egye-
nes. Kitéro egyenesek esetén
mindig létezik két olyan egy-

massal parhuzamos sik, amely
az egyik ill. a masik egyenest
tartalmazza. Azt az egyenest,

f\

Ji
(\)

amely e-t és -t egyarant
merdlegesen metszi, normal- d
tranzverzalis egyenesnek

nevezzik. Ezen egyenes e és f

kdzé eso darabjat normal- i
tranzverzalisnak hivjuk. /b/

e s ftavolsaga: a normal-
tranzverzalis hossza.
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4. Két kitéro egyenes tavolsaga (folyt.)

Legyen P, az ¢, P, az f egyenes tetszoleges pontja.
Legyen n a normaltranzverzalis iranyaba mutato tetszoleges
vektor.
A keresett d tavolsag egyenld a P, P, vektor n irdnyaba esd
meroleges vetiiletének hosszaval.
A szamolas lépései:

= Felvesziink egy-egy tetszoleges P, €s P, pontot az e ill.

az f egyeneseken.
= n Szamolasa: =Y. XV, (vektorialis szorzat)
V4 V4 1 7 ' 4 1 4
= n,Szamolasa: 2. =71 (skalarral valo szorzas)

7]

= dszamolasa: g4 =|p, P,-n, (skalaris szorzas)

R vektortér/39



5. Pont és sik tavolsaga

Legyen P az S sikra nem il-
leszked® pont. Tavolsaguk
meghatarozasa:

= Felirjuk annak az e egye-
nesnek a parameteres
egyenletrendszeréet, amely
atmegy P-n és meroleges

~N

S-re.

=« Meghatarozzuk az e egye-
nes €s az S sik metszés-
pontjat = M

IR
= A tavolsag: d=IPM|
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i 6. Sik és vele parhuzamos egyenes tavolsaga

Legyen az f egyenes parhuza-

mos az S sikkal. Tavolsaguk p
meghatarozasa: ’ f
= Felvesziink egy tetszoleges d

P pontot az f egyenesen.

= Meghatarozzuk a P pont S
és az S sik tavolsagat 5.
szerint.
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i 7. Két parhuzamos sik tavolsaga

Legyen az S, €s S, sik parhu-
zamos. Tavolsaguk meghata-
rozasa:

= Felvesziink egy tetszoleges ' p
P pontot az S, sikon. 5

= Meghatarozzuk a P pont d

és az S, sik tavolsagat 5.
szerint. e
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i Terelemek szogenek meghatarozasa

Vizsgaljuk:
= két egyenes,
= egyenes és sik,
= két sik
szogenek meghatarozasat.

Megjegyzes: térelemek sz6ge mindig 0° és 90° koze
esik.
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i Két egyenes szoge

Legyen az ¢ egyenes egy
iranyvektora v,, az f egyenes
egy iranyvektora v, Az e €s f
sz0gének (&) meghatarozasa:
= Kiszamoljuk a két irany-
vektor szogéet (¢):

V'V,

.‘_,f‘

COS @ = = @

v

—e

«» Ha ¢<90° = a=¢
Ha ¢ > 90° = o= 180°-¢
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i Egyenes es sik szoge

Legyen az e egyenes egy ¢
iranyvektora v, az S sik egy /

normalvektora n. Az e €s S

szogenek () meghatarozasa: go% (-

= Kiszamoljuk az iranyvek- /

tor és a normalvektor
szogéet (¢):

v-n
CoS Q= = @ y
|-[n /

« Ha ¢<90° = a=90°-¢ S 7 4

Ha ¢ >90° = a= ¢-90°
Ny
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i Két sik szoge

Legyen az S, sik egy normalvektora n,, az S, sik egy
normalvektora n,. Az S, €s S, sikok szdgének (a)
meghatarozasa:

= Kiszamoljuk a két normalvektor szogét (¢):

n-n,

COS () =
‘&H”z‘

= 9

» Ha ¢ <90° = o=¢
Ha ¢ > 90° = a= 180°-¢
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