Komplex szamok
Elmélet
Definition 1 (Definici6) Tekintsiik az R? halmazt és értelmezziik az aldbbi miwveleteket.
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd,bc + ad) .

Az ezen mitweletekkel eqyiitt tekintett halmazt a komplex szamok halmazdnak nevezzik. Jele: C.

Definition 2 (Definicié) A (0,1) komlex szamot imagindrius (képzetes) egységnek nevezziik
és i—wel jeloljiik.

Theorem 3 (Tétel) i = —1.
Az (a,b) komplex szdm a + bi alakjat a szdm kanonikus alakjénak nevezziik.
Theorem 4 (Tétel) Legyen zy = ay + byi és zo = as + bai. Ekkor
21+ 22 = ay + as + (b + b2)1,

és tetszoleges \ € R-re
Az = \a + A\bi.

Definition 5 (Definicié) A z = a+ bi komplex szam valds része Re (z) = a, és képzetes része
Im(z) = 0.

Definition 6 (Definicié) A z = a + bi szdm z konjugdltja alatt a
Z=a—W
komplex szamot értyiik.
Definition 7 (Definicié) A z = a + bi szdm abszolitértéke alatt a
2| = Va2 + 1
valds szamot értyiik.

A komplex szdmokat dbrazolhatjuk a sikon. A z = a + bi komplex szdmhoz tartozik az
(a,b) pont és a hozzd tartozé helyvektor. Ennek a vektornak a hossza a komplex szam abszolit
értéke. A komplex szdm argumentuma vagy irdnyszoge az ¢ szog, amelyet a z helyvektor az x
tengely pozitiv felével bezar.
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Theorem 8 (Tétel) Minden nulldtdl kilonbozo z = a+bi komplex szam egyértelmiien felirhato

z = r(cos (¢) + isin (¢))
alakban, ahol r pozitiv valds szam és ¢ nemnegativ, 360°—ndl kisebb szdg.

A
z =r(cos (¢) + isin (¢))

alakot a komplex szam trigonometrikus alakjdnak nevezziik, ahol
r=+va®+ b2

és z # 0 esetén
(0, haa>0ésb=0,

a, haa,b>0,

, haa=0¢ésb>0,

T—a, haa<0éb>0,
m, haa<0éb=0,
™+ «a, haa,b<0,

3;, haa=0¢ésb<0,

| 2m—«a, haa>0¢ésb<0,

b).

ahol

o = arctan | |—
a

Theorem 9 (Tétel) Legyen z; = r1(cos (¢1)+isin (p;)) és za = ra(cos (py)+isin (¢y)). Ekkor

2129 = T172(Cc0os(p1 + @y) 4+ isin(p; + @,)),
és
21 1

= —(cos(p; — vy) +isin(p; — ¢y)).
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Theorem 10 (Tétel) Legyen z = r(cos(¢) + isin(p)) és n egész. Ekkor
2" = r"(cos (ny) + isin (ny)).

Theorem 11 (Tétel) A z = r(cos(¢)+isin(p)) komplex szaémnak n szami pdronként kilonbozo
n-edik gyoke van, amelyeket az aldbbi képlettel adhatunk meg.

V3 = Ur(oos (so + 2/<:7r> s <M)),

n n

ahol 0 < k <n—1, k egész szam.



Feladatok

1.

Adja meg a
-2+ 30

komplex szam trigonometrikus alakjét és a tizedik gyokeit!

Adja meg a
-3+ 2

komplex szam trigonometrikus alakjat és a nyolcadik gyokeit!

Adja meg a
—1—-3i

komplex szdm trigonometrikus alakjat és a hatodik gyokeit!

Adja meg a
2 -5

komplex szam trigonometrikus alakjét és a nyolcadik gyokeit!

Adja meg a
1—-3

komplex szam trigonometrikus alakjat és a otodik gyokeit!

Adja meg a
—241

komplex szdm trigonometrikus alakjat és a hatodik gyokeit!

Adja meg a
2—-3i

komplex szam trigonometrikus alakjét és a tizedik gyokeit!

Oldja meg a komplex szamok korében az aldbbi egyenletet!

a.
(Re (2))%i +22% = |2]> — Im (2),
b.
(Im (2))? — 2% = |2|* + Re (),
c.
|2|> = 2Re (2)Im (2)i = z + 2,
d.
|z|i + —2Re (2) = —Im (2) z,
e.
12> + 2Re (2) Im (2)i = Z,
f.
22> + Im (2)i = Re (2) Z + 4,
g.
12> = 2Im (2) Z + z,
h.

22Re (z) —Im (2)i = 32 + |2|?,



12>+ Z+i=Re(z)i—8Im(z),

Z—|z)" = zRe(2) —4Im (2),

9. Abrazolja a komplex szémsikon azoknak a z komplex szamoknak a hallmazat, amelyekre
teljesiil az aldabbi egyenlotlenség!

|z —i| < |z + 3|

10. Abréazolja a komplex szamstkon azoknak a z komplex szdmoknak a hallmazat, amelyekre
teljesiil az aldbbi egyenl6tlenség!

|z + 21 < |z — 4



