
Kett½osintegrálás normáltartományon

Elmélet

De�nition 1 (De�níció) Egy N halmazt x-re nézve normáltartománynak nevezzük, ha

N =
�
(x; y) 2 R2 j a � x � b és � (x) � y � 	(x) ; ahol �;	 folytonos függvények

	
:

Egy M halmazt y-ra nézve normáltartománynak nevezzük, ha

M =
�
(x; y) 2 R2 j � (y) � x � 	(y) és a � y � b; ahol ';� folytonos függvények

	
:

Theorem 2 (Szukcesszív (ismételt) integrálás normáltartományon) Bármely normál-
tartomány korlátos, zárt és mérhet½o, továbbá ha f integrálható az el½oz½o de�nícióban szerepl½o N
normáltartományon, akkor

ZZ
N

f (x; y) dxdy =

bZ
a

0B@	(x)Z
�(x)

f (x; y) dy

1CA dx
feltéve, hogy a jobb oldali bels½o integrál minden x 2 [a; b]�re létezik. Hasonlóképpen, ha f
integrálható az M normáltartományon, akkor

ZZ
M

f (x; y) dxdy =

bZ
a

0B@	(y)Z
�(y)

f (x; y) dx

1CA dy
feltéve, hogy a jobb oldali bels½o integrál minden x 2 [a; b]�re létezik.
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Polártranszformáció
Kör alakú H tartományok esetén ((u0; v0) = a kör középpontja) használjuk az

x = r cos (') ;

y = r sin (')

ún. polártranszformációt, ahol a Jacobi-determináns

J (r; ') = r:

Ekkor ZZ
N

f (x; y) dxdy =

ZZ
N�

f (r cos (') ; r sin (')) � rdrd';

ahol N az N� hlamaz
(r; ')! (r cos (') ; r sin ('))

de�nícióval értelmezett leképezés melleti képe.
Feladatok

1. Legyen
H =

�
(x; y) 2 R2 j 0 � x � 1; 1� x2 � y � ex

	
:

Bontsa fel kett½o egyszeres integrálra mindkét sorrendben azZZ
H

4xy3dxdy

integrált, és az egyik esetben számítsa ki!

2. Legyen

H =

�
(x; y) 2 R2 j y2 � x � y; 0 � y � 1

2

�
:

Bontsa fel kett½o egyszeres integrálra mindkét sorrendben azZZ
H

2y cos (2x) dxdy

integrált, és az egyik esetben számítsa ki!

3. Legyen H � R2 az x = 0; x = 1; az y =
p
x és az y = ex egyenlet½u görbék által határolt

korlátos halmaz. Bontsa fel kett½o egyszeres integrálra mindkét sorrendben azZZ
H

2xydxdy

integrált, és az egyik esetben számítsa ki!

4. Legyen H � R2 az y = 0; y = x + �
2
és az y = arccos (x) egyenlet½u görbék által határolt

korlátos halmaz. Bontsa fel kett½o egyszeres integrálra mindkét sorrendben azZZ
H

ydxdy

integrált, és az egyik esetben számítsa ki!
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5. Legyen

H =

�
(x; y) 2 R2 j ��

2
� x � �

2
; sin (x) � y � �2

�
x� �

2

�
+ 1

�
:

Bontsa fel kett½o egyszeres integrálra mindkét sorrendben azZZ
H

xdxdy

integrált, és az egyik esetben számítsa ki!

6. Legyen
H =

n
(x; y) 2 R2 j 0 � x � �

2
; �x2 � y � sin (x)

o
:

Bontsa fel kett½o egyszeres integrálra mindkét sorrendben azZZ
H

cos (x) dxdy

integrált, és az egyik esetben számítsa ki!

7. Legyen
H =

�
(x; y) 2 R2 j 0 � x � 1; �

p
x � y � arctg (x)

	
:

Bontsa fel kett½o egyszeres integrálra mindkét sorrendben azZZ
H

2xdxdy

integrált, és az egyik esetben számítsa ki!

8. Legyen

H =

�
(x; y) 2 R2 j 1

3
(y � �)� 1 � x � cos (y) ; 0 � y � �

�
:

Bontsa fel kett½o egyszeres integrálra mindkét sorrendben azZZ
H

ydxdy

integrált, és az egyik esetben számítsa ki!

9. Számítsa ki az ZZ
H

2xydxdy

integrált, ahol a H � R2 az y = 0; y = 1; az y = x2 és az y = ln (x) egyenlet½u görbék
által határolt korlátos halmaz!

10. Legyen H � R2 az y = 1 + ln (x) ; y = 1
x2
és az x = e egyenlet½u görbék által határolt

korlátos halmaz. Bontsa fel kett½o egyszeres integrálra mindkét sorrendben azZZ
H

2y

x
dxdy

integrált, és az egyik esetben számítsa ki!
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11. Cserélje fel az integálások sorrendjét!

1Z
�1

0B@1�y2Z
jyj�1

f (x; y) dx

1CA dy
12. Cserélje fel az integálások sorrendjét!

2Z
�2

0@2�jxjZ
x2�4

f (x; y) dy

1A dx
13. Cserélje fel az integálások sorrendjét!

1Z
0

0@tg(y)Z
�ey

f (x; y) dx

1A dy
14. Cserélje fel az integálások sorrendjét!

1Z
0

0B@ eyZ
� y
2

f (x; y) dx

1CA dy
15. Cserélje fel az integálások sorrendjét!

1Z
0

0B@ eyZ
p
y

f (x; y) dx

1CA dy
16. Legyen

H =
�
(x; y) 2 R2 j 1 � x2 + y2 � 4; 0 � y � x

	
:

Számítsa ki ZZ
H

1

x2
dxdy

integrált!

17. Legyen
H =

�
(x; y) 2 R2 j x2 + y2 � 4

	
:

Számítsa ki az ZZ
H

xydxdy

integrált!

18. Legyen
H =

�
(x; y) 2 R2 j x2 + y2 � 1; x � 0; y � 0

	
:

Számítsa ki az ZZ
H

xyp
x2 + y2 + 1

dxdy
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integrált!

19. Legyen
H =

�
(x; y) 2 R2 j 1 � x2 + y2 � 4; x � 0; y � x

	
:

Számítsa ki az ZZ
H

x

y3
dxdy

integrált!

20. Legyen
H =

�
(x; y) 2 R2 j x2 + y2 � 1; x � 0; y � 0

	
:

Számítsa ki az ZZ
H

sin
�
x2 + y2

�
dxdy

integrált!

21. Legyen
H =

�
(x; y) 2 R2 j 1 � x2 + y2 � 4

	
:

Számítsa ki az ZZ
H

xy2dxdy

integrált!

22. Legyen
H =

�
(x; y) 2 R2 j x2 + y2 � 4; x � 0; y � 0

	
:

Számítsa ki az ZZ
H

2x

y + 1
dxdy

integrált!

23. Legyen
H =

�
(x; y) 2 R2 j 1 � x2 + y2 � 4; x � 0; y � �x

	
:

Számítsa ki az ZZ
H

sin
�
x2 + y2

�
dxdy

integrált!

24. Legyen
H =

�
(x; y) 2 R2 j x2 + y2 � 4; y � jxj

	
:

Számítsa ki az ZZ
H

x2e(x
2+y2)

2

dxdy

integrált!
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