Hatarozott integral

Elmélet
A Riemann-integral definicidja

Definition 1 (Definicié) Az [a,b] C R intervallum felosztdasan olyan véges {xy, ..., Ty} sorozatot
értiink, amelyre

a=xg<T1<...<x, =0

Definition 2 (Definicié) Legyen adva egy korlatos f figgvény az |a,b] intervallumon és ® =
{0, ..., 1} legyen [a,b] egy felosztdsa. A korldtossdg miatt minden i € {1,2,...,k} esetén az

m; = inf f([xi_1, z4]), M; = sup f (w1, 7))

szamok jol definidltak. Az
k
S = Zmz(ﬂfz — Ti-1)
i=1
osszeget az f fiigguény ® felosztdshoz tartozo alsé 6sszegének, az

k
Se = ZMZ(% - l’z‘—l)
i=1

osszeget az f figguény ® felosztashoz tartozo felsd Gsszegének nevezzik (ldasd az alabbi dbrdn).

y=f(x)

[ —— S

Ha f korldtos [a, b]—n, akkor [a, b] barmely ® felosztédsdra
inf f([a,b]) - (b—a) < s¢ < S < sup f(([a,0]) - (b—a).
Definition 3 (Definicié) Bdrmely [a,b]—n korldtos f esetén legyen
I4 = sup{se|P az [a,b] felosztdsa},
s
Ir = inf{Se|® az [a,b] felosztdsa}.

Az Iy szamot az f figguény (Darboux-féle) alsé integrdljanak , az Ir szamot pedig f
(Darbouz-féle) felsd integrdljinak nevezziik.



Definition 4 (Definicié) Az f fiigguényt integrilhatonak mondjuk az [a,b] C R intervallumon,
ha f korldtos [a,b]—n és [y = Ip. Ekkor az I = I4 = Ip kozds értéket az f fiigguény [a, b]—n vett
Riemann-féle hatarozott integraljinak, vagy roviden Riemann-integraljinak nevezziik.

Jele: \ ,
/f vagy /f (2) dz.

A Riemann-integral tulajdonsdgai

Theorem 5 (Tétel) Ha f és g integrdlhatd az [a,b] C R intervallumon és «, 3 dllanddk, akkor
af + Bg is integralhatd az [a,b] —n, és

b/ (af +Bg) = ab/f + ﬁb/g.

Theorem 6 (Tétel) Ha f integrdlhatd az [a,b] intervallumon és c € (a,b),akkor f integrdlhato

la,c]—n és [c,b]—n is, és , . b
[r=]r+ ]z

Theorem 7 (Tétel) (Newton-Leibniz-szabdly). Ha f integrdlhaté az [a,b] C R intervallumon,
F' folytonos [a,b] —n, tovdbba F primitiv figguénye f—nek (a,b)—n, akkor

/f () dz = F(b) — F(a).

Definition 8 (Definicié) Legyen [a,b] C R intervallum. Az F(b) — F(a) kilonbséget az
[F (x)]Z szimbolummal jeloljik, és az F figguény [a, b] intervallumon vett megudltozdsanak nevezziik.

Theorem 9 (Tétel) (Teriletszamitds). Legyen [a,b] C R. Tegyiik fel, hogy f és g olyan
folytonos figguények |a,bl—n, amelyekre g < f az [a,b]—n. Annak a sikidomnak a teriilete,
amelyet feliilrol f grafikonja, alulrél g grafikonja, oldalrdl pedig az v = a és x = b egyenesek
hatdrolnak (ldasd az aldbbi dbran)

y=f(x)

y=g(x)




Theorem 10 (Tétel) (Forgdstest térfogata). Ha f nemnegativ folytonos fiigguény az [a,b] C
R intervallumon, akkor annak a testnek a térfogata, amely f grafikonjinak az x—tengely koriili
megforgatdsaval keletkezik (ldsd az aldbbi dbrdn)




Feladatok

1. Szémitsa ki az alabbi integrélt!

(a)
[ (ezx — %) dr,
(b) 1
/ (322 + 2) 202" +4) g
() O 1
/x (2+ x2)9 dr,
(d) 01
/ sin (%) d,
(e) ,
/ (52 + Vx — 2%) du,
(f) 1
/ (42% — 62) cos (a* — 342) du,
() ﬂ
/cos (2x) dx,
(h) 1
{ (\3/5 + ﬁ) dz,
(i) i
[x cos (g) dx,
()
fie,
w2+9
(k)



10.

11.
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/:p2€2mdx,

0

1

/xezdx,

0

/ T+ 2 d
— dx
2 +4x +8

/ mdm

0

Szémitsa ki annak a sikidomnak a teriiletét, amelyet az y = 2> + 20 ésaz y = = + 2

gorbék hatérolnak!

Szamitsa ki annak a sfkidomnak a teriiletét, amelyet az y = 22 + 1 és az y

gorbék hatédrolnak!

Szdmitsa ki annak a sikidomnak a teriiletét, amelyet az y = 22 — 4 és az y

gorbék hatédrolnak!

—x+7

—x 4+ 2

Szémitsa ki annak a stkidomnak a teriiletét, amelyet az y = 2> —4 és az y = 1 — 4x

gorbék hatérolnak!

Szamitsa ki annak a sikidomnak a teriiletét, amelyet az y = —22 + 1 és az y = 0 gorbék

hatédrolnak!

. Szamitsa ki annak a stkidomnak a tertiletét, amelyet az y = 22 — 2r és az y = 40 — x

gorbék hatérolnak!

gorbék hatérolnak!

Szamitsa ki annak a testnek a térfogatat, amely az
f(x)=2+z, z € 0,1]
fiiggvény grafikonjanak x tengely koriili megforgatdsaval keletkezik!

Szamitsa ki annak a testnek a térfogatat, amely az
flz)=2°  x€[25]
fiiggvény grafikonjanak x tengely koriili megforgatdsdval keletkezik!

Szémitsa ki annak a testnek a térfogatat, amely az
@) =vIn(z), wzelle

fiiggvény grafikonjanak x tengely koriili megforgatdsdval keletkezik!
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. Szamitsa ki annak a stkidomnak a teriiletét, amelyet az y = 22 — 6x és az y = 40 — 22



12.

13.

14.

Szamitsa ki annak a testnek a térfogatat, amely az
f(x) =3", z € [0,1]
fiiggvény grafikonjanak x tengely koriili megforgatdsaval keletkezik!
Szémitsa ki annak a testnek a térfogatat, amely az
f(x) = Vwe®, x € [1,3]
fiiggvény grafikonjanak x tengely koriili megforgatdsdval keletkezik!

Szamitsa ki annak a testnek a térfogatdt, amely az
f(z) =Ve, z € [0, 3]

fiiggvény grafikonjanak x tengely koriili megforgatdsdval keletkezik!



