MA1344i - 8. gyakorl6 feladatsor

1. Algebrék-e az alabbiak?

N, *), ahol z xy = 2y — x + y;

A,0), ahol A= {m +nv2: n,m € Z} és xoy = 2% + y\/2;
A,N), ahol A = {{a},{b}, {a,b},{a,c}, {a,b,c}};

A,U), ahol A = {{a}, {b}, {a,b},{a,c},{a,b,c}}.

2. Irja fel az albbi algebrak miivelettdblézatait!

(a) (Zs,®), ahol Zs = {0,1,2,3,4} és m @ n egyenld az m + n szam 5-tel val6 osztdsa
maradékaval;

(b) (Zg,®), ahol Zg = {0,1,2,3,4,5} és m ® n egyenld az mn szam 6-tal val osztasa
maradékaval;

(c) (A,4), ahol A = {0,{a},{b},{a,b}};
(d) ({i,h},—).
3. Asszociativak-e ill. kommutativak-e az alabbi miveletek?

(a) az A = {a,b,c} halmazon a

mivelettablazattal definialt * miivelet;

(b) (Q\{O},O), ahol z oy = I:B—ny

(¢) (Z,x), ahol z xy = x + 2y.
4. Félcsoportot alkotnak-e az alabbi algebrak?
(a) (N, +) (b)  (No,-) (c) (Z,-) (d) ([0,1],-)
(e) (PU),V) () (PU),\) () ({i,h}, <) (h)  ({i,h}, =)

. Mutassa meg, hogy az alabbi algebrak félcsoportok! Van-e egységelem ill. zéréelem az

adott algebraban? Ha létezik egységelem, hatarozza meg, hogy mely elemeknek létezik
inverze, és adja meg az inverz elemeket!

(a) (Z,0), ahol zoy=x+y+1;

(b) (Z,%), ahol x xy = x + y — zy;

(¢) (Q,*), ahol x xy = x + y + zy;

(d) (P(U),N);

(e) (Z,-), ahol A egy tetszOleges halmaz, T = {¢: A — A injektiv leképezés} és - a

leképezések szorzésa miivelet;



(f) (S,-), ahol A egy tetsz6leges halmaz, S = {p: A — A sziirjektiv leképezés} és - a
leképezések szorzasa mivelet.

6. Csoportot alkotnak-e az aldbbi algebrak?

(a) (N,+) (b) (@\{0},/)
(©) ({i,h}, <) (d)  ({i;h}; A)
(e) (P(U),V) (f) (PU),AL)

7. frja fel az alabbi algebrak miivelettabldzatait! Csoportot alkotnak-e az alabbi algebrak?

(a) (Zs,®), ahol Zs ={0,1,2,3,4} és m @ n egyenld az m + n szdm 5-tel val6 osztdsa
maradékaval

(b) (Zs,®), ahol Zs = {0,1,2,3,4} és m ® n egyenlé az mn szam 5-tel val6 osztasa
maradékdval

(¢) (Zg,®), ahol Zg = {0,1,2,3,4,5} és m ® n egyenld az mn szam 6-tal val6 osztésa
maradékaval

8. Mutassa meg, hogy az aldbbi algebrak csoportok!
(a) (A, x), ahol A = {a,b,c} és

) (A,-), ahol A= {2": n € Z};
c) (Z x Ry, ), ahol Ry a pozitiv valds szdmok halmaza és (a,b) * (¢,d) = (a + ¢, bd);
) (R\{—1},0), ahol z oy =z +y + zy;

) (

S?')? ahol § = {901)90278037804}7 ¥1, P2, L3 és 2 R \ {O} - IR\ {O} leképeZések7
amelyek a kovetkez6 képletekkel vannak definidlva:

Y1 = T, x(p2:ga ryYs = —T, x904:_5a

és - a leképezések szorzdsa miivelet S-en. (frja fel a csoport miivelettablajat is!)

(f) (S,-), ahol § = {id, p1, p2, 3,191,102} egy A, B, C csicsponti szabélyos haromszo-
get onmagara leképezd egybevagdsigi transzformaciokbdl allé halmaz a - leképezés
szorzés milvelettel, mégpedig id az identikus transzformdcid, ¢; (i = 1,2,3) az A,
B illetve C' csticson atmen6 magassiagvonalra vald tlikrozések, 11 és 1o pedig 60
illetve 120 fokos forgatas a haromszog kozéppontja koril pozitiv irdnyban.

9. Az adott csoportban adja meg az a elem &ltal generdlt ciklikus részcsoportot, és hatarozza
meg o(a)-t is!
(@) (C,+), a=i
(b) (Z,+), a=2;
(C) (Q\{O}a)u a = 25



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(d) a 8/b feladatban definidlt csoport, a = 1/4;

(e) a 8/c feladatban definidlt csoport, a = (1, 3);

(f) a 8/e feladatban definidlt csoport, a = pa;

(g) a 8/f feladatban definidlt csoport, a = @s;

(h) a 8/f feladatban definidlt csoport, a = )9,

frja fel az (Ss,-) permutaciéecsoport miivelettdbldjét (a csoportban szerepld egyes per-
mutacidkat nevezze el o1, ..., 06-tal)! Adjon meg egy kételemii részcsoportot (Ss, -)-ban,

és adja meg a részcsoport altal generalt mellékosztalyokat! Adjon meg egy hdaromelemi
részcsoportot (Ss3,-)-ban és adja meg a részcsoport altal generélt mellékosztélyokat!

Egy (G, -) csoportban oldja meg az
(a) axbcx = abx (b) zazx = bba~!

egyenleteket x-re! Egyértelmii-e a megoldas? Ha nem, adjon meg egy megoldast!

Mutassa meg, hogy ha egy (G,-) csoportban (ab)? = a?b? minden a,b € G-re, akkor a

csoport kommutativ!

Mutassa meg, hogy ha egy csoportban minden elem inverze 6nmaga, akkor a csoport
kommutativ!

Mutassa meg, hogy egy (G, -) csoportban

(a) o(a) = o(a™!) minden a € G-re;

(b) o(a) = o(b~'ab) minden a,b € G-re;

(¢) o(ab) = o(ba) minden a,b € G-re.
Mutassa meg, hogy az aldbbi algebrdk gytirtiik!

(a) (Z5,®,©) ahol Zs, ® és © a 7/a és 7/b feladatokban definidlt;
(b) ({i, b}, =, V);

(c) (P(U), A, N);

(d) ({$+y\/§ z,y € Q)+, ).

Mutassa meg, hogy az aldbbi leképezések homomorfizmusok! Melyek izomorfizmusok is
a két algebra kozott?

a

(Z,-) félesoport, (Ny,-) félesoport, Z — Ny, n — |n|;
(Z,+) félesoport, (Q,-) félcsoport, Z — Q, n +— 2";
(

(d) (A, +) csoport, ahol A = {z +yv/3: =,y € Q}, (B, +) csoport, ahol B = (x + iy €
C: 2,y €R), A— B,z +yV3— x + yi;

(e) (Z,+,-) gytrt, (Zs,®,®) gylri (lasd a 15/a feladatot), Z — Zs, n +— (n 5-tel valé
osztdsa maradéka);

(f) ({Z7 h}7 g \/) gytrt, (P(U)7 A, ﬂ) gytirti, i — wu hw—U;
(g) ({i,h}, o, V) gytirtl, ({0, {a}}, A,N) gytirt, i — 0, h — {a}.



