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1. Elsorendu differencialegyenletek

1.1. Alapvetd fogalmak

Differencidlegyenleten egy olyan egyenletet értiink, amelyben a keresett ismeretlen egy fiiggvény,
és a fiiggvény valamelyik derivaltja is szerepel az egyenletben. Ha a keresett fiiggvény egy-
valtozés, akkor kézonséges differencidlegyenletrdl beszélink, ha pedig tobbvaltozos, és a kere-
sett fliggvény egy vagy tobb parcialis derivaltja is szerepel az egyenletben, akkor az egyenletet
parcidlis differencidlegyenletnek hivjuk.

Egy kozonséges differencidlegyenletet n-edrendd differencidlegyenletnek nevezziik, ha a ke-
resett fliggvény egyenletben szerepld legmagasabb derivaltja az n-edik derivalt. Egy n-edrendi
kozonséges differencidlegyenlet altalanos alakja tehat

g(z,y,y, ..,y ™) = 0. (1.1)

Itt y jeloli a keresett fliggvényt, amely x fiiggvénye, azaz y = y(z). A differencidlegyenletek
elméletében és az alkalmazasokban is szokasos, hogy a keresett fliggvény valtozojat nem irjuk ki
explicit médon az egyenletben. Mi is dltaldban ezt a konvenciét hasznaljuk. Az (1.1) egyenletet
ugy irtuk fel, hogy minden tagot egy oldalra rendezve a bal oldalon a fiiggetlen valtozo, =,
valamint az ismeretlen y fiiggvény, valamint annak derivaltjai, az n-edik derivalig bezardlag
tetszOleges kifejezése all. Egy konkrét egyenletben természetesen barmelyik tag (az y(™ kivételé-
vel) hidnyozhat.

Megjegyezziik, hogy az alkalmazdsok nagy részénél az id6 a fliggetlen valtozd, igy az z
helyett a t valtozét is gyakran hasznaljuk az egyenletben a fliggetlen valtozé jelolésére. Ebben
ésa kovetkezo fejezetben altaldban x-et fogunk hasznélni, de a rendszerekre attérve t-vel fogjuk
mi is jel6lni a figgetlen valtozot.

Az (1.1) egyenletetet implicit n-edrendd differencidlegyenletnek hivjuk. Ha az egyenletbél a
benne szerepl6 legmagasabb derivaltat ki lehet fejezni, akkor egy

y™ = f(z,y, 9. ..,y ) (1.2)

alaku egyenletet kapunk, amely az explicit n-edrendi differencidlegyenlet altaldnos alakja. A
tovabbiakban szinte mindig explicit, illetve explicit alakra atalakithaté egyenletekkel fogunk
foglalkozni, ezért erre fogalmazzuk meg az alabbi fogalmakat.

Egy (1.2) explicit differencidlegyenlet megolddsa egy olyan y fiiggvény, amely egy I C R
intervallumon van értelmezve, és amelyet behelyettesitve az adott egyenletbe teljesil az egyenlet
minden x € I-re. Megoldas tehat definicié szerint mindig intervallumon van értelmezve.

1.1. Példa. Az
ey® — () -2 +1=0

egy harmadrendi implicit differencidlegyenlet, amelyet at lehet alakitani explicit alakra:

3 — (y")?2 +a° -1
e

A két egyenlet nem ekvivalens, hiszen az implicit egyenlet értelmezési tartomanya R, az explicit
egyenletben pedig = # 0. O

1.2. Példa. Az
y' ' =2r+1

egyenlet egy explicit masodrendil (trividlis) differencidlegyenlet, amelyet konyen megoldhatunk
kétszer integralva az egyenlet mindkét oldalat.

y’:/Qm—l—ldm,
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azaz,
j:xz+x+q.
Ezért
y:i/xl+x+qd%
azaz
LA AR
=—+ —+czx+co.
Y 3 B) 1 2

Megfigyelheto, hogy egymassal ekvivalens atalakitasokat végeztiink, azaz a fenti képlet az egyen-
let Osszes megoldasat tartalmazza, ahol ¢ és ¢y tetszOleges konstansok. O

Az elobbi példa azt illusztrdlja, hogy egy differencidlegyenletnek végtelen sok megoldasa
van. Egy olyan képletet, amely tartalmaz n darab fiiggetlen konstanst (paramétert) az (1.1)
(vagy (1.2)) n-edfoku differencidlegyenlet dltaldnos megolddsdinak hivunk, ha az a paraméterek
(adott tartomanyokbdl vett) tetszéleges értékeire az egyenlet megoldasat adja. Az el6bbi példa
végén kapott képlet tehat az egyenlet altaldnos megoldasat adja. Néha el6fordul, hogy egy
differencidlegyenletnek megadunk egy altalanos megoldasat, de a kapott képlet nem tartalmazza
az egyenlet 0sszes megoldasat. Az ilyen ,hidnyzé” megoldast szinguldris megolddsnak nevezziik.

Ha adott egy n-edfoku differencidlegyenlet és annak n db paramétert tartalmazé altaldnos
megoldasanak képlete, akkor altalaban n db egyéb feltételt el6irva hatarozhatjuk meg egyér-
telmiien az n db paraméter értékét, azaz kapunk egyértelmii megoldast. Ezt leggyakrabban
az

y(wo) =21, ¢'(x0) =22, -+, y" V(x) =2 (1.3)
alaku feltételekkel szokds el6irni. Az (1.3) alaku feltételeket kezdeti feltételeknek, az xy szamot

kezdeti idépontnak, a megadott 21, 22, . . ., 2, szamokat kezdeti értékeknek hivjuk. Az (1.1) (vagy
az (1.2)) egyenletet és az (1.3) kezdeti feltételt egyiitt kezdeti érték feladatnak nevezzik.

1.3. Példa. Tekintsiik az
(¥ +2y)y = 2
elsorendii differencidlegyenletet. Vegyiik észre, hogy az egyenlet bal oldala egy Gsszetett fiiggvény

derivéltja, ami atalakithato az
(e’ +y*) =a?

alakba. fgy mindkét oldalt integralva kapjuk, hogy

4
T
4
Ezt az algebrai egyenletet a differencidlegyenlet implicit megolddsdnak hivjuk. Ebbél az egyen-
letb6l most nem tudjuk y-t, mint = fliggvényét kifejezni, azaz nem tudjuk a differencidlegyenlet
explicit megolddsdt megadni. Viszont numerikus mddszerrel adott z-re meg tudjuk hatdrozni az
implicit megoldas egyenletébdl y(x) tetszéleges pontossdgu kozelits értékét. O
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1.2. Szeparalhaté differencialegyenletek

Az
y' = g(x)h(y) (1.4)
alaku elsérendii skalaris differencidlegyenletet szepardlhato differencidlegyenletnek nevezziik.

Az (1.4) egyenlet megoldéasdhoz szeparaljuk a vdltozdkat, azaz egy oldalra rendezziik az azonos

valtozdkat: .

y
h(y)

majd integraljuk mindkét oldalt x szerint. Hogy pontosabban lassuk a szamolast, kifrjuk az y
keresett fiiggvény argumentumat is a bal oldalon:

/ hzé/(é))) = [ o) ar

A bal oldalon az y fliggvény nem ismert, mégis ki tudjuk az integrélt szamitani, ha az v = y(z)
1j valtozot bevezetjiik: haszndlva a du = y'(z) dx formalis szdmoldsi szabalyt kapjuk

/h(lu)du: /g(:];) da. (1.5)

A két oldalon az integralt kiszamitva, majd a bal oldalon az u valtozé helyébe y-t visszahelyet-
tesitve kapjuk az egyenlet implicit megoldédsat.
Ezt az altaldnos mddszert a kovetkezd példaval illusztraljuk:

1.4. Példa. Tekintsik az

= g(x),

y = (@ + 1)y’ (1.6)

skaldris differencidlegyenletet. Ez szepardlhaté differencidlegyenlet, hiszen osztéssal szét tudjuk
vélasztani, azaz szeparalni tudjuk a valtozdkat:

/

y—3 =2% 4 1.

Yy

Itt a bal oldal csak y-tdl, a jobb oldal pedig csak z-t6l fiigg. Integraljuk mindkét oldalt = szerint:

/;’;(é)) dxz/x2+1dx.

Hasznélva az u = y(x) helyettesitést kapjuk, hogy

1
/Sdu:/:cQ—i—ldx,
u

azaz a hatarozatlan integrédlokat kiszamitva

23
——tc=— +x+co.
202 T 3 2
A két, egymastdl fliggetlen c; és co kostansok helyett bevezethetjiik a ¢ = ¢o — ¢; konstanst, és

12y
1 3
_W = ? +x+c.
Ebbél lathat6, hogy ha minkét oldalt integaljuk, elegendd az csak egyik oldalon (barmelyiken)
irni a ¢ konstanst. Az u = y helyettesitést elvégezve, és a szokasos irdsmodnak megfeleléen

megint elhagyva a keresett y fliggvény argumentumat kapjuk, hogy
1 z3

—@:?‘Fl‘-FC
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az implicit megoldasa az egyenletnek. Most ki tudjuk y-t is fejezni az implicit alakbol:

1
— 4
Y \/—2:c3/3 " 2x — 2

az egyenlet explicit altalanos megoldasa. O

Most tekintsiik jra az (1.4) egyenletet. Ha az egyenlet megolddsénak a levezetését meg-
vizsgaljuk alaposabban, kaphatunk egy gyakorlatban hasznédlhaté formalis szamolasi szabalyt.
Elészor is irjuk fel az 3 derivalt jelolés helyett a klasszikus ¢’ = % alakot. Ekkor az egyenlet

Y — gw)hy) (17)

Tekintsiik formadlisan a bal oldalt tortként, és most igy szeparaljuk a valtozdkat:

Hangsulyozni kell, hogy ez az egyenlet csak egy formalis egyenlet, nem rendeltink hozza preciz
matematikai tartalmat. Pontosabban fogalmazva differencidlegyenletes konyvekben szokds egy
egyenletet ilyen alakban felirni, ekkor a jelolésen az (1.7) egyenletet kell értelmezni. A formélis
irasmédnak tényleges jelentése akkor lesz, ha mindkét oldalra ,,odairunk” egy-egy integréljelet:

/ha(lz):/g(a:)dx.

Ekkor a bal oldalon most egy y-t6l fliggd kifejezés y szerinti integralja all, amit kiszamithatunk
(konkrét megadott h esetén). Vegyiik észre, hogy ez az egyenlet ekvivalens az (1.5) egyenlettel,
csak ott y helyett u valtozdét hasznélunk a bal oldalon a szamolasban, amit a kovetkezd 1épésben
vissza is helyettesitettiink y-ra.

A formalis szamolast hasznélva ismételjik meg az 1.4. Példat.

1.5. Példa. Tekintsiik djra az (1.6) egyenletet, de most ahogy azt a formélis szamolasndl
hasznalni szoktuk, a derivalt jelolésére a ,klasszikus” alakot hasznéljuk:

dy 2 3

—= = 1)y°.

5 = @+ 1)y
Szeparaljuk a véltozdkat

dy

g =@+ dr

majd formalisan ,integraljuk mindkét oldalt”:

/Z?:/(ﬁﬂ)dx.

Az integralokat kiszamitva kapjuk ugyanazt az implicit megoldast, amit az 1.4. példaban hosz-
szabb szamolassal kaptunk meg:
1 3
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Most tekintstink egy harmadik lehetséges szamoldsi médszert is az (1.4) egyenlet megolda-
sara. Tegytlk fel, hogy adott egy

y(z0) = Yo (1.8)

kezdeti feltétel, és tekintsiik az (1.4)-(1.8) kezdeti érték feladatot. Most is elészor szepardljuk a
véltozdkat az (1.4) egyenletekben

de most mindkét oldal hatarozott integraljat vessziik xo-tol x-ig. Mivel x szerepel az integral
felsé hataraban, az integranduszban = helyett egy masik betiit hasznalunk a valtozd jelolésére:

x y’(t) B T
/xo hy) = / 9(t) dt.

Ekkor a bal oldalon az u = y(t) helyettesitéssel kapjuk, hogy

/y(w) 1 p /w ()d
——du = g(t) dt,
y(zo) h(u) o

azaz a kezdeti feltételt felhasznalva

/yjh(lwdu:/;g(t)dt.

Most is nézziink egy példat a moédszer szemléltetésére:

1.6. Példa. Tekintsik az

kezdeti érték feladatot. Szepardlva a valtozdkat kapjuk
y2y/ — ex2_

Mindkét oldal x szerinti hatarozatlan integraljat véve kapjuk

/y2y’ do = /6932 dx.

Ezzel az a gond, hogy a jobb oldalon allé integralnak nincs elemi fliggvényekkel felirhaté primitiv
fliggvénye, igy nem tudjuk az integralt kiszamitani. Persze megadhatjuk a vélaszt az

implicit alakban is. Ez az egyenlet altalanos megoldasa, hiszen a hatarozatlan integralban
implicit moédon egy c tetszoleges konstans is szerepel. De ilyen alakban nem tudjuk a megadott
kezdeti feltételt felhaszndlni, igy a kezdeti érték feladat megoldasat sem tudjuk megadni.

Ha hatarozatlan integral helyett a fent vazolt moédszerrel hatarozott integrallal szamolunk,

akkor azt kapjuk, hogy
Y T
/ 2 dt = / e’ dt,
1 0

amibé6l az
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formula addédik, amibdl rdadasuk ki is tudjuk fejezni y-t:

xX
y=7 1+3/ et® dt.
0

Fz a kezdeti érték feladat megoldésa. Ez sem elemi fiiggvény alakjaban fejezi ki a megoldast, vi-
szont a hatarozott integralt numerikus mddszerekkel tetszoleges pontossaggal ki lehet szamolni,
igy ez a képlet is a gyakorlat szempontjabdl szinte olyan, mintha elemi fiiggvénnyel lenne meg-
adva a megoldés. O

1.3. ElsOrendii skalaris linearis differencialegyenletek

Legyen I C R egy nyilt intervallum. Az
a(z)y’ +b(x)y =g(z), wel (1.9)

alaku egyenleteket elsdrendd skaldris linedris differencidlegyenleteknek hivjuk. Abban az eset-
ben, amikor g azonosan nulla, az egyenletet homogén, ellenkez6 esetben pedig, azaz amikor
g Z 0, inhomogén egyenletnek nevezziik. Az els6rendii homogén linedris egyenletek dltaldnos
alakja tehat

a(z)y + b(x)y =0, zel. (1.10)

1.7. Tétel. Legyen yy és yo az (1.10) homogén linedris egyenlet megolddsa I-n. Ekkor cyyy +
oy is megoldasa az (1.10) homogén egyenletnek I-n minden oy, as € R-re.

Bizonyitas: Helyettesitsiik be az y = a1y1 + sy fliggvényt (1.10) bal oldaldba. Ekkor x € I-re

a(z)(ayr + agye)’ + b(x)(ay1 + agye) = a(x)oay) + a(x)agys + b(x)aayr + b(x)agys
= o (a(x)y’l + b(fﬂ)yl) +as (a(ﬂ«“)y’z + b(w)yQ)
= 0.

O

1.8. Kovetkezmény. Az elsérendii homogén linedris differencidlegyenlet megolddsainak hal-
maza linedris tér (vektortér).

1.9. Példa. Tekintsik az
y +2xy =0

homogén linedris egyenletet. Vegyiik észre, hogy az egyenlet szeparalhato:

d
b A, dx,
Yy

amit integrédlva kapjuk

In|y| = —z2 4+ C,

azaz
2

—a? _
y=de 0 = ce™™,

ahol ¢ = +e¢. Lathaté, hogy a fenti képlettel ¢ = 0-ra is megolddst kapunk, hiszen a konstans
0 fliggvény is teljesiti az eredeti egyenletet. O
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A fenti példdban latott médszer dltaldnosan alkalmazhat6. Tekintsiik az (1.10) egyenlet
explicit alakjat, azaz tegyiik fel, hogy a(x) # 0 az I intervallumon. Ekkor az r(z) = % jelolést

bevezetve az (1.10) egyenlet az
y +r(x)y =0, xel (1.11)
alakban irhaté fel. Ennek az egyenletnek az altalanos megoldasat az alabbi tételben adjuk meg.

1.10. Tétel. Az (1.11) elsérendi; linearis homogén egyenlet dltaldnos megolddsa
Yy = ce Jr@@)de, xel, ceR. (1.12)

Bizonyitas: Az (1.12) homogén egyenlet egy szeparalhaté differencidlegyenlet is, igy alakitsuk
at az p

W _ —r(x)dzx
Y

alakba. Ekkor integralva az egyenletet

ln|y|:—/r(x)d:c+C

adodik. A hatéarozatlan integral jelolésében egyébként implicit médon beleértett C konstanst
most explicit médon kiirtuk. Mindkét oldalra alkalmazva az exponencidlis fliggvényt kapjuk,

hogy

’y‘ _ effr(a:) de+C _ 6Ceffr(x) dx

A ¢ = +¢% jeloléssel megkaptuk az (1.12) formulét, de a fenti szamolds szerint ¢ # 0. Masrészt
ha ¢ = 0, akkor az (1.12) formuldbdl az y = 0 fiiggvényt kapjuk, amely szintén megoldasa
az (1.12) egyenletnek. O

1.11. Ko6vetkezmény. Az elsérendid homogén linedris differencidlegyenlet megolddsainak line-
aris tere egydimenzids.

1.12. Tétel. Legyen y1 ésyz az (1.9) inhomogén linedris egyenlet megolddsai I-n. Ekkor yi —y2
megolddsa az (1.10) homogén egyenletnek I-n.

Bizonyitas: Helyettesitsiikk be az y = y; — yo fliggvényt (1.9) bal oldaldba. Ekkor x € I-re

al@)(yn =) +b(@) 1 —y2) = ale)yh — ala)ys + by — b(x)ys
= a@)yi + @)y — (a(@)yh + b))
9(x) — g(x)
0.

1.13. Tétel. Legyen yi az (1.9) inhomogén és ya az (1.10) homogén linedris egyenlet megolddsa
I-n. Ekkor y1 + y2 megolddsa az (1.9) inhomogén egyenletnek I-n.
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Bizonyitas: Helyettesitsiikk be az y = y1 + yo fliggvényt (1.9) bal oldaldba. Ekkor x € I-re

a(@)(y1 +y2) + (@) (1 +y2) = a(x)y) — a(x)ys + b(z)y1 — b(x)ys
— a@)y; + by + (alz)yh + ba)ys )
= g().

O

Az (1.9) inhomogén egyenlet egy (tetszélegesen) rogzitett megolddsét az egyenlet partikuldris
megolddsdnak nevezziik.

1.14. Ko6vetkezmény. Az (1.9) inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa felirhaté, a homogén
egyenlet dltalanos megolddsdnak és az inhomogén egyenlet eqy partikuldris megolddsdnak dssze-
geként:

Y =Yy T Yrp-

A gyakorlatban az 1.14. Kévetkezmény helyett az G.n. integrdldtényezd maodszerét alkalmaz-
hatjuk az inhomogén egyenlet megolddsara. Az otlet egy példan mutatjuk meg elészor.

1.15. Példa. Tekintsiik az

zy + 2y = a3
inhomogén linedris egyenletet. Vegyiik észre, hogy ha x-szel beszorozzuk az egyenletet, akkor a
bal oldalon egy szorzat derivaltja jelenik meg:

22y + 2zy = 4,

azaz
(%) = .
Mindkét oldalt integralva kapjuk
2y = 25 +c
Yy = 5 )
azaz
B 2 c
Y= T

Megjegyezziik, hogy a megoldas képlete természetes médon két fiiggvény Osszege: % az inho-
mogén egyenlet egy partikuldris megoldésa, -5 pedig a megfelel6 homogén egyenlet éltaldnos
megoldasa. O

Tekintsiik az (1.11) egyenlethez kapcsol6dé
Y +r(z)y = f(z), rxel (1.13)

inhomogén egyenletet. Olyan u(x) integralétényezot keresiink, amellyel beszorozva az egyenletet
a bal oldalon egy szorzat, mégpedig u(x)y derivaltja jelenik meg. Ehhez hasolitsuk Ossze a
beszorzott

)y + p(@)r(z)y = ple) f(x)
egyenlet és a
(u(x)y) = plx)y' + p'(z)y

azonossag bal oldalait. Lathatd, hogy a két oldal pontosan akkor lesz azonos, ha a
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Osszefiiggés teljesiil. Ez pedig egy elsérendiit homogén linedris differencidlegyenlet a keresett p
fiiggvényre, amelynek egy lehetséges megoldésa az (1.12) képlet szerint

p(z) = el r@ e, (1.14)

Ekkor tehat a p-vel val6 szorzas utan az (1.13) egyenlet alakja

amibol

azaz .
y= m /,u,(m)f(x) dx

adddik. Ide visszahelyettesitve p képletét, és a konnyebb olvashatésdg érdekében megint kifrva
a fenti hatarozatlan integralban szereplo konstanst explicit médon, kapjuk, hogy

y = e—fr(m)dzc+ e—fr(a:)d:c/efr(z)da:f(x) dz. (1.15)
Legyen zo € I. Hatarozott integralt haszndlva a fenti képletbdl rogton kovetkezik, hogy

y = e Jar®dt, 4 = [ dt/ AR ) dt.
o

Az x = x¢ helyettesitésbdl rogton adodik, hogy ekkor y(zg) = ¢ kovetkezik. Ezért az (1.13)
inhomogén egyenlet

y(7o0) = o

kezdeti értékhez tartozé megoldasanak alakja
T x z t
M LSRR dt/ i T M gy gy
o

— e_fﬂfo T(t)dty(]"‘/ ef;r(u)d“f(t) dt, x e l. (1.16)
Z0

Az (1.16) formulét konstans varidcios formuldnak hivjuk.

1.16. Példa. Tekintsik az
xy —22%y =2%,  y(0) = -2

kezdeti érték feladatot. Alkalmazzuk az integralétényezo modszerét! Ehhez el6szor alakitsuk at
explicit alakra az egyenletet, azaz osszuk el x-szel mindkét oldalt:

y —2ry =2 (1.17)
Alkalmazzuk az (1.14) képletet, azaz tekintsiik a

M(w) _ ef—2ocda: _ e—x2

integralotényezot. Az (1.17) egyenletet beszorozva p(x)-szel kapjuk az

2

(") = we ™

T
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egyenletet, amibdl integralassal

1
efzzy = /a:ex2 dr = —56712 +c,

azaz
1 n 22
= ——+tce
y=73
Hasznélva a kezdeti feltételt
—2=——+g¢
amibol
ez _3
=3
A megoldas tehat
1 3 2
=—— — —¢
Y=797 9

1.4. Alkalmazasok

Ebben a szakaszban minden példankban az id6 a fliggetlen valtozo, igy t fogja jelolni a keresett
fliggvény valtozdjat.

1.17. Példa. A térium 234-es izotép a megfigyelések szerint az aktudlis témegével ardnyos
sebességgel bomlik el. Adjuk meg a térium tomegének képletét az idé fliggvényeként, ha tudjuk,
hogy 100 mg anyag egy hét alatt 82.04 mg anyagga bomlik el! Keressiik meg, hogy mennyi id6
alatt bomlik el a kezdeti anyagmennyiség felére!

Jelolje Q(t) a térium tomegét (mg-ban) a t idépontban. Mérjiik az idét napokban. Ekkor a
feltétel szerint Q(0) = 100 és Q(7) = 82.04. A bomlds sebessége a tomeg idé szerinti derivéltja,
azaz a feltétel szerint

Q'(t) = —kQ(t)

teljesiil, ahol k > 0 egy konstans paraméter. Ez egy elsorendii homogén linearis differenciale-
gyenlet, amely megoldasa
Q(t) = e *Q(0) = 100e**.

k értékét megkapjuk a Q(7) = 82.04 mésik feltételt felhasznalva:
100e~"" = 82.04,

azaz
~ In0.8204
7

Jelolje T azt id6t, amennyi a kezdeti anygmennyiség felez6déséhez kell (az G.n. felezési idét):

k= ~ 0.02828.

5Q0) = ¢ 4Q(),

Lathato, hogy T értéke fliggetlen a kezdeti anyagmennyiségtol, csak k-tol, azaz a radioaktiv

anyagra jellemzo6 allandé:

In 2
T= DT ~ 24.5 nap.
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1.18. Példa. Tegyiik fel, hogy egy bankszamléra Sy Osszeget fizetiink be kezdetben, és a szamla
az év végén r %-ot kamatozik. Ekkor az év végén

So + Sor = So(1 +7)
Osszeg lesz a bankszamlan. A mésodik év végére ehhez hasonléan
So(1+ 1)+ So(1 +7)r = So(1 +7)?
Osszeg lesz a szamlan. Konnyen lathaté tehat, hogy t év elteltével
So(1+ 1)t
lesz a szdmla értéke.

Tegyiik fel most, hogy a bank évi r % kamatot évi n alkalommal szamit kamatot. Azaz az
els6 idGszak végén, % év elteltével a bank T % kamatot szamit. Ekkor

SO+SO%:SO<1+%>

Osszeg lesz a szamlan. A 2. periédus végén, % év elteltétvel djra T % kamattal novekszik a
szamlaegyenleg, azaz
2
=S (1+5)
n

r r
So(1+ ) +50(1+ )
n n
lesz. Ellencérizhetd, hogy a k-adik periodus végén
k
So(1+2),
n
igy a t-edik év végén (tn cikus elteltével)
tn
So (1 + Z)
n

lesz az egyenleg.
Analizis tanulmanyokbdl ismert, hogy

r\tn
lim (1 + 7> — et
n—oo n
és a sorozat monoton novekvé médon konvergal minden t-re.

Ezért egy olyan bankszamlat, ahol a t idépontban a szamla egyenlegét az

S(t) = S()e”

képlettel szdmitjdk ki, r %-os folyamatos kamatozdsi bankszdmldnak hivjuk. Egy folyamatos
kamatozasu bankszamlat tgy is lehetne definidlni, hogy amelyre az

S'(t) = rS(t)

Osszefliggés teljesiil, azaz ahol a pénzmennyiség novekedésének a sebessége aranyos az aktudlis
pénzosszeggel. Lathatd, hogy ez az egyenlet a radioaktiv bomlas egyenletével azonos, csak itt
az aranyossagi tényezd, r > 0.

Tegytik fel, hogy egy 5 %-os (r = 0.05) folyamatos kamatozdst bankszamldra Sy = 200000
Ft-ot fizetlink be, és konstans sebességgel évi k = 50000 Ft-ot vesziink fel (példdul naponta
50000/365 Ft-ot vesziink fel). Szamitsuk ki az egyenleg értékét ¢ = 3 év mulval
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A kamatozads miatt novekszik, a konstans sebességli pénzfelvétel miatt pedig csokken a
pénzosszeg. A két hatds 0sszeadddik, igy S-et a kovetkezd egyenlet hatarozza meg:

S'(t) =rS(t) —k (1.18)

Ez egy els6rendii linedris inhomogén differencidlegyenlet, amelyet az integraldtényezé modszeré-
vel kénnyen megoldhatunk:

S'(t) — rS(t) = —k,

" szorzétényezével beszorozva,

ezért a u(t) =e
(S (W) = ke,

azaz L
e "S(t) = —e "+ c.
T

Az altaldnos megoldas tehat

S(t) = ce™ + k

, .

Az S(0) = Sy kezdeti feltételt hasznélva c = Sy — £, azaz

S(t) = (SO — k) et + %

r

Ezért S(3) = —800000e%15 4 1000000 = 70532.6.
Mivel ¢ < 0, ezért véges id6 alatt lenulldzédik a pénzosszeg a bankszamlan. O

1.19. Példa. Tegyiik fel, hogy egy tank kezdetben (t = 0 idépontban) @y kg sét tartalmaz 100
liter séoldatban. Tegyiik fel, hogy 0.2 kg/1 séoldat folyik be a tartdlyba 3 1/perc sebességgel,
és a jol elkevert séoldat ugyanilyen sebességgel tavozik a tartalybol. Adjuk meg a sémennyiség
tomegét az id6 fiiggvényeként! Adjuk meg, hogy mennyi sé lesz a tartalyban hosszu id6 elteltével!

Jelolje Q(t) a t id6pontban a tartdlyban levé s6 tomegét. A sémennyiség valtozasinak a
sebessége a tartalyba bekeriild 1j sémennyiség novekedési sebességének (0.2 kg/1 - 3 1/perc=0.6
kg/perc) és a tavozd sémennyiség sebességének (Q(t)/100 kg/1 - 3 1/perc) kiilonbsége:

, 3
Q (t) =0.6 - m@(t)

Ha a linedris egyenletet megoldjuk, a
Q(t) =20+ (Qo — 20)e >

képletet kapjuk. Ennek hatarértéke t — oo-re 20, azaz hosszabb ido elteltével kozel 20 kg sé
lesz a tartalyban. O

1.20. Példa. Tegyiik fel, hogy egy viszkézus folyadékban elejtiink egy m tomegi testet, és a
testre a sebességével aranyos kozegellenallasi eré hat mozgas kdzben. Adjuk meg a test sebességét
és elmozduldsat az id6 fiiggvényeként!

Newton II. torvénye szerint az F' = ma Osszefliggés teljesiil, ahol F' a testre haté erok
ereddje, a = v' a test gyorsuldsa, és v = v(t) a test sebessége. Tegyiik fel, hogy olyan koor-
dindtarendszerben vizsgaljuk a test mozgasat, ahol az origd az a pozicid, ahonnan a mozgds indul,
és a fiigglleges koordinatarendszer pozitiv irdanya lefele mutat. Ekkor a stlyeré mindig pozitiv
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irdnyba mutat. A mozgds soran a test lefele, azaz pozitiv irdnyba mozog, igy a kozegellenalldsi
eré a mozgas iranyaval ellentétes irdnyba, negativ irdnyba mutat. Ezért a mozgasegyenlet

mv’ = mg — kv.

Ez egy elsorendii linearis differencidlegyenlet v-re. Altaldnos megoldasa

mg

t — 7kt/m .
v(t) = ce + A

A feltétel szerint nyugalombdl indul a mozgés, azaz a v(0) = 0 kezdeti feltétel hatdrozza meg

c-t, amibdl
v(t) = g (1 — efkt/m>
k
adddik. Integralva v-t megkaphatjuk a test z(¢) elmozduldsat:
_ _ [ Mg —kt _myg okt

C értékét az x(0) = 0 kezdeti értéket felhasznalva kapjuk, azaz C' = —mk—ig, és gy

x(t) = %t%— 2 (eikt/m—1>

a test elmozduléasa az id6 fliggvényeként. O

1.21. Példa. Egy m tomegii rakétat fliggélegesen felloviink vg kezdeti kezdGsebességgel a Fold
felszinérél. Tegyik fel, hogy a kozegellenallastdl eltekintiink, de figyelembe vessziik, hogy a
Fold gravitaciés vonzdereje a Foldtdl tavolodva valtozik. Hatarozzuk meg a rakéra sebességét
a mozgds kozben! Hatarozzuk meg, milyen magasra repiil a rakéta, és mi az a kezddsebesség,
amelynél nem esik vissza a rakéta a Foldre!

A Foldet modellezziik gy, hogy a teljes témege a kézéppontban helyezkedik el. Legyen R a
Fold sugara. A koordindtarendszert fliggélegesnek valasztjuk, az origd legyen a Fold felszinén,
és a pozitiv irdny mutasson felfele. Jeldlje x a test elmozduldsat.

Ismert, hogy a két test kozott hatd vonzderd a tdvolsag négyzetével forditott aranyban
csOkken. Azaz x magassdgban a testre haté silyer6 (azaz a test és a Fold tomegkozéppontja
kozotti vonzerd)

K
o) =TT RR

alakl, ahol K egy ardnyossigi tényezo. Tudjuk, hogy a Fold felszinén az m tomegl test stlya
myg, azaz w(0) = mg, amibdl K = mgR?. Ezért az

mgR?

) = G Ry

Osszefiiggést hasznalhatjuk.
Newton II. torvénye szerint a test mozgasegyenlete

dv mgR?

mo = Gt R v(0) = vp. (1.19)

Az (1.19) egyenlettel az a probléma, hogy hdrom ismeretlent is tartalmaz: v és  mindketten a ¢
id6 fiiggvényei. Temészetesen helyettesithetjiik v-t 2’-vel, de ekkor egy masodrendii nemlinedris
egyenletet kapnank, amit nem tudunk megoldani.
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A kovetkez6 Otlettel tudjuk a problémat megoldani: Tegyiik fel, hogy a sebességet tekint-
hetjik a magassag fiiggvényeként. Ekkor a lancszabdly szerint

dv dv dj dv

dt  dzdt  da

Igy az (1.19) egyenlet atalakithaté az

dv mgR?
myo—=—————

dx (x 4+ R)?

alakba, ahol v = v(x) alaki megoldédst keresiink most. Ez igy egy szepardlhaté differenciél-

egyenlet, ezért
gR?
dv=—- [ ——=d
/ v dv / @+ B2 T

v2 gR2 n
— = c.
2 z+ R

Mivel t = 0-ra z = 0, ezért a v(0) = vg feltételt felhasznalva kapjuk

teljesiil, amibdl

v gR? v
= — —gR
> z+R 2 IV

azaz

29 R?

Pozitiv el6jelet a felfele torténoé mozgas kozben, a negativ eléjelet pedig a visszatérés kozben
hasznélhatunk v képletében. Meg tudtuk tehét adni a rakéta sebességét a magassiag (de nem az
idé) fliggvényeként.

A legmagasabb tavolsagban a kozvetlen visszaesés el6tt, azaz akkor van a rakéta, amikor a
sebessége 0. Ebbdl kifejezhetjiik az xmax maximadlis magassagot:

. - v%R
Ha vy < v/2¢R, akkor ilyen maximalis magassdg mindig létezik, azaz a test sebessége bizonyos
magassdgban 0 lesz. A

vo = v/2¢gR ~ 11.1 km/sec

lesz az a kritikus kezdosebesség, az U.n. székési sebesség, amikor v sosem lesz 0, azaz a rakéta
nem esik vissza a Foldre. O

1.22. Példa. Jelolje P(t) egy biolégiai populacié egyedszamét a t idépontban. Ez a populacié
lehet egy pédaul egy orszag lakossaga, egy baktériumtenyészetben a baktériumok szama, egy
téban bizonyos halfajta darabszama, stb. Megszokott a biolégiai modelleknél, hogy az egyed-
szamot valos fiiggvénynek tekintjiik.

Egy gyakran elfogadott feltételezés, hogy a populaciéban az egységnyi id6 alatt sziiletett és
meghalt egyedek szama ardnyos a populécié egyedszamaval: jelolje rg; és 1}, ezeket az ardnyossagi
tényezdket, az U.n. sziletési illetve haldlozdsi rdtdt, és legyen r = rg; — r,. Ekkor a

P'=rP,  P(0)=P (1.20)

egyenlet irja le a populdcié egyedszdmanak megvéltozdsat. Ennek megolddsa P(t) = Pye™,
amely exponencidlisan novekszik a +oo-be, ha t — oo, ha a sziiletési rata nagyobb, mint a
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haldlozasi rata, azaz r > 0; illetve exponencialisan tart a 0-hoz t — oo esetében, ha r < 0.
Az (1.20) differencidlegyenletet Malthus alkalmazta elészor populdciés modellekben 1798-ban.

Tegyiik fel most, hogy folyamatos emigracié van a populdciobdl, és az emigracié sebessége
konstans e. Ekkor a modelliink a

P =rP—e, P0) =P

inhomogén linedris egyenlettel irhat6 le. Megjegyezziik, hogy ez az egyenlet azonos az (1.18)
egyenlettel, azaz a megoldasa

P(t)= (P =) e+ 5.
T T

Itt kihalhat a populacié r > 0 esetében is, ha az emigracié kelléen nagy: e > Pyr. Ha e = Fyr,
akkor pedig a populacié egyedszdma konstans marad.

A gyakorlatban exponencialis novekedést hosszabb idéintervallumon nem figyelhetiink meg,
hiszen példéul a kornyezetben rendelkezésre all6 taplalékmennyiség nem alkalmas akarmekkora
populéci6 eltartdsara. Az (1.20) egyenletnél realisztikusabb modellt kapunk, ha azt tessziik fel,
hogy az egyedek sziiletésének sebessége ardnyos a populdcié szdmaval (mindig a populédcié adott
szazaléka szaporodik), de a haldlozas sebessége a populaci6 egyedszamanak négyzetével ardnyos.
Ez utobbi feltevést azzal lehet indokolni, hogy minden egyed , harcban all” a tulélésért a tobbi
egyeddel, és a harcok szdma P(P — 1) ~ P?. Ekkor a Mathus modell helyett a

P' =rP —sP? (1.21)

u.n. logisztikus differencidlegyenlet irja le a populacié megvaltozasat. FEzt a modellt Verhulst
vezette be 1838-ban. Vezessiik be a K = r/s konstanst. Ekkor az egyenletet a

P
P=rP(1-—
#(1-%)

alakban is felirhatjuk. Ez egy szeparalhaté differencidlegyenlet, atrendezve kapjuk

| smm = [

A bal oldali integralt parcidlis tortekre bontédssal szamithatjuk ki:

dpP 1 1 1 P P
—_— = —+—=——=]|dP=h|P|l-In|l—-—=|=1 .
/PO—R%) /<P+K1—§) n|Pf-In K} b
Ezért
In | =rt+C,

l-%

amibdl P
= = Cert’

l-%

ahol ¢ = +e. Ebbél a P(0) = Py kezdeti feltételt hasznélva
€= )

kovetkezik. Ezt visszahelyettesitve az el6z6 képletbe rovid szamolassal ellendrizhetd, hogy
B PK
Pyt (K — Pyet’

P(t)

Errél 1athatd, hogy P(t) — K, hat — oco. A K konstanst a kdrnyezet eltartéképességének
szokés hivni, hiszen ha 0 < Py < K, akkor 0 < P(t) < K teljesiil minden ¢ > O-ra. O
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1.5. Elsorendii nemlinearis differencialegyenletek altalanos elmélete

Egy nemlinedris altalanos elsérendi explicit differencidlegyenlet dltalanos alakja

y = flz,y). (1.22)

Az egyenlet jobb oldalat adott z és y-ra nyilvan ki tudjuk szamitani. Ez megadja az adott
(z,y) ponton dtmend megoldas érintéjének irdnytangensét. Adott f esetén ezeket az érintéket
szemléltehetjiik dgy, hogy felvesziink egy racsot a sikon, és az adott racspontokban kirajzolunk
adott irdnytangensi egyenes szakaszokat. Egy ilyen dbrat a differencidlegyenlet irdnymezdjének
hivunk. A differencidlegyenlet megoldésai olyan gorbék, amelyek ,,simulnak” a differencidlegyen-
let irdnymez6jéhez, azaz a gorbe érintéje egy adott pontban megegyezik a vektormezd adott
ponthoz tartozé irdnyaval. Az 1.1. Abrdn az (1.21) r = 1, K = 1 paraméterekhez tartozo logisz-
tikus differencidlegyenlet, az 1.2. Abran pedig az v/ = —y + 2? differencidlegyenlet irdnymezdje
és néhany megoldasgorbéje lathaté. Az iranymezd ismeretében sokszor lathatd, hogy milyen
alakiak az egyenlet megoldasgorbéi. Példaul az i = y — y? logisztikus egyenlet 0 és 1 kozotti
kezdeti értékekbdl inditott megolddsai monoton novekedve tartanak 1-hez, ha pedig a kezdeti
érték 1-nél nagyobb, akkor a hozza tartozé megolddsok monoton csokkenve tartanak 1-hez.

1.1. Abra. y/ = y — ¢? irdnymezdje 1.2. Abra. y' = —y + 2?2 irdnymez&je

Rendeljiik hozza az
y(z0) = Yo (1.23)

kezdeti feltételt az (1.22) egyenlethez. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény értelmezve van egy
[0 — a, 20 + a] X [yo — b, yo + b] téglalapon.

Megmutathaté a differencidlegyenletek megoldasai 1étezését garantdld aldbbi egzisztencia
tétel.

1.23. Tétel (Peano). Legyen f: [xg — a,x0 + a] X [yo — b,yo + b] — R folytonos figgvény
amely mazimumat M jeloli, azaz M = max{|f(z,y)|: |z — x| < a, |y — yo| < b}. Legyen
h = min {a, %} Ekkor az (1.22)-(1.23) kezdeti érték feladatnak létezik legalabb egy megolddsa
az I = [xg — h,x0 + h] intervallumon.

1.24. Példa. Tekintsiik az

y=vy,  y(0)=0
kezdeti érték feladatot! Ez egy szepardlhaté egyenlet:
d

VY



1. Elsérendii differencialegyenletek 17

igy integralva
2y =x+c.
Az egyenlet dltalanos megoldasa tehat

1
y= Z(fﬁ +e)?.

A kezdeti feltételt hasznalva kapjuk, hogy ¢ = 0, azaz

L o

Zﬂf

megoldésa a kezdeti érték feladatnak. Masrészt lathatd, hogy az y = 0 konstans fiiggvény szintén
megoldésa a kezdeti érték feladatnak. Tovabba kénnyen lathatd, hogy barmely C > 0-ra az

’y:

|0, x < C,
y(a) = %(ZL'—C)Q, z>C

fliggvény is megoldédsa a kezdeti érték feladatnak. O

Azt mondjuk, hogy az f: [zg—a,xo+a] X [yo—b, yo+b] — R fiiggvény Lipschitz-tulajdonsdgi
vagy Lipschitz-folytonos, ha 1étezik olyan L > 0 konstans, hogy
|f(xay)_f(x)g)‘§-[/’y_g’7 .TE[.I()—(Z,I‘O-FCL], yage[yo_b7y0+b]‘
1.25. Tétel. Legyen az f: [xo—a,zo+al X [yo — b, yo +b] — R fliggvény folytonos és Lipschitz-
tulajdonsdgi. Legyen h = min {a, %}, ahol M = max{|f(z,y)|: |z — zo| < a, |y —yo| < b}.
Ekkor az (1.22)-(1.23) kezdeti érték feladatnak pontosan egy megolddsa létezik az I = [zo —
h, o + h] intervallumon.

1.6. ElsOrendii nemlinearis differencialegyenlet-rendszerek

Ebben a szakaszban els6rendii explicit differencidlegyenlet-rendszerekkel, azaz

yi1 = fil@,y,-..,yn)

Yn = fn($7y17 o 7yn)

alaku rendszerekkel foglalkozunk, ahol y; = y;(z) keresett fiiggvények. Az egyenletrendszerhez
az
yi(zo) =21, .., Yn(T0) = 2

kezdeti feltételeket rendeljiik hozza. Hasznalva az

yl(x) fl(xaylw"ayn)
y=y(z)= : és f(z,y) = :
yn(x) fn(ll’ yl?""yn)
vektoridlis jeloléseket, a differencidlegyenlet-rendszertinket az
y =f(z,y) (1.24)
alakban irhatjuk fel réviden. Az egyenlethez tartozé kezdeti feltétel
y(zo) = 2, (1.25)

ahol z = (21,...,2,)7. Tegyiik fel, hogy f: U — R", U C R x R" nyilt részhalmaz, és
(xo,2) € U.
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1.26. Tétel. Legyen U C R x R™ nyilt részhalmaz, £: U — R™ folytonos figguény, amely
minden komponense folytonosan parcidlisan differencidlhato az elsd vdltozo kivételével minden
vdltozéjara vonatkozdan. Ekkor minden (xo,z) € U esetén létezik olyan h > 0, hogy az (1.24)-
(1.25) kezdeti érték feladatnak létezik egyértelmii megolddsa az [xg — h,xzo + h] intervallumon.

Most megmutatjuk, hogy az (1.2) alakd m-edrendii skaldris differencidlegyenletek, illetve
a hozzd tartozé (1.2)-(1.3) kezdeti érték feladat ekvivalens egy (1.24)-(1.25) alaku elsérendil
differencidlegyenlet-rendszerrel. Vezessiik be az

yi(z) =y(@), w@)=y@), ywE)=y"@), ... y@) =y"V@)

valtozdkat. Lathato, hogy teljesiilnek az

y1(2) y2()
Yo () y3(x)
Yn—1(x) Yn(z)
Yn() = flz,u1(x),y2(2), ., yn(2))
egyenletek. Definidljuk az
y1(z) z1 Y2
Yya(z) Z2 Y3
y=y(r)= : , 7= : 6 f(x,y)= :
n— “n— Yn
yyn%é:f) an f(x7y17"')yn)

vektorokat. Ekkor y megoldasa az (1.24)-(1.25) kezdeti érték feladatnak.
Legyen I C R egy nyilt intervallum, és legyenek p,_1,...,po: I — R folytonos fiiggvények.
Tekintsiik az

v 4 paa @)y 4 @)y +po(@)y = f(x),  zel (1.26)
n-edrendd inhomogén linedris skaldris differencidlegyenletet és a hozza tartozo

y(ro) = 21, (x0) =22, ... Yy V(x) =z, (1.27)

kezdeti feltételt, ahol z1,z22,...,2, € R. Az el6bbiek szerint a skaldris egyenletet atirhatjuk
rendszer alakba, ahol most

Y2
Y3
f(yj, Y) =

s (@) — - — pr(2)y2 — oy + F(2)

Az 1.26. Tételt alkalmazva a kapott (1.24)-(1.25) kezdeti érték feladatra rogton kovetkezik az
alabbi eredmény.

1.27. Tétel. Legyenek pp—1,...,p0, f: I — R folytonos figgvények, xo € I. Ekkor az (1.26)
egyenletnek barmely (1.27) kezdeti feltételhez létezik pontosan egy megolddsa az I intervallumon.



