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2. Masodrendi skalaris differencialegyenletek

Legyen I C R egy nyilt intervallum, p,q, f: I — R. Az explicit mdsodrendd inhomogén linedris
skaldris differencidlegyenlet altalanos alakja:

y' +p@)y +a@)y=f(x), =€l (2.1)
A megfelel6 mdsodrendd homogén linedris differencidlegyenlet altalanos alakja
v+ p(x)y +q(x)y =0, x €l (2.2)
Legyen x¢ € I egy kezdeti idopont, és tekintsiik az
y(zo) =yo, ¥ (w0) =yp (2.3)
kezdeti feltételeket.

Az 1.37. Tételbdl rogton kovetkezik az aldbbi egzisztencia és unicitds tétel.

2.1. Tétel. Legyenck p,q, f: I — R folytonos figguények, xo € I. Ekkor a (2.1) egyenletnek
barmely (2.3) kezdeti feltételhez létezik pontosan egy megolddsa az I intervallumon.

2.1. Masodrendii homogén linearis differencialegyenletek

Az elsérendii homogén linedris egyenleteknél mar latott bizonyitdst alkalmazva a méasodrendii
esetre kapjuk rogton az alabbi eredményt.

2.2. Tétel. Legyen y; ésys megolddsa a (2.2) egyenletnek az I intervallumon. Ekkor ciyy+cays
is megolddsa a (2.2) egyenletnek az I intervallumon minden ci,co € R-re (vagy c1,co € C-re),
azaz a (2.2) egyenlet megolddsainak halmaza linedris tér.

2.3. Definicié. Legyen y1,y2: I — R tetszbleges fiiggvények. A

yilr) y20T
W) =| 40 20— u@ho) - ot @)
1
determinanst az y; és yo fliggvények Wronski-determindnsdnak hivjuk.

2.4. Definicié. Legyen yq,y2: I — R tetszéleges fliggvények. Azt mondjuk, hogy y; és ys
linedrisan fiiggetlen, ha

ay1(z) + caya(x) =0, zel, (2.4)

akkor és csak akkor, ha c; = co = 0. Az y; és ys fliggvényeket linedrisan dsszefiiggének nevezzik,
ha nem linearisan fliggetlenek.

2.5. Tétel. Az yy,y2: I — R differencidlhatd fiigguények linedrisan figgetlenek az I interval-
lumon, ha létezik olyan xo € I, hogy W (y1,y2)(x0) # 0. Ha yy és yo linedrisan dsszefiiggd az I
intervallumon, akkor W (y1,y2)(z¢) = 0 minden x € I-re.
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Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az y; és yo fliggvényekre (2.4) teljestil. Ekkor derivélva (2.4)
mindkét oldalat a

c1y)(z) + cayb(z) = 0, rel (2.5)
egyenletet kapjuk. De ekkor ez a két linedris egyenlet egy homogén linearis egyenletrendszert al-
kot az ismeretlen c; és cy konstansokra. Ha létezik olyan x € I, hogy a c; és cp egylitthatématrixa
invertdlhatd, azaz W (y1, y2)(zo) # 0, akkor csak trividlis megolddsa van az egyenletrendszernek,
azaz ¢y = co = 0 kovetkezik. Ha 1 és yo linedrisan Osszefiiggd az I intervallumon, akkor minden
x € I-re létezik nemtrividlis megolddsa a (2.4)-(2.5) linedris egyenletrendszernek ¢ és co-re, azaz
az egyltthatomatrix determindnsa 0 minden = € I-re. O

2.6. Tétel (Abel-Liouville-tétel). Legyen y1 és yo megolddsa a (2.2) egyenletnek az I inter-
vallumon. Ekkor

W (y1,y2)(z) = cexp <— /p(x) dw) , zel
valamely ¢ € R-re.

Bizonyitas: Derivaljuk a Wronski-determindnst, és hasznéljuk a (2.2) egyenletet:

W)@ = (n@he) - )

= Y@)h) + >y;f<> V(@) () — 12 (@) (2)

= yi(@)(-p)yh(@) 2(2)) = sl ( (2)9(2) — a(@)y1 (@)
)Y

= —p(@)(n(@)wh(@) — y2(w)y <x>)
= —p(x)W(y1,y2)(z).
Azaz a Wronski-determindns teljesiti az
Y = —p(x)y

elsérendii homogén linedris egyenletet. Ebbol kovetkezik a tétel allitasa. O

2.7. Kovetkezmény. Legyen y1 és ya megolddsa a (2.2) egyenletnek az I intervallumon. Ekkor
vagy W(y1,y2)(x) = 0 minden x € I-re vagy W (y1,y2)(x) # 0 minden x € I-re.

2.8. Definicié. Az y1,y2: I — R fiiggvényeket a (2.2) egyenlet fundamentdlis megolddsinak
vagy alaprendszerének hivjuk, ha y; és yo megolddsa a (2.2) egyenletnek, és y; és yo linedrisan
fiiggetlenek I-n, azaz W(y1,y2)(x) #0, ha z € I.

2.9. Tétel. Legyen y; és y2 fundamentdlis megoldasa a (2.2) egyenletnek az I intervallumon.
Ekkor bdarmely o,y kezdeti feltételhez létezik olyan c1 és ca, hogy c1y1 + caya teljesiti a (2.3)
kezdeti feltételeket.

Bizonyitas: A 2.2 tétel szerint tetszéleges ¢; és o konstanra y(x) = c1y1(x)+ca2y2(x) megoldédsa
a (2.2) egyenletnek. Elegend6 tehat c; és co-t igy megvélasztani a fenti linedris kombindciéban,
hogy a (2.3) kezdeti feltétel, azaz

ay(zo) +c2y2(z0) = o

/ / /

ay (zo) + c2yp(z0) = ¥
teljesiiljon. Mivel a feltétel szerint W (y1,y2)(zo) # 0, az egyiitthatémétrix invertalhatd, igy a
linearis egyenletrendszernek létezik megoldasa c; és co-re. O

2.10. Kovetkezmény. A (2.2) egyenlet megolddsainak halmaza kétdimenzids linedris tér.
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2.2. Konstans egyiitthatés masodrendii homogén linearis differencialegyen-
letek

Tekintsiik a (2.2) egyenlet konstans egyiitthatés megfelel6jét. Legyen a,b,c € R, a # 0.
ay” + by +cy =0, r e R. (2.6)

Keressiik a (2.6) megolddsdt az y(r) = e alakban, ahol \ valés (vagy komplex) konstans.
Ekkor az ¢/ (z) = X és 4" (x) = A2 képleteket behelyettesitve a (2.6) egyenletbe kapjuk az

ad?eN 4+ DA 4 e’ =0
egyenletet, amely pontosan akkor teljesiil, ha A megoldasa az
aX2+bA\+¢c=0 (2.7)

algebrai egyenletnek. A (2.7) egyenletet a (2.6) differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének
nevezzik.
Harom esetet kiilonboztetiink meg:

1. eset: A (2.7) karakterisztikus egyenletnek két kiilonboz6 valds gyoke van: A; és Ay, Ekkor
a (2.6) egyenlet altalanos megoldasa

y = c1eMT 4 e, zeR. (2.8)

Aox

Ehhez csak azt kell ellendrizni, hogy y; = e*? és yy = €27 linedrisan fiiggetlen megoldésok.

e)\lx e)\gx

W(yl’y2)($) = )\16)\11' AQE)\ZI = ()\2 - )\1)6()\1—1—)‘2)"5 ?é 0,

mivel A1 # Ao, igy y1 és yo valdban linearisan fliiggetlenek.

2. eset: A (2.7) karakterisztikus egyenletnek egy darab (kétszeres) valds gyoke van, A\g. Ez
akkor teljesiil, ha b? — 4ac = 0, és ekkor

b

Ao = ——.
0 2a

Aoz Aox

Megmutatjuk, hogy az y; = e megoldason kiviil az yo = xe fliggvény is megolddsa az
egyenletnek. yh = e + \gzeM0T és yl = 200’0 + A22eM07 | {gy ezeket behelyettesitve a (2.6)
egyenletbe kapjuk:

a(200€" + AJze ) + b(eX + \gwe ) + cxe” = (aX] + bAg + )z + (20X + b)e T = 0,

Maésrész 11 és yo linearisan fiiggetlen, mivel

e)\ol‘ :Ee)\ox 2Xox 2Xox
W (y1,y2)(x) = AT M0z 4 Ngzeor | (L4 Aoz — Agw)e™ 0" = 0% #£ 0.

Ezért ebben az esetben a (2.6) egyenlet dltaldnos megolddsanak képlete:

Aox

y = c1eM% + cpze”, x €R. (2.9)
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3. eset: A (2.7) karakterisztikus egyenletnek két komplex gydke van, A\; = a + i és a
konjugaltja, Ay = o — i3. Ekkor természetesen §;(x) = eMT és Ja(x) = €*2* megoldésai a (2.6)
egyenletnek, viszont ezek komplex értéki fliggvények, mivel

g1 (z) = eM® = e@TB)T — 0% (co5 Bz + isin fz),
és hasonldan,
Go(x) = 2 = @70 — 0% (cos(—fa) + isin(—fz)) = e*®(cos Bz — isin fx).

De ekkor az
y1(2) = 5 (G1(z) + G2(x)) = €™ cos Bz

és az

o) = 5-1(&) — Fala)) = e sin iz

fiiggvények is megolddsai a (2.6) egyenletnek, és ezek méar valds értékii fiiggvények. Megmutat-
juk, hogy 41 és yo linearisan fiiggetlenek:
e*® cos fBr e*® sin Bz
ae®® cos Bx — e sin Bx ae™ sin fx + Be*” cos fr
g2ar (acos fxsin Sz + 0 cos? Bz — a cos B sin Bz + [ sin? Bx)
e2axﬁ

7 0,

mivel 3 # 0. Ezért ebben az esetben a (2.6) differencidlegyenlet altalanos megoldasanak képlete:

Wy, y2)(z) =

y = c1e*” cos B + coe** sin Oz, x € R. (2.10)

2.11. Példa. Oldjuk meg az
y'+y —6y=0,  y(0)=1, y(0)=2
kezdeti érték feladatot! Az egyenlet karakterisztikus egyenlete:
NEA-—6=0,
amelynek megolddsa A\; = 3 és Ay = —2. Ezért az egyenlet altalanos megoldésa
2

y = 1% + cpe”

A kezdeti feltételek meghatarozzak a c; és cy értékét. Ehhez elGszor tekintsiik a megoldas
derivaltjat: ¢’ = 3c1e3* —2ce™2%. Behelyettesitve a megoldds ill. derivaltjanak képletébe z = 0-
t és hasznalva a megadott kezdeti feltételeket teljestil a

1
2

ca + ©
361 — 262

egyenletrendszer, amelyet megoldva kapjuk, hogy ¢; = 4/5 és co = 1/5. Ezért a kezdeti érték
feladat megoldésa

_ 4 3z 1 —2x

Y = 5e + 56 .
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2.12. Példa. Oldjuk meg a
4y" + 12y + 9y =0, y(0)=-1, ¢'(0)=0
kezdeti érték feladatot! Az egyenlet karakterisztikus egyenlete:
AN’ + 1220+ 9 =0,

amelynek megolddsa \g = —3/2 kétszeres gyok. Az egyenlet altaldnos megolddsa tehat

_3 _3
y=cre 2% + coze 2%,

A megoldds derivaltja 3/ = —%cle_%m + 626_%”0 — %@xe‘gm . A kezdeti feltételeket haszndlva
kapjuk a
C1 = -1
—%Cl + ¢ = 0
egyenletrendszert, és igy ¢ = —1 és ¢y = —%, azaz a kezdeti érték feladat megoldasa
3 3 3
= —e 2% — —ge 27,
Y 2

2.13. Példa. Oldjuk meg az
y' =2y +8y=0, y(0)=1, y'(0)=-2
kezdeti érték feladatot! Az egyenlet karakterisztikus egyenlete:
A2 —2X4+8=0,
amelynek megolddsa A = 1 +4+/7, tehét az egyenlet altaldnos megolddsa
y = c1€” cos VT + coe” sin V7z.
Szamitsuk ki el6szor y-t:
Y = cre® cos VTz — VTere® sin VTx + coe® sin V7z + V7eae® cos V7.

A kezdeti feltételeket hasznélva kapjuk a

C1 = 1
1 + \/? Cy = —2
egyenletrendszert, és igy ¢c1 =1 és co = —%, azaz a kezdeti érték feladat megolddsa

3
= % cos Vo — ——e® sin V7z.
Y NG
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2.3. Masodrendii inhomogén linearis differencialegyenletek

Tekintstik djra az
y' o)y +q@)y = f(z), =xzel (2.11)

masodrendi inhomogén linearis differencialegyenletet és a hozza tartozé
y'+p@)y +al@)y=0, =zl (2.12)

homogén linedris differencidlegyenletet.
Ahogy elsérendii linearis differencidlegyenleteknél lattuk, most is konnyen igazolhatdk az
aldbbi allitdsok:

2.14. Tétel. Legyen y1 és yo2 a (2.11) inhomogén egyenlet két tetszdleges megolddsa. Ekkor az
y = 1y1 — Y2 fligguény megolddsa a (2.12) homogén egyenletnek.

2.15. Tétel. Legyen yg a (2.12) homogén egyenlet dltaldnos megolddsa, és yrp a (2.12) in-
homogén egyenlet egy partikuldris (régzitett) megolddsa. Ekkor a (2.12) inhomogén egyenlet
dltaldnos megolddsdanak képlete

Yruw = Yu T Yrp-

Inhomogén differencidlegyenletek megoldasat két 1épésben kaphatjuk meg: kiszamitjuk a
megfelel6 homogén egyenlet altalanos megoldasat, és az inhomogén egyenlet egy megolddsat
elegend6 megtaldlnunk. Partikuldris megoldds meghatarozdsaval a kovetkezd két szakaszban
foglalkozunk.

2.4. Konstans egyiitthatés masodrendii inhomogén linearis differencialegyen-
letek megoldasa prébafiiggvény moddszerével

2.16. Példa. Oldjuk meg az
Y’ + 3y — 10y = 4¢€** (2.13)

inhomogén egyenletet! A 2.15. Tétel értelmében elegendd a megfelelé homogén egyenlet dltaldnos
megoldasat és az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat megkeresni.
Oldjuk meg elészor az y” + 3y’ — 10y = 0 homogén egyenletet! A karakterisztikus egyenlete
A2 + 3\ — 10 = 0, amelynek gyokei \; = —5 és Ay = 2. Ezért a homogén egyenlet &ltalanos
megoldasa
Yy = c1e77% 4 cpe?”.

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat olyan alakban keressiik, amelyet a (2.13)
egyenlet bal oldaldba behelyettesitve 4e3%-et kapunk. Erre természetes otlet az

Yrp = Ae™”

alak. Szdmitsuk ki ennck derivaltjait: 3!, = 3A4e3* és y”, = 9Ae3*. Ezeket behelyettesitve
a (2.13) egyenletbe
9Ae3® + 9463 — 10463 = 446%".

Akkor kapunk azonossagot, ha a két oldalon az exponencialis fiiggvény egytlitthatéi megegyeznek,
azaz 8A = 4, tehat A = 1/2. A (2.13) egyenlet egy lehetséges partikuldris megolddsa tehat
Yip = %e?’x. Az egyenlet altaldnos megoldésa ezért

1
y = Cle—5m +C2e2x + 56332‘
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2.17. Példa. Oldjuk meg az
y" 43y — 10y = —2cos 2z (2.14)

inhomogén egyenletet!
Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat keressiik most az

Y, p = Acos2z + Bsin2z

alakban. Ekkor ¢/, = —2Asin 2z +2B cos2x és y!, = —4A cos 2z — 4B sin 2z. Ezeket behelyet-
tesitve a (2.14) egyenletbe kapjuk

—4Acos2x — 4B sin2x — 6Asin 2z + 6B cos 22 — 10A cos 2z — 108 sin 2o = —2 cos 2z,
amit egyszerisitve
(—6A — 14B)sin 2z + (6B — 14A) cos 2z = —2cos 2.

Ez pontosan akkor lesz azonossag, ha az azonos fliggvények egytitthatoi az egyenlet két oldaldn
megegyeznek, azaz

—6A — 14B

—14A + 6B

0
-2

Ezt megoldva A = 7/58 és B = —3/58, azaz az egyenlet dltaldnos megoldasa

7 3
y=cre "% + cpe® + w5 05 2r — =3 sin 2.

2.18. Példa. Oldjuk meg az
Y+ 3y — 10y = 42? — x

inhomogén egyenletet!
Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat keressiik most az

y,p = Az> + Bz + C
alakban. Ekkor ¢/, = 2Ax + B és y/, = 2A. Ezeket behelyettesitve az egyenletbe kapjuk
24 + 6Ax + 3B — 10A2? — 10Bx — 10C = 42? — z,

amit atrendezve
~10A2% + (6A — 10B)x + 2A + 3B — 10C = 42° — .

Az egylitthatokat a két oldalon egyenlévé téve adédik a

—10A = 4
6A — 10B = -1
24 + 3B - 10C = 0

egyenletrendszer, amelyet megoldva A = —2/5, B = —7/50 és C = —61/500. Ezért az egyenlet

altalanos megoldédsa
_Ce—5x+ce2x_gx2_l$_ 61
v=a 75" TR07 5000
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2.19. Példa. Oldjuk meg az
y" + 3y — 10y = 5e3% sin 2z

inhomogén egyenletet!
Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat keressiik most az

y,p = €3%(Acos 2z + Bsin 2z)
alakban. Ekkor
y;P = 34> cos 20 — 24e37 sin 2z + 3Be>” sin 2z + 2Be>® cos 2

és
y;'P = 5Ae3® cos 2z — 12A4e3 sin 22 + 5Be3® sin 2 + 12Be3” cos 2.

Ezeket behelyettesitve az egyenletbe és a kapott egyenlet két oldalan az azonos fiiggvények
egylitthatéit osszahasonlitva kis szamolas utdn kapjuk

4A + 18B
—-184 + 4B

0
5

Ezt megoldva A = —9/34 és B = 1/17. Az egyenlet altaldnos megoldésa tehét

9 1

2x 3x

- = 2) il
3 e COS &z 17 e

3

y=cie % + coe T sin 2.

2.20. Példa. Oldjuk meg az
y" 43y — 10y = —4e** (2.15)

inhomogén egyenletet!

Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat keressiik most is az y,, = Ae*® alakban,
mint a 2.16. Példaban. Ekkor az y/, = 24e* és ¢/, = 4Ae*” derivaltakat visszahelyettesitve
a (2.15) egyenletbe

4A€% + 6Ae* — 10Ae*® = —4e*®,

kovetkezik, ami ellentmondés, azaz nincs ilyen alakd partikularis megoldasa az egyenletnek. Ezt
elére lehetett volna latni, mivel e?* megolddsa a homogén egyenletnek. Mdédositani kell tehét
a probafiiggvény alakjat. A kovetkezd probalkozés legyen az y,, = Aze?®® fliggvény, mivel ez
hasonlit a legjobban az egyenlet jobb oldalara. Ekkor y;P = Ae®® 4+ 2Axe® és y;’P = 4Ae** +
4Azxe®®  és ezért visszahelyettesitéskor megjelenik az egyenlet bal oldaldn az e** fiiggvény:

4Ae* + 4Aze®™ + 3Ae*® + 6Axe® — 10Axe® = —4¢*,

azaz egyszerusitve,
TAe®® = —4¢%,

és igy A = —4/7. Az egyenlet altaldnos megolddsa tehat

_ 4
y = cre % + e — ?aze%.
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f(z) Yip
ae™” Ae®x® (s =0,1,2)
a cos Bz + bsin fx (Acos fx + Bsin fz)x® (s =0,1,2)

anx™ + -+ a1z + ap (Apz"™ 4+ -+ A1z + Ag)z® (s =0,1,2)

2.1. Tablazat. Probafiiggvények

Az eddigi példak alapjan lathatd, hogy ha az
ay’ + by +cy = f(x), reR

egyenlet jobb oldalan szerepld fliggvény specidlis alaki: exponencidlis, polinom vagy trigono-
metrikus fliggvény, akkor a probafiiggvényt a 2.1. Téablazat szerint valaszthatjuk.

Itt az A, B, A,, ..., Ag konstansok a jobb oldali oszlopban szereplé képletekben ismeretlen
egylitthatdk, és elészor a képletet az s = 0 kitev&vel prébaljuk. (A mdédszert a hatdrozatlan
egyltthatok mddszerének is nevezik.) A 2.20. Példdban latott eset altaldanositdsaként azt kapjuk,
hogy ha a prébafiiggvényben szerepld fliggvény (vagy annak bizonyos paraméter valasztdssal
kaphaté része) megoldasa a homogén egyenletnek, akkor a prébafliggvény képletét z-szel beszo-
rozva prébaljuk ki, azaz a tdblazatban az s = 1 valasztassal hasznaljuk a jobb oldali képletet.
Ha még ekkor sem kapunk megoldast, azaz az igy felirt képlet is még megoldasa a homogén
egyenletnek, akkor z helyett z2-tel szorozzuk a képletet, azaz az s = 2 kitevSt vélasztjuk a fenti
tablazatban. Belathatd, hogy a tablazatban szerepl6 esetekben a kapott probafliggvény mindig
mikodik, azaz egyértelmiien meghatarozhatok az egyiitthatok.

A 2.19. Példa esetét dltaldnositva belathatd, hogy a prébafiiggvény mddszere akkor is mii-
kodik, ha f(x) nem a fenti tabldzatban szerepld exponencidlis, trigonometrikus vagy polinom
fliggvény, hanem barmely két ilyen alaku fiiggvény, vagy akar harom ilyen alaku fiiggvény szor-
zata. Ekkor a prébafiiggvényt valaszthatjuk a jobb oldali oszlopban levé megfelelé képletek
szorzataként (vigydzva arra, hogy felesleges konstansokat ne vezessiink be a képletbe).

2.21. Tétel (szuperpozicié elve). Legyen y; és yo megolddsa az

v +px)yl + q(@)y = fi(z),  z €l

illetve az
ys +p(@)ys +a(2)y2 = fo(z), wel
egyenleteknek, akkor y(x) = y1(z) + y2(x) megolddsa az

v+ p(@)y + q(2)y = fi(z) + fo(z), xel
egyenletnek.
Bizonyitas: Az y = y; + y2 behelyettesitéssel kapjuk:

Y' o)y +aq@)y = (y4y2)" 4+ p@) (v + y2) + (@) (y1 + yo)
v+ p(x)yh + a(@)yr + vh + p(@)yh + q(2)ys
fi(z) + fa(x).

2.22. Példa. Oldjuk meg az

Y + 3y — 10y = 4e3* — 2cos 2z + 42® — z — 4e*®
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inhomogén egyenletet! Mivel korabbi példakban megoldottuk azokat az inhomogén egyenleteket,
ahol a jobb oldalon kiilon-kiilon allnak a fenti fiiggvények, igy rogton kapjuk a 2.21. Tételt
alkalmazva, hogy az egyenlet altaldnos megoldasa:

1 7 3 2 7 61 4
24 e 0820 — — sin2s — —a° — —1 — — — —xe?”.

_ —5x
y=ae T A ae et g 58 5 50° 7 500 7

2.5. Masodrendii inhomogén linearis differencialegyenletek megoldasa kons-
tansok varidlasanak maddszerével

Tekintsiik az
y' +p@)y +qx)y=f(z), =zl (2.16)

inhomogén egyenletet. Tegyiik fel, hogy az
y'+p@)y +aelx)y=0, wel (2.17)

homogén egyenletnek ismert az y1, yo fundamentalis megoldasa, azaz a homogén egyenlet alta-
lanos megoldésa

Yu = cy1(z) + coya(z).
Prébaljuk meg a konstansok helyett

Yrp = ur(2)y1(z) + uz(z)y2(z)

alakban keresni az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat. Ez a konstansok varidldsdnak
a modszere. Ekkor

Yyp = w1 (@)1 (z) + wa ()1 () + uh(2)ya(x) + ua(z)ys ().

Ha ezt még egyszer derivaljuk és behelyettesitjiik a (2.16) egyenletbe, akkor a két ismeretlen uq és
uo fliggvényre csak egy egyenletiink van, ami nem hatarozza meg egyértelmiien a fiiggvényeket.
Koveteljiik meg azt is, hogy

i (2)y1(z) + uh(x)ye(z) = 0, rxel (2.18)

is teljesiiljon, ez egyszerisiti a tovabbi szamolast. Ugyanis ekkor

Yy = w1 (@)Y (2) + ua(z)ys(2),
és ezért
Yyp = i (@)Y (2) + ur(2)y) (2) + us(@)yh(x) + uz(2)ys ().
Ezért, behelyettesitve a (2.16) egyenlet bal oldalaba kapjuk, hogy

uﬁ(ﬂ?)yi(fﬂ)Jrul( )i () + up(@)ys(a )+U2( )ys ()
+ pla)(ui(2)y; () + uz(2)ys(x)) + q(z) (ur (2)y1 (x) + ua(x)y2(z))
= w1 (2)(y{ (z) + p(2)y) (x) + q(@)y1(x)) + u2(2) (Y3 (x) + p(x)ya(z) + q(x)y2(2))
+ Uy @)y (2 )+U2( )y ()
= uy (2)y) (z) + uz(x)ys ().
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Ezért a (2.18) egyenlettel egyiitt u; és ugy teljesiti az

8
~—
<

(@)1 () + us(

/

(@) () + us(

u () = 0 (2.19)

f(z) (2.20)

=~ =~
8

~—

<

—~

8

~—

|

u

egyenletrendszert. Ez u) és u)-re nézve linedris egyenlterendszer, amely mindig megoldhaté I-n,
mivel az egylitthatémétrix determindnsa W (y1,y2)(z) # 0. Ezutdn integraldssal megkapjuk uq
és ug képletét.

2.23. Példa. Konnyen ellenérizhetd, hogy az
22y + 6y’ + 6y = 0, (x > 0)

egyenlet altaldnos megoldésa
- C1 (6]
Un =2 T

Ezt felhasznalva oldjuk meg az
22y + 6xy’ + 6y =z, (x > 0)

egyenletet! A konstansok varidldsanak mddszerét hasznélva keressiik az egyenlet partikuldris
megoldasat az
gat Uz
Yrp = 22 T3
alakban, ahol u; és uy ismeretlen fiiggvények. Elészor osszuk el az egyenletet z2-tel, hogy
a (2.16) alakra hozzuk:

. 6, 6 1
vty Sy =—.
T T T

Ekkor a (2.19)-(2.20) egyenletrendszert erre a feladatra felirva kapjuk:

up  w
ERE
2
/ /
oM _gu _ 1
a3 x4 x
Ezt végigszdmolva kapjuk, hogy u) = 2% és vy = —23, fgy w1 = [2%dz = 23/3 és uy =

— [ 23 dr = —x*/4. Megjegyezziik, hogy itt elhagytuk az integréldsi konstansokat, hiszen egy-
egy konkrét uq és uo-re van csak sziikségiink. Ezért
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2.6. Rendcsokkentés mdédszere masodrendii homogén linearis egyenlet maso-
dik megoldasanak keresésére

Tekintsik az
y" +p(x)y + q(z)y =0, z el (2.21)

homogén linearis egyenletet. Tegyiik fel, hogy az egyenlet egy y; megoldasa ismert. Ekkor
természetesen cy; is megoldasa az egyenletnek minden ¢ € R-re, de ez nem lesz linedrisan
fuggetlen y1-t0l. Keressiink egy masik megoldast az

ya(x) = u(z)y (x)

alakban. Ha u nem konstans, akkor ys és y; linedrisan fiiggetlen lesz. Ekkor y(z) = u/(x)y1(x)+
u(@)y(z) és yh(z) = u'(x)yr(x) + 2/ (2)y)(z) + u(x)y](x), ezt visszahelyettesitve a (2.21)
egyenletbe

u’(@)y1(z) + 2u/(2)y) (=) + u(@)yi (@) + p(2) (W' (2)y1(2) + u(@)y1(2)) + a(@)u(z)y1(z) = 0.

Rendezziik at az egyenletet:
(@) (@) + ' (@) (26 (@) + p@)ys () + u(@) (41 (@) + p@)yh (@) + a(@)y () = 0.

Mivel y; megolddsa a (2.21) egyenletnek, ezért

o (@) (@) + ' (2) (204 (@) + P2y (2)) = 0.
Ebben az egyenletben mar nincs u-s tag, igy ezt az egyenletet a
v(@) = ' (z)

helyettesitéssel visszavezethetjiik a
o (@)1 (2) + v(@) (201 (2) + p(@)yn (2)) =0

elsérendi homogén linedris differencidlegyenlet megoldédséra, (amely egyben szétvilaszthaté
tipusu is), igy megoldhaté v-re. Ezutan integréldssal u is meghatdrozhaté. Ezt az eljardst
rendcsokkentés maodszerének nevezziik, mivel a masodrendii linedris egyenlet megoldasat a fenti
helyettesités elsérendii linedris egyenlet megoldédsara vezeti vissza.

2.24. Példa. Ellenérizhetd, hogy az
ay' —y —2’y=0, (z>0)

egyenlet egy megoldasa y;(x) = et /2, Adjuk meg az egyenlet altaldnos megoldasat!

A rangcesokkentés médszerét alkalmazva keressiik a masodik megoldést az ya(z) = u(a:)er/ 2
alakban. Ekkor y)(z) = ' (2)e® 2+ zu(z)e™ /2 és vl () = v (x)e® 24220 (z)e® 2 4u(z)e® /2 +
z?u(z)e® /2, ezért
:13u”(x)e“732/24—2:E2u'(:n)69”2/2—I-:Eu(x)e“’"’zﬂ+x?’u(x)e“"32/2—u'(:n)6962/2—:Eu(m)e“’czﬂ—:Izg’u(x)e“"”z/2 =0,

azaz
zu (z) + (222 — 1)/ (z) = 0.

A v(z) = /() helyettesitéssel kapjuk, hogy

zv'(x) + (222 — 1)v(z) =0,
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amelynek egy megoldasa x > O-ra

U(ﬂj‘) =e J@a—1/z)dx _ e—w2+lnx _ ':L'e—xQ‘

(Nem kell az Osszes megolddst megkeresniink, mivel egy lehetséges u-t keresiink, igy az in-
tegralaskor elhagyjuk a +c-t.) Ekkor

u(z) = /v(x) dx = /:Ee_gc2 dx = —%e‘xQ.

Ezért

1 1
y2($) = —§€_x2€m2/2 = —§e_m2/2

egy megolddsa a (2.21) egyenletnek, de ekkor

y2(x) — e—x2/2
is megolddsa lesz az egyenletnek. Az y; és yo fliggvények linedris fiiggetlenségét a Wronski-
determinanst kiszamitva is ellenérizhetjiik:

egv2/2 e—m2/2
W(ylij) = xe;p2/2 _xe—m2/2 = —2{1}',

ami nem azonosan nulla. Kaptuk tehat, hogy az egyenlet altalanos megoldasa

Yy = clex2/2 + 626_x2/2.
Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy ez a képlet minden x € R-re megoldédsa a (2.21) egyenlet-
nek.

O

2.7. Euler-egyenlet

Legyen a,b,c € R, a # 0. Az

az®y" +bxy +cy =0 (2.22)
alaki, nem konstans egytitthatdos masodrendii homogén linearis egyenletet FEuler-egyenletnek
nevezzik.

Keressiink
y(z) =’

alaki megolddsat a (2.22) egyenletnek. Ekkor y' = ra"~
lyettesitéssel az egyenletbe kapjuk

Vés y"" = r(r — 1)a"2, ezért visszahe-

ar(r— Dz" + bra” + cx” =0,
ami pontosan akkor teljesiil, ha r teljesiti az
ar(r—1)+br+c¢=0 (2.23)

algebrai egyenletet, amelyet a (2.22) egyenlet karakterisztikus egyenletének hivjuk. Az egyen-
let r1 és ro megoldésait a (2.22) egyenlet karakterisztikus gyokének hivjuk. A (2.23) egyenlet
atrendezhet6 az

ar’ +(b—a)r+¢c=0



40 Hartung Ferenc: Differencidlegyenletek, MA1212i, MA6213d, 2006/07

alakba.
Harom esetet kiilonboztetiink meg:

1. eset: A (2.22) egyenletnek két kiilonb6z6 valds gyoke van: ry és ro. Ekkor yi(x) = 2™ és
y2(z) = 2" megoldésa a (2.22) egyenletnek. Megmutatjuk, hogy y; és yo linedrisan fiiggetlenek:

1 9

€ T
Wy y2)() = riz’t rox’? = (ro — Tl)mrﬁ_rz # 0.

A (2.22) egyenlet dltaldnos megoldédsa ezek szerint
y(z) = 1™ + coz™.

Ha ry vagy 79 negativ, akkor a megoldés vagy a (0,00) vagy a (—o0,0) intervallumon értelmez-
heto.
2. eset: A (2.22) egyenletnek egy darab kétszeres valds gyoke van:
a—>b
2a

To =

Ekkor y;(z) = 2" megoldédsa a (2.22) egyenletnek. Keressiik az egyenlet mésik megolddsat
a rangesokkentés modszerét alkalmazva az yo(z) = u(x)z™ alakban. Ekkor yh(z) = u/(z)z"™ +
u(z)rox™0 L és yi(x) = u’(z)2™ + 20/ (x)rox™ " + u(x)ro(rg — 1) "2, ezért

az? (u” (x)2™ + 2u' (2)rox™ ' + u(x)ro(ro — )™ 2) + bx(v/ (x)z"™ + u(z)rez™ 1) 4 cu(z)z™
= (az®u"(z) + 2aroxu/ (x) + bau' ()™ + (aro(ro — 1) + bro + c)u(z)z™
= (az®u"(z) + 2arozu (z) + bau' (x))z™

= 0,

azaz

az’u’ (z) + z(2arg + b)u/(x) = 0.

Legyen v(z) = u/(x). Mivel ro képlete szerint 2arg + b = a, ezért v megolddsa az
, 1
v'(z) + —v(x) =0
x

egyenletnek, azaz

_ —[ide _ —Inz _ l
v(z)=e e —
fgy ,
u(z) = /v(x) dx = / . dx =Inzx.
Tehat

ya(x) =2 Inx

megolddsa a (2.22) egyenletnek a (0,00) intervallumon. Szamitsuk ki az W(y1,y2) Wronski-
determindnst:

"o z0lnx
W(?Jl;?ﬁ)(x) = 7,,0$7“()—1 TO$TO_1 1HIIJ‘+$TO_1
= 27 (rglnz +1—-rglna)
x2r0—1

#£ 0, x > 0.
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Kaptuk tehdt, hogy ebben az esetben a (2.22) egyenlet ltaldnos megoldasa

y(z) = 12" 4 coz" In z, x> 0.

3. eset: A (2.22) egyenletnek két komplex gyoke van: 11 = a+if és ro = a — if3, (3 # 0).
Ekkor ‘ ‘ ‘
g = gt = g = g2ePIT — 3 (cos(BInz) + isin(Blnx))
és ‘
z" = 270 = g%(cos(BInz) — isin(BInz))

komplex megoldédsai a (2.22) egyenletnek. Ahogy a konstans egyiitthatés homogén egyenletek
esetében lattuk, itt is kapjuk, hogy a komplex megoldas valés és képzetes része megoldasa az
a (2.22) egyenletnek, azaz

y1(z) =x%cos(Blnz) és yo(x) = z%sin(flnx)
valés megolddsa a (2.22) egyenletnek. Mivel

x® cos(Bnx) x®sin(f1In x)

ar®tcos(Blnz) — % sin(B1In x)g az® tsin(Blnx) + z cos(BIn x)g

= g2l (a cos(B1nz)sin(f1lnx) + (cos?(B1nx)

Wy, y2)(x) =

—acos(flnz)sin(Blnz) + Bsin?(G1n a;))

— x2a—15

£ 0, x> 0.
Kaptuk tehat, hogy a (2.22) egyenlet dltaldénos megolddsa ebben az esetben

y(z) = crx®cos(Blnz) + cox® sin(flnx), x> 0.

2.25. Példa. Adjuk meg a

!

22%y" —ay +y=0, (2>0), y1)=2, Yy(1)=0

kezdeti érték feladat megoldasat!
Az egyenlet karakterisztikus egyenlete

2r(r—1)—r+1=0,
melynek megoldasa r; = % és ro = 1. Ezért az altalanos megoldas

y(z) = c1vz + com.

Mivel ¢/(z) = clﬁ + c9, ezért a kezdeti feltételeket haszndalva kapjuk

cq 4+ ¢ = 2
%Cl 4+ ¢ = 0.
Az egyenletrendszer megolddsa ¢y = 4 és co = —2, azaz a kezdeti érték feladat megoldasa

y(z) = 4z — 2z, x> 0.
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2.26. Példa. Adjuk meg az
2y’ +3ry' +y=0, (z>0), y1)=1, Jy1)=-1

kezdeti érték feladat megoldasat!
Az egyenlet karakterisztikus egyenlete

r(r—1)43r+1=0,
melynek kétszeres gyoke rg = —1. Ezért az altalanos megoldas
1 1
y(x) =c1—+cx—Inz.
x x

Ebbe a képletbe és az ¢/ (z) = — % — 282z 4 2 képletbe behelyettesitve a kezdeti feltételeket

x2 x2
kapjuk
C1 = 1
—c1 + ¢ = —1,
aminek megoldéasa ¢; = 1 és co = 0. Ezért
1
y(x) = —, x> 0.

X

2.27. Példa. Adjuk meg az
2y’ = 3ry +5y=0, (z>0), y1)=2 y1)=1

kezdeti érték feladat megoldasat!
Az egyenlet karakterisztikus egyenlete

r(r—1)—3r+5=0,

melynek gyokei ry = 2+ és ro = 2 —i. Az egyenlet altaldnos megoldésa

2 2

y(x) = crz” cos(lnx) + coz” sin(ln x).

Mivel ¢/ (z) = 2¢12z cos(Inz) — cixsin(ln z) + 2cox sin(ln x) + coz cos(In x), ezért

C1 = 2
2c1 + ¢ = 1,
aminek megoldédsa ¢y = 2 és co = —3. Ezért
y(x) = 222 cos(In x) — 3z? sin(In z), x> 0.
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2.1. Abra. rugds rendszer

2.8. Alkalmazasok

Eléz6 félévi analizis tanulméanyok soran — a Laplace-transzformalt alkalmazasaként — lattuk,
hogy egy soros RLC elektromos dramkdér egy konstans egyiitthatds masodrendii linedris diffe-
rencidlegyenlettel modellezhetd. Ezt a modellt itt most nem irjuk fel tijra, hanem egy mechanikai
alkalmazdst, rugds rendszereket vizsgalunk részletesen. Ez is konstans egyiitthatés masodrendi
linearis differencialegyenletet eredményez, igy ugyanazokat a jelenségeket tapasztalhatjuk, ami-
ket az RLC aramkornél mér lattunk.

2.28. Példa. (rugds rendszer) Tekintsiink egy fiigg6legesen felfiiggesztett rugdt (lasd a 2.2.
Abrét), amelyre egy m tOmegl testet felfliggesztiink. Ezutdn megnyujtjuk vagy Osszenyomjuk
a rugdt, és bizonyos kezdeti sebességet adva a testnek magara hagyjuk, esetleg a mozgas soran
id6tol fiiged erdvel hatunk tovabb a testre. Szamitsuk ki a test elmozdulasat az ido6 fiiggvénye-
ként!

Valasszunk egy fliggdleges koordindtarendszert, amelynél a pozitiv irdny lefele mutat, és ahol
az origd a test nyugalmi helyzeténél van (ldsd a 2.1. Abrét). Legyen [ a rugd megnyujtas el6tti
hossza, L a rugbé megnyildsa a test felakasztdsa utdn. Jelolje x(t) a rugé nyugalmi helyzethez
viszonyitott megnyilasat a ¢ idopontban. Newton II. torvényét alkalmazzuk a mozgdsegyenlet
felirdsdhoz: F' = ma. A test gyorsuldsa az elmozdulds idé szerinti méasodik derivéltja: a = z”.
A testre haté erdk eredéje szamitasakor négy erdhatast vesziink figyelembe: 1. Az mg sulyerd
mindig lefele, azaz pozitiv irdnyban hat a mozgds sordan. 2. Az F, rugder6é Hooke-torvénye
szerint ardnyos a rugé megnyulasaval. A rugderé felfele hat, ha a rugdt megnyujtjuk, ha pedig
Osszenyomjuk, akkor lefele hat. Mivel a rugd teljes megnyuldsa L + x, ezért tehat a rugderd
képlete F, = —k(L + z), ahol k > 0 az d.n. rugéallandé. 3. Az Fy kozegellenéllasi erd vagy
surlédési eré mindig a mozgas irdnyaval ellentétes irdnyban hat. Egy a legtébb kozegben illetve
nem tul nagy sebességnél megfigyelt kisérleti tapasztalat szerint a kozegellenélldsi erd ardanyos
a sebesség nagysdgaval. Ezért Fy = —vya’, ahol v > 0 a surlddési egyiitthat. 4. A testre haté
egyéb kiils erdt jelolje f(t). Ekkor Newton II. torvényébe behelyettesitve kapjuk az

ma’ =mg — k(L +x) —v2' + f(t)

egyenletet. A test rugdhoz illesztése utan a rugderd és a sulyerd kiegyenliti egymadst, azaz
mg = kL. Ezt hasznédlva a mozgasegyenlet atalakithaté az

ma” + vy’ + kx = f(t) (2.24)
alakba. Ez egy konstans egyiitthatés masodrendii linearis differencidlegyenlet. A hozzéarendelt
z(0) = xo, 7'(0) = x|, (2.25)

kezdeti feltétel a test kezdeti elmozdulasat és a kezdeti sebességét irja eld.
O
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2.29. Példa. (harmonikus rezg8mozgas) Tekintsiik most (2.24) specidlis esetét. Tegyiik fel,
hogy a testre haté kozegellenéllds elhanyagolhatd, azaz v = 0, és nincs kiils6 erd, azaz f(t) = O:

mz” + kx = 0. (2.26)

A karakterisztikus egyenlet
mA +k =0,

amelynek megoldédsai \ = +iwg, ahol wg = \/% . A (2.26) altalanos megolddsa tehat
x(t) = c1 cos wot + ¢ sin wot.
Fz tetszOleges ¢1 és co-re egy harmonikus rezgémozgést definidl, hiszen atalakithato az
x(t) = Rcos(wot — 9)
alakba. Ugyanis
R cos(wot — §) = R(cos wot cos § + sinwpt sin d) = ¢ coswot + c2 sin wot

teljesiil, ha
Rcosd = ¢ és Rsind = co,

c
R=\/c}+c3 és tgd = —.
1

wo-t a rezgés sajdt frekvencidjdnak, §-t fazisszognek, R-t pedig a rezgés amplitudojdnak hivjuk.
O

azaz

2.30. Példa. (csillapitott rezgémozgds) Most feltessziik, hogy nincs kiils6 eréhatds, de van
kozegellenéllas, azaz v > 0:
ma” +~yx' + kx =0 (2.27)

A megfelel6 karakterisztikus egyenlet
mA? + 9\ + k= 0.

Harom esetet kiilonboztetiink meg;:
1. v2 — 4mk > 0 (nagy surlédés esete). Ekkor

—v + /72— 4dmk
AL = 5 <0
m

N B
2:

0
2m <

és
két valds karakterisztikus gyok, igy a megoldas
z(t) = c1eM? 4 cpe??t

alaki. Léathatd, hogy z(t) — 0, ha t — co. A rugé ebben az esetben exponencidlis sebességgel a
nyugalmi &llapothoz, azaz a 0 elmozduldshoz tart. A 2.2. Abrén néhény tipikus megolddsgérbe
lathaté ebben az esetben. (Mindhdrom dbrén az x(0) = 1,2/(0) = 1; x(0) = —1,2/(0) = 0 és az
x(0) = 0.5,2/(0) = —0.5 kezdeti feltételekbdl inditott megolddsok gorbéi lathatdk.)

2. v2 — 4mk = 0 (kritikus surlédés esete). Ekkor A = —5L-t kétszeres valds karakterisztikus
gyok, ezért a megoldas

z(t) = cre”mm’ + cote” 2’
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Ebben az esetben is a nyugalmi helyzethez tart a test. A 2.3. Abrén néhany 2. tipusi megoldas-
gorbe lathaté.
3. v — 4mk < 0 (kis surlédas esete). Ekkor két komplex karakterisztikus gydk van,

V4km — ~?

Algz—lﬂ:i,u,, ahol u =
’ 2m

2m ’
azaz, ,
z(t) = e om? (cl cos it + co sin ,ut).
Most is 0-hoz tartanak a megoldasok, de oszcillalva, lasd a 2.4. Abrén. O
1.24
1 = g
081 0.8 0.8
X(1) 0.6 x(t)0.6 x(t) 067

0.4 0.4
027 0.24

‘ 4, 6 ) ) /4 | 6 8 10
—0.21 -0.27

-041 04
-067 -0.6
-0.84 -0.8

-1 -1

2.2 Abra. 2 +42' + 2 =0 2.3. Abra. 2’ +42' + 4z =0 2.4. Abra. 2" +22' +102 =0

2.31. Példa. (amplitidé moduldcié) Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor nincs kozegelle-
nallds, de periodikus kiilsé er6 hat a testre, konkrétan tekintsik az

ma” + kz = acoswt (2.28)

egyenletet. Legyen wqg a rendszer sajatfrekvenciaja, azaz wgy = M%. Nézziik elOszor azt, amikor

w # wg. Ekkor a hatdrozatlan egyiitthatok mdédszerét alkalmazva (2.28) partikuldris megolddsat
kereshetjiik az
z,p, = Acoswt + Bsinwt

alakban. Ekkor 2/ , = —Awsinwt+Bw coswt és x| = —Aw? cos wt—Bw? sin wt. Behelyettesitve
a (2.28) egyenletbe

(—mAw? 4+ kA) cos wt + (—mBw? + kB) sinwt = a cos wt,

azaz

a a
A= = és B=0.
k—mw? (w3 —w?)m
Az egyenlet dltaldnos megoldéasa ezért
x(t) = c1 coswot + ca sinwot + — cos wt
(wg —w?)m

Ha a mozgdst a nyugalmi helyzetb6l, azaz az x(0) = 0 és 2/(0) = 0 kezdeti feltételekbdl inditjuk,

végigszamolhatjuk, hogy ¢; = —(UQ_C”W—Z)m és co = 0 addédik, igy a megoldas
0
(t) a ( t t)
z(t) = ————(coswt — coswot ).
(wE —w?)m 0
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Egyszeri trigonometriai atalakitdsokkal ez ekvivalens alakban felirhaté ugy, mint

2a . (wo—w)t . (wo+w)t
z(t) = sin sin .
®) (wE —w?)m 2 2

Ha w =~ wqg, akkor sin(w(’i;rw)t gyorsan oszcillal a sin Wozwt taghoz képest, igy a megoldas

grafikonjan kettds oszcillacié lathatd: A burkoldégorbe, azaz az id6ben valtozd amplitidé egy kis
frekvencidju oszcillaciét, a megoldds maga pedig egy nagy frekvencidju oszcillaciot végez (lasd

a 2.5. Abrét). Elektonikaban ezt a jelenséget amplitido moduldacionak hivjak. O
3 12 n
104
21 ¢ ” n N
X X0 ]

] M | M b Q\V/\/\/\MMM i
A )

-2+

2.5. Abra. 2/ +4x = cos 2.2, z(0) =1 = 2/(0)  2.6. Abra. 2" + 4x = cos 2t, x(0) = 1 = 2/(0)

2.32. Példa. (kényszerrezgés) Az el6z6 példat arra az esetre folytatjuk, amikor a rendszer
kiilsé frekvencidja (azaz a testre haté periodikus erd frekvencidja) megegyezik a rendszer bels
frekvencidjaval, tehat w = wy.

Ebben az esetben az a kiilonbség, hogy az el6z6 példa probafiiggvénye megolddsa a homogén
egyenletnek. Ezért most a prébafiiggvényt az

z,p = t(Acoswot + Bsinwyt)

alakbdl kaphatjuk meg. Ezt végigszamolva kapjuk, hogy

. a .
T = c1 cos wot + c9 sin wgt + 3 t sin wot

mwo

az altalanos megoldédsa a (2.28) egyenletnek. Ekkor oszcillal, de nem korlatos megoldédsokat
kapunk, lasd a 2.6. Abrat. A gyakorlatban persze ezt a rugé esetében nem tapasztaljuk, hiszen
a rugd elszakad til nagy megnytlds esetén, illetve negativ irdnyban nem tudjuk tetsz6legesen
elmozditani a testet. O

2.33. Példa. (csillapitott kényszerrezgés) Tegyiik fel, hogy van kozegellenallas és periodikus
kiils6 er6 hat a testre:
mz” + vz’ + kx = acos wt. (2.29)

Keressiik a partikularis megoldast tjra az
z,, = Acoswt + Bsinwt

alakban. Az 2/, = —Awsinwt + Bwcoswt és z'f, = —Aw? coswt — Bw?sinwt derivéltakat
behelyettesitve a (2.29) egyenletbe

(—=mAw?® + yBw + kA) cos wt + (—mBw? — yAw + kB) sinwt = a cos wt,
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azaz

—mAw? +yBw+ kA = a
—mBw? —yAw+ kB = 0.

wo definicigjabdl kovetkezik, hogy k = mw%, ezért az egyenletrendszer atirhaté az

mAwi —w?) +vBw = a
mB(w2 —w?) —yAw = 0

alakban. Ennek megoldédsa

am (w3 — w?)

A= .
m(wd — w?)? + y2w? m(wd — w?)? + y2w?

A partikularis megoldas alakja tehat
x,, = Acoswt + Bsinwt = Rcos(wt — 0),

ahol

R=+/A21 B? = o & tgd= — 1Y

CVm(ed - w?)? 42 m(wg — w?)’

Tegytik fel példaul, hogy a 2.33. Példdban vizsgélt 3. eset, azaz kis surldsas esete all fenn. A 2.33.
Példa jelolését hasznalva tehat az egyenlet altalanos megoldésa

z(t) =x,(t) +x,,(t) = e~ zmt(cy cos pt + casin pt) + R cos(wt — 8).

A megoldas két fliggvény Osszegeként all el6. A 2.33. Példaban lattuk, hogy a homogén egyenlet
altalanos megolddasa mindharom esetben 0-hoz tart. A megoldas ezen részét tranziens meg-
olddsnak hivjuk. Nagy t esetén a megoldéds képletében x,(t) elhanyagolhaté lesz, és x(t) ~
x,p(t), azaz minden kezdeti feltételbdl nagy t-re kozel periodikus megoldést kapunk, ahogy az
a 2.7. Abrén lathat6. Azt mondjuk, hogy a megoldés egy periodikus egyensulyi helyzethez tart.

O

14

x(®)
0.5

INTYTYTTIY
R R RR R R RITRTAIETY

2.7. Abra. 2" + 2/ + 4z = cos3t, #(0) =1 =

/(0) 2.8. Abra. matematikai inga
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2.34. Példa. (ingamozgds) Tekintsiink egy matematikai ingdt, azaz egy olyan idealizalt ingdt,
ahol egy sulytalannak tekintett L hosszi rud végére egy m tomegi testet erdsitiink (lasd a 2.8.
Abrét). Ekkor a test egy korpalya mentén mozog.

Jelolje 6 = 0(t) a rud fiiggbleges iranytél mért elforduldsat radidnban mérve. Egy 0 szogii
elmozdulés kozben a test s = L utat tesz meg a korpdlyan. A test keriileti sebessége v = L6’
és a keriileti gyorsuldsa a = LO”. A keriileti sebesség és a gyorsulds is a mozgés kozben az érint6
irdnydba mutat. A Newton II. torvényét is dgy irjuk fel, hogy a testre haté erék ereddjének
érintd iranyu komponensét vessziik.

A testre mozgas kozben harom erd hat: mg silyerd, Fy, kotéler6 és Fy surlédasi eré. A sulyerd
fliggblegesen lefele hat, ennek érinté irdnyd komponense —mgsin @, lasd a 2.8. Abrat. A kétélerd
és a sulyerd rud irdnyd komponense kiegyenliti egymast. Feltessziik, hogy a testre mozgas kozben
egy sebességgel ardnyos surlddasi erd hat. A sebesség érintd irdny1, igy a surlédési er6 is érintd
irdnyt lesz, a mozgas iranyaval ellentétes irdnyba mutatva. A szokasos feltételnek megfeleléen
feltessziik, hogy a nagysdga a kertileti sebességgel ardnyos, azaz Fs = —vyL#'. Feltessziik tovabba,
hogy egyéb kiilsé er6 nem hat a testre. A mozgédsegyenlet tehdt

mLO" = —yLO — mgsin 0

alaki. Ezt atrendezve kapjuk
0"+ Lo + L sing = 0. (2.30)
m L

Ez egy méasodrendii nemlinedris egyenlet, hiszen sin f szerepel az egyenletben. Konkrét megol-

dashoz el6 kell irni a
(0) =6y és  0(0) =6,

kezdeti feltételeket, amelyek a kezdeti szogelfordulast és szogsebességet adjik meg.
Ismert, hogy ha 6 ~ 0, akkor sinf ~ . Azaz kis szogelforduldsok esetén a (2.30) egyenlet
kozelitheto a
0"+ 1o +29=0 (2.31)
m L

egyenlettel. Ez egy masodrendii linearis differencidlegyenlet pozitiv konstans egyttthatokkal,
igy a rugémozgds egyenletével azonos. Ezért az ott targyalt tipusi megolddsai vannak, azaz
~v > 0 esetén mindig csillapodé rezgémozgast végez az inga.

Nagyobb szogelfordulds esetén persze a nemlinearis egyenletet kell megoldanunk, amelyre
nincs analitikus megoldasi mddszertink. O



