Gyakorlé feladatok - 6.
MA1122f

1. Igazolja, hogy az aldbbi linedris terek normalt terek a megadott norméaval:

(a) V egy n-dimenzids vektortér, amelynek v1,...,v, egy bazisa. Legyen z = ajvy + -+ + ¢pv,
. 1
s llally = (S leil?) /7

(b) BC(X) jelolje az X metrikus téren értelmezett valds értékii folytonos és korldtos fiiggvények
halmazit, és legyen f € BC(X)-re ||f|| = sup{|f(z)|: z € X};

(c) Legyen £, a korldtos sorozatok halmaza, z = (z1,%2,...) € oo, ||z|| = sup{|z;|: i € N};

(d) Legyen c a konvergens sorozatok halmaza, x = (z1,%2,...) € ¢, ||z|| = sup{|z;|: i € N};

(e) £, azon sorozatok halmaza, amelyre Y ° |z;|P < oo, z = (21,%2,...) € £p, és |z||p, =
(2 |77

(f) X az f: R — R folytonos fiiggvények halmaza, amelyek egy korldtos intervallumon kiviil
azonosan nulldk. Legyen f € X, ||f|| = [°2 |f(t)|dt;

(g) Cla,b] az [a,b] — R folytonos fiiggvényeknek a halmaza, ahol || f|| = max{|f(¢)|: t € [a, b]};

(h) C'la,b] az [a,b] — R folytonos és folytonosan differencidlhaté fiiggvényeknek a halmaza,
ahol ||f|| = max{|f(#)|: ¢ € [a,b]} + max{|f'(t)|: ¢ € [a,b]};

2. Legyen z = (z1,...,2,) € R, |z, = 21, |z;|P)/?. Igazolja, hogy || - |p nem norma, ha
0<p<!

3. Igazolja, hogy minden z € R"-re és 1 <r < p < oo-re ||z|, < ||z|,!
4. Igazolja, hogy minden z € R*-re lim ||z||, = ||z||oo!
p—00
5. Igazolja, hogy egy tetszéleges (X, | - ||) normélt térben
@ [lz] = Iyl < llz—oll, =€ X,
(b) |- |I: X — R folytonos figgvény!

6. Legyen (X,|| - ||) egy normélt tér, zp,yn € X, an € R konvergens sorozatok, z, — =, yn — ¥,
an — a. Igazolja, hogy

(a) konvergens sorozat hatarértéke egyértelmii,
(b)

(¢) limp—yo0 nzy = Q.

(Tn +yn) =z +y,

lim
n—o0

7. Legyen (Xi,| - |l1) és (Xo,| - ||2) normdlt terek. Igazolja, hogy az X = X; x X, halmazon
llz|| = ||z1|l1 + ||z2|l2 egy normét definidl, ahol z = (z1,z2) € X! Adjon meg mds normat is
X-en! Ekvivalens-e a megadott norma a || - || norméval?

8. Legyen P™ a legfeljebb n-edfokt polinomok halmaza, p(t) = ag + a1t + --- + a,t™, és legyen
Iplls = lao| + -+ + lan| és ||pllc = max{|p(t)|: ¢ € [0,1]}. Igazolja, hogy || - ||1 és || - |lc nOrma
P"-en! Mutassa meg, hogy minden p € P"-re ||p|loo < ||p||1! Mutassa meg, hogy nem létezik
olyan m > 0 szdm, hogy ||p||1 < m||p|/c teljesiiljon minden p € P™-re!
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. Legyen f € C1[0,1], és definidljuk ||f|l1 = |f(a)| + max{|f'(t)|: t € [0,1]}. Igazolja, hogy az

|| - |1 norma ekvivalens az 1. feladat (h) pontjdban definidlt || - || norméval!

Legyen A = (a;;) € R™*". Igazolja, hogy

n n
— g — |
@ 1Al = max 3 lasl 0 Al = max > Jayl
=1 j=1
Definidljuk az A: C[0,1] — C[0,1] leképezést az (Az)( fo (t — s)“z(s) ds képlettel. Igazolja,

hogy Az valéban folytonos fiiggvény! Igazolja, hogy A korlatos hnearls operétor és ||A] < 1!
Szamitsa ki ||Al|-t!

Legyen (z1, 2,3, ...) € 2. Definidljuk a kovetkezd leképezéseket:

(a) T(:I,‘l,.’L‘Q,xg, .. ) = (0,.’1)1,:[2, .. .),
(b) T(x1,z2,23,...) = (2,73, T4, ..),
(c) T(z1, 29,23, ...) = (@121, a2%9,a313,. ..), ahol (a1, as, as, . ..) egy rogzitett korldtos sorozat.

Igazolja, hogy T': £9 — £5 korlatos linedris leképezés, és szamitsa ki ||T||-t! Vizsgdlja meg, hogy
T injektiv ill. raképezés-e?

Igazolja, hogy T': BC(—o00,00) — BC(—00,0), (T'f)(t) = f(t+1) egy korlatos linedris operator,
és szamitsa ki ||T'|-t!

Legyen T, : ¢y — fo, Typ(z1,22,...) = (0,...,0,2,,0,...) (azaz a sorozat n-edik tagja z,).
Igazolja, hogy T, minden n-re egy korldtos linedris operdtor! Szdmitsa ki ||T),||-t! Igazolja, hogy
Tp,x — 0 minden x € £s-re, (ahol 0 az azonosan nulla sorozat)!

Legyen T, : £y — o, Ty (21, 22,...) = (%1,...,%4,0,...) (azaz a sorozat n + 1-edik tagja utdn
minden tag 0). Igazolja, hogy T,, minden n-re egy korldtos linedris operator! Szamitsa ki ||T7,||-
t! Igaz-e, hogy T,x — x minden x € fy-re? Igaz-e, hogy ||T,, — I|| — 0, ahol I az identikus
leképezés)?

Legyen Ty, Loo = booy Tn(z1,%2,...) = (%1,...,%4,0,...) (azaz a sorozat n + l-edik tagja utdn
minden tag 0). Igazolja, hogy T, minden n-re egy korldtos linedris operator! Szamitsa ki ||T7,||-
t! Igaz-e, hogy T,x — x minden x € fy-re? Igaz-e, hogy ||T,, — I|| — 0, ahol I az identikus
leképezés)?

Legyen T': £y — £y, T(21,%2,%3,...) = (0,21, 9, ...). Létezik-e lim,,_,o, 7™x minden x € £y-re?
Létezik-e lim,, ,,, T™7 Léteznek-e ezek a hatarértékek, ha T': foo — L7

Legyen T': Ly — by, T(x1,%2,23,...) = (z2,23,...). Létezik-e lim,_,o 7T"x minden x € fy-re?
Létezik-e lim,, o, T™7 Léteznek-e ezek a hatarértékek, ha T': foo — £oo?

Legyen F: C|0,1] — R, ahol

(a) F(z) = [} z(s)ds, (b) F(z) = 29220 4hol € € (0,1) rogzitett,
(¢) F(z)=z(0) d) F(z) = [, sz(s)ds.

Igazolja, hogy F korldtos linedris leképezés! Szamitsa ki ||F||-t! Korldtos lesz-e F', ha mint
F: L5]0,1] — R leképezést tekintjik?



20. Dontse el, hogy az aldbbi képletek koziil melyik definidl metrikat R-en:

(a) d(z,y) = (z—y)?, (b) d(z,y) = V/]z —yl,

(c) d(z,y) =|z* —y?|, (@) d(z,y) = |z* —y?|,

(© doy) = ot () da,y) = max{l, |z — ),
(8) d(z,y) = log(lz —y| +1), (h) d(z,y) = |log |

21. Igazolja, hogy az aldbbi kifejezések (valds) skaldris szorzatot definidlnak:
(a)

(b) f,9 € C[0,1], = [y f( e " ds,

(c) =,y € £y, <£C,y) = Zizl TiYs,

(d) f,9€CY0,1], (f,g) = f(0)g(0) + [, f'(x)g'(z)ds.

22. Legyen H egy valés pre-Hilbert tér, ahol || - || az (-,-) altal generdlt norma. Igazolja, hogy
(z,y) = 2(|lz + y||? — ||lz — y||*)! Adja meg az analég azonossigot komlex pre-Hilbert esetén!

z,y € R", (x, y) = Z:L 1 QiTiy;, ahol o, ..., o > 0 rogzitett szamok,

23. Igazolja, hogy egy valés pre-Hilber térben x és y ortogondlis, akkor és csak akkor, ha |z||? +
Iyl = llz + yl|*!

24. Igazolja, hogy ha nincs olyan skaldris szorzat f.-n, amelyre (z,z) = ||:(;||12200 legyen minden
T € foo-re!

25. Igazolja, hogy nincs olyan skaldris szorzat C|0,1]-en, hogy (f, f) = [|f||% legyen minden f €
C10, 1]-re!

26. Legyen V azon sorozatok halmaza, amelyneknek véges sok tag kivételével minden tagja 0, és
legyen z,y € V-re (z,y) = Y i, ziy;. lgazolja, hogy V pre-Hilbert tér, de nem Hilbert-tér!
Adjon meg egy ortonormdlt bazist V-ben!

27. Legyen P[0, 1] [O 1] 1nterva11umon értelmezett (val6s) polinomok halmaza, és legyen p,q €
P[0, 1]-re (p,q) fo x) ds. Igazolja, hogy P|0,1] pre-Hilbert tér, de nem Hilbert-tér!

28. Legyen H egy Hilbert-tér, V' C H zart linearis altere. Igazolja, hogy V is Hilbert-tér!

29. Legyen H egy (valés) Hilbert-tér, y € H rogzitett, és F: H — R, F(x) = (z,y). Igazolja, hogy
F egy korlatos linedris leképezés, és szamitsa ki || F||-t!

30. Legyen vy, egy korlatos sorozat és z, egy 0-hoz tarté sorozat egy H Hilbert-térben. Mutassa
meg, hogy ekkor (z,,y,) — 0 ha n — oo!

31. Igazolja, hogy egy H Hilbert-térben (z,y) = 0 minden z € H-ra, akkor és csak akkor, ha y = 0!

32. Szamitsa ki az x,y, z € Lo[—1, 1] pontok dltal meghatdrozott haromszog szogeinek dszzegét, ahol
z(t) =0, y(t) =1 és z(t) =t.

33. Legyen H egy val6s Hilbert-tér, z,y € H rogzitett. Igazolja, hogy az f(t) = ||z — ty|| fuggvény
t = (z,y)/(y, y)-re veszi fel minimumadt!
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Ortogonalizalja £o-ben az
z = (1,1,0,0,0,...), z2 =(0,1,1,0,0,0,...), z3 =(0,0,1,1,0,0,...), ...

sorozatot! (A sorozat elsé 4 tagjit szadmitsa kil)

Ortogonalizdlja Lo(—1,1)-en az 1,z,z?%, ... fiiggvénysorozatot! (A sorozat elsé 4 tagjat szamitsa
kil)
Szamitsa ki az z = cos z egyenlet kozelité megoldasat 6 jegy pontossaggal!

Igazolja, hogy ha 0 < @ < 1/3 és 0 < b < 1 — a, akkor az = = az® + b egyenletnek létezik
egyértelm{i megolddsa [0, 1]-en! Szdmitsa ki az egyenlet kozelité megoldasat a = 0.1 és b = 0.6-
ra 3 jegy pontossiggal!

Igazolja, hogy az xp41 = %:IIn + ﬁ sorozat konvergens, ha py > /2! Hatdrozza meg a
hatarértékét!

Tekintsiik az f(z) = v 1+ 22 fiuggvényt. Igazolja, hogy |f(z) — f(y)| < |z — y| minden z,y-re,
de az xp 1 = f(x,) fixpontsorozat nem konvergil egyetlen zo-ra sem!

Mutassa meg, hogy az
t
A5 €01 C01), AW)® =y +A [ y(o)ds
0

linedris operator kontrakcié az F = {y € C[0,1]: y(0) = 2} halmazon, ha |A| < 1!

y(t)—(/ot@dsf:%, te[0,1]

integrél egyenletnek létezik pontosan egy olyan folytonos megolddsa, amelyre |y(¢)| < 1 minden
t € [0, 1]-re!

Mutassa meg, hogy az

Legyen 0 < a < 1. Mutassa meg, hogy az

1
y(t) = /0 et cos(ay(s)) ds, t €10,1]

egyenletnek 1étezik pontosan egy folytonos fiiggvény megolddsa!

Lassa be, hogy a kovetkez6 integral egyenleteknek létezik egyértelmii megoldasa, és hatarozza
meg a megoldast a szukcessziv approximacié médszerével:

1

t
@ w0 =t+3 [ Groueds ®) w0 =t+ [ =y ds

-1

(©) () =t—/0 (s = t)y(s) ds, (d) y(t) = 1—2/0 sy(s) ds,



