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1. Események és eseménytér

1.1. Alapfogalmak (Definiciék):

Kisérlet: egy jelenség aktiv vagy passziv megfigyelése
Determinisztikus (=meghatarozott) kisérlet: mindenképpen csak egy lehetséges kimenetele (végered-
ménye) lehet.
Sztochasztikus (=véletlen) kisérlet: tobb kimenetele van

Példak: érme-, kockadobas, két kocka, i1zzo ¢€lettartama, fizikai mennyiségek mérése, vizallasok, lotto-
hazas, mindségellendrzés, stb.
Elemi események: A kisérlet lehetséges, tovabb mar nem bonthatd kimenetelei. Az 6sszes lehetséges
elemi esemény halmazdr (6sszességét) eseménytérnek nevezzik, mi QQ -val jeloljiik. (Mas konyvekben
eltéro jel6lés is lehet). A kisérlet egy elemi eseménye Q -nak egy eleme: me Q vagy xeQ .
Matematikailag Q egy tetszéleges, nem iires halmaz lehet!

Példak: "hatost dobtam™, "3V", "2kg", ...
Esemény (altalanosan): Q barmely részhalmaza: ACQ .

Példak: "paros szamot dobtam", "10V ¢és 20V kozott van", ...

Az elemi eseményeket tehat Q egyelemii részhalmazainak kell (illik) tekinteniink: e Q helyett in-
kabb {o}cQ irando.

Az események Osszessége (halmaza) nyilvanvaloan QQ hatvanyhalmaza (power set), aminek jol ismert
jele P(Q).

A kisérlet (vég)eredménye tehat mindig Q egy eleme: we Q . Azt mondjuk, hogy egy Ac Q esemény
egy kisérlet (elvégzése) soran bekovetkezik, ha weA .

Az alabbi fogalmak szemléletesek, de meg kell gondolnunk matematikai hatteriiket.
(Ezeket a fogalmakat a késébbiekben még altalanositjuk.)
Biztos esemény, ami mindig bekovetkezik tehat az egész alaphalmaz Q .
Lehetetlen esemény, ami nem kdvetkezhet be, tehat az tires halmaz & .
Egymast kizaro események csak diszjunktak lehetnek, vagyis AnB=0 .
Az A eseménybdl kivetkezik a B esemény, vagy mas szoval A maga utan vonja B -t, ha minden o€ Q
esetén weA -bol @ eB kovetkezik. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy AcB, vagyis A részhalmaza B -nek.

1.2. Miiveletek eseményekkel (eseményalgebra)

Mivel az események valdjadban Q részhalmazai, ezért a szokasos halmazmiiveletekrdl van szo6: Gnio,
metszet, komplementer, kiilonbség. A valdszinliségszamitds elméletében mas elnevezések és jelolések
hasznalatosak:

események Osszege A+B = AUB = 0nio,
események Szorzata AB = ANB = metszet,
események kiilonbsége A-B = A\B = kiilonbség,

A esemény tagadasa A = A = komplementer.

Mi legtobbszor a hagyomanyos, halmaz- elnevezéseket hasznaljuk.

1.3. A miiveletek tulajdonsagai
A fentiek alapjan a halmazmiiveletek (Boole-algebrak) jol ismert tulajdonsagairdl van szo6. Tanacsoljuk
az Olvasonak az egyenlOségeket a valoszinliségszamitas nyelvére leforditani.




Boole-algebrak axiomai

W= (X.U.N,7.0.1)

kommutativitds AUB=BUA (BA1)
ANB=BnA (BA2)

asszoclativitéds AUu(BUC)=(AuB)UC (BA3)
An(BNnoC)y=AnNB)NC (BA4)

disztributivitds AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (BA5)
An(BUC)=(ANB)U(ANCO) (BAG)

elnyelési tulajdonsagok AU(ANB)=A (BAT)
ANn(AUB)=A (BAR)

0 és I tulajdonsdeai AUA=T (BA9)
ANA=1( (BA10)

AUuf=A (BA11)

Anp=1{( (BA12)

AUT=T (BA13)

ANT=A4 (BA14)

1. Tablazat: Eseményalgebra tulajdonsdgai

A fenti axiomak kovetkezményei példaul az alabbiak:

De Morgan-azonossagok: AUB = ANB ¢ ANB=AUB.

2. A relativ gyakorisag és a valdsziniiség

2.0. Ha egy kisérletet a gyakorlatban n -szer elvégziink, és egy A esemény k -szor kovetkezett be (gya-
korisaga k), akkor a k/n hanyadost relativ gyakorisagnak hivjuk.

Tapasztalatok alapjan hiheté, hogy ha n vagy, akkor a k/n hanyados egy bizonyos, az A eseményre
jellemz6 p szam koriil ingadozik. (Ezt az Osszefiiggést a Nagy szamok torvényei fejezetben Bernoulli
tétele igazolja.) Ezta p szamot hivjuk az A esemény valésziniiségének, és P(A) -val jelojiik.

2.1. Definicio: A valoszintiség Kolmogorov-féle axiomai:
P (egy) valoszinliség az Q eseménytéren, ha
(0) P: P(©QQ) >R, vagyis AcQ esetén P(A)eR valds szam,
(i) 0<P(A)<1,
(i) P(©)=0, P(Q)=1,
(iii) P(UAJ =Y P(A) haaz A -k egymast paronként kizdrjdk, vagyis ha AinAj=@ . ©
i=1

i=1

2.2. A fenti axiomak kovetkezményei:
1. tetszOleges A,.BcQ eseményekre P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(ANnB),
2. ha A és B kizarjak egymast, akkor P(AUB) = P(A)+P(B) (additivitas),
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3. P(A)=1-P(A),

4. tetszOleges A,Bc Q) eseményekre P(A\B)=P(A)-P(ANB),

5. haBc A, akkor P(A\B)=P(A)-P(B),

6. ha Bc A, akkor P(B)<P(A) (monotonitas),

7. tetszoleges AB,C c Q eseményekre
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(BNC)-P(ANC)+P(ANnBNC)
(logikai szitaformula) ,

8. ..o

2.3. Vegyiik észre, hogy P fenti tulajdonsagai nagyon hasonlitanak a sikbeli halmazok teriileté-nek tulaj-
donsagaival (ami nem meglepd, mert mindkettd additiv halmazfiiggvény). Tehat tanulaskor nyugodtan
olvashatunk/gondolhatunk P(A) helyett T -t !

Az 1.1.Definici6 daltalanositasaként mondjuk az alabbiakat:

2.4. Definicio: TetszOleges A,BC Q eseményekre:
A biztos esemény, ha P(A)=1,
A lehetetlen esemény, ha P(A)=0,
A és B egymast kizaré események, ha P(AnB)=0. O

2.5. Megjegyzés: Altalanosan az "esély" és "valdsziniiség" szavak egymas szinonimai, de egyes statiszti-
kai miivek (pl. egészségligyben) az esély fogalom alatt mast értenck: a p/q = p/(1-p) hanyadost.

3. A valosziniiség kiszamitasa

Most csak a két legegyszerlibb mddszert ismertetjiik, hiszen az egész anyag célja végig a valdsziniiség
kiszdmitasa !

3.1. Kombinatorikus (klasszikus) valosziniiségi mez6
Amennyiben Q véges elemszamu halmaz, és minden o €Q elemi eseménynek ugyanakkora a valdszi-
niisége (pl. szabalyos kockaval dobas), akkor

egyrészt P({o)) :% minden elemi esemény esetén,

|A| kedvez
|Q| osszes

masrészt tetszéleges Ac Q) eseményre P(A) =

3.2. Geometriai valosziniiség:

Amennyiben a © halmaz a szamegyenes, a sik vagy a tér valamely olyan részhalmazaval reprezental-
hatd (modellezhetd, megjelenithetd), amely esetén minden weQ elemi eseménynek ugyanakkora a
valoszinisége, akkor tetszéleges AcQ eseményre

P(A) = GY (aranyos a halmaz hosszaval/teriiletével/térfogataval) ,

H(Q)

ahol értelemszertien pW(A) és pu(Q ) a halmazok hosszat, teriiletét vagy térfogatat jeloli. o

3.3. Példaul: buszra varok (de csak véletlenszeriien mentem ki a megalloba),

célbadobas (de csak véletlenszerlien célzok, nem vagyok profi, és minden 16vésemmel legalabb a
céltablat eltalalom).

Erdemes még a "Randevii a kényvtdrban™ -tipust feladatokat us tanulméanyozni.

A "célbadobas" -nél kihangsulyozott feltételeket minden esetben alaposan ellendrizni kell !



4. Feltételes valoszintuiség, események fiiggetlensége

Ha mar tudjuk, hogy valami bekovetkezett (egy B esemény), akkor ez mennyire befolyasolhatja az
altalunk vizsgalt A esemény bekovetkezését? A relativ gyakorisag elemzésével kapjuk a kovetkezd
képletet:

4.1. Definicié: Amennyiben a B esemény nem lehetetlen, vagyis P(B)>0, akkor A -nak B bekovetke-
P(ANB)

P(B)
Tehat P(A|B) az A esemény valdszintisége, feltéve, hogy B mar bekovetkezett, ezért hivjuk feltételes
valésziniiségnek. O

z€se utani valosziniisége P(A|B)=

4.2. Megjegyzések: A feltételes valosziniiség teljesiti a valoszinliség axiomait, ha a B feltétel rogzitett.
Ez azt jelenti, hogy a 2.Fejezet képletei mind igazak maradnak, ha P(...) helyett mindeniitt P(...|B) -t
irunk.

Természetesen mertil fel a kérdés: B hogyan befolyasolja A -t (erdsiti, gyengiti vagy nem befolyésolja).
Ezt alabb, a Fiiggetlenség alfejezetben vizsgaljuk.

A 4.1.Definici6 képletének atszorzasa utan kapjuk a kovetkez6 egyszerti, de fontos Osszefiiggést:

4.3. Szorzas Tétel: P(AnB)=P(A|B)-P(B). O

4.4. Definicié: A B, B,, B;,....,B,cQ események teljes eseményrendszert alkotnak, ha egymast
paronként kizarjak, és unidjuk a biztos esemény, vagyis BinBj=J , és
BiuB,u..uBy,=Q . O

(Altalanosabban: P(BinBj)=0 és P(B1UByu...UBp)=1.)

A fenti tulajdonsagu halmazrendszereket altalaban particionak (felosztasnak) neveziink, lasd az alabbi
abrat.
4.5. Teljes valoésziniiség tétele:

Ha {B,, B,, B,,....,B,} teljes eseményrendszer ¢s P(B;j)>0 minden i-re, akkor barmely A eseményre

P(A)=>_P(A|B)-P(B)
i=1

Bizonyitas: A Szorzas Tétel alapjan a fenti képlet igy irhato:

P(A)=) P(ANB)
i-1
ami nyilvan igaz, hiszen

A:O(AmBi) . O

A gondolatmenetet szemléltetik az alabbi abrak (P helyett gondoljunk ismét a teriiletre):



1. abra: Teljes eseményrendszer (particio) Teljes valoszintiség

4.6. Példa: Egy gyarban 3 miiszakban gyartanak termékeket. Az I. miiszak az dsszes termék 40%-at, a
masodik az 0sszes termék 35%-at, a harmadik muszak az Osszes termék 25%-4at gyartja. Az elsé miiszak
altal gyartott termékek mindegyike 0.05, a masodik miiszak altal gyartott termékek mindegyike 0.06, a
harmadik miszak altal gyartott termékek mindegyike 0.07 valosziniiséggel selejtes. Kivalasztva egy
akarmilyen terméket, mennyi az esélye, hogy selejtes?

Megoldas: Legyenek B1,B,, B3 rendre azon események, hogy a kivalsztott terméket melyik miiszak gyar-
totta, és jelolje S azt, amikor a termék selejes. A feltételek szerint P(B1)=0.4, P(B,)=0.35, P(B3)=0.25,
(ellenérzés: P(B1)+P(B,)+P(B3)= 0.4+0.35+0.25=1). Tovabba P(S|B;)=0.05, P(S|B,)=0.06, P(S|B1)=0.07.
A teljes valoszintliség tétele szerint

P(S)  =P(SIB1)-P(Bi) + P(S|B2)-P(B:) + P(S|B3)-P(Bs) =
= 0.05*0.4 + 0.06*0.35 + 0.07*0.25 = 0.0585 .

Megforditas: Ha a kivalasztott termék selejtes, mennyi az esélye, hogy az els6é (vagy a masodik, vagy a
harmadik) miiszak gyartotta? Kit szidjunk (legnagyobb eséllyel)? Mert ugye a harmadik miiszak termékei
kozott van a legtobb selejt, de ugyanekkor a harmadik miiszak allitja elé a legkevesebb terméket ... . Az
alabbi tétel erre a kérdésre valaszol:

4.7. Bayes tétele (Megforditasi tétel): Ha P(A)>0 és P(B)>0, akkor
P(A[B)-P(B)
P(A) '
Bizonyitas: konnyen kovetkezik a Szorzas Tételbdl, hiszen
P(B|A)-P(A)=P(BNA)=P(AnB)=P(A|B)-P(B)
¢s mindkét oldalt osztjuk P(A) -val . i

P(B|A) =

Megjegyzés: A szakirodalomban sok helyen a fenti képlet nevezdjében Z P(A|B,)-P(B,;) szerepel,
i1

de ez a 4.5.Tétel szerint éppen P(A).

A 4.6.Példa folytatasa:

P(B1|S) = P(S|B1)-P(B1)/P(S) = 0.05*0.4 /0.0585 =~ 0.341 880,

P(B2|S) = P(S|B2)-P(B2)/P(S) = 0.06*0.35/0.0585 ~ 0.358 974 ,

P(Bs|S) = P(S|B3)-P(B3)/P(S) = 0.07*0.25/0.0585 ~ 0.299 145 ,
tehat (kis eltéréssel) a selejtes darabok legnagyobb része a masodik miiszaktol szarmazik.
(Ellenérzés: P(B41]|S)+P(B2|S)+P(B3|S)=1.)



Események fiiggetlensége

Felmertl a kérdés, hogy a mar bekovetkezett B mennyire befolyasolja A -t ? Nyilvan harom eset
lehetséges:

P(A|B) <P(A), vagyis B gyengiti A -t,

P(A|B) > P(A), vagyis B erésiti A -t ,

P(A|B) = P(A), vagyis B nem befolyasolja A -t .

4.8. Specialis esetek: Az 1.Fejezetben megismert specialis BCA ("B -bol kovetkezik A") esetben a
4.1.Definicio képlete szerint
P(AnB) P(B)

P(A|B) = = =1, vagyis ekkor B -bdl valoban kovetkezik A .
P(B)  P(B)

Ha pedig kizarjak egymast (a 2.4.Definicio szerint), akkor

P(A|B) = P(ANB) = 0 =0, vagyis B valoban kizarja A -t.
P(B)  P(B)

4.9. Nyilvanvalo kovetelmény, hogy az A és B események akkor lehetnek fiiggetlenek, ha egyik sem be-
folyéasolja a masikat, vagyis

P(AIB)=P(A) ¢és P(BJA)=P(B).
Kis szamolas utan (a Szorzas tétel segitségével) kapjuk, hogy a fenti két kdvetelmény ekvivalens (azonos
értekill) a kovetkezd, egyetlen dsszefliggéssel:

4.10. Definicio: Az A és B események egymastol fiiggetlenek, ha P(ANB)=P(A)-P(B) . i
Hangsulyozzuk, hogy a fenti egyenldség nem érvényes tetszéleges eseményekre !!!

4.11. Allitas: Ha 0<P(A) <1, 0<P(B) <1 és A és B fiiggetlenek egymastdl, akkor A és Bis, Aés B
is, valamint A és B is fiiggetlenck egymastol. O

5. Valoszintiségi valtozok és jellemzoik

A legtobb kisérletnél nem csak "esemény"-t észleliink (piros, sikertilt, stb.), hanem mériink is (valamit).
Altalaban tobbszor megmérve "ugyanazt" a jelenséget (pl. testtdmeg), mindig mas eredményt kapunk,
véletlenszerlien valtakozva.

5.1. Definicié: Az olyan & fiiggvényeket, amelyek elemi eseményekhez rendelnek valos szamokat, azaz
£:Q — R, valésziniiségi valtozoknak (réviden: v.v.) nevezziik. i

(Konnyen megjegyezhetd: "val.valt." = "a kisérlet szamszerti végeredménye".)

A valoszintliségi valtozok alabbi két tipusanak megkiilonboztetése 1ényeges az anyag tovabbi részében:
minden definicidonal, tételnél 1ényeges, hogy az milyen tipusu val.valt.-ra érvényes!

5.2. Definicié: A & valoszinlségi valtozo diszkrét (elkiiloniilt), ha csak véges vagy megszamlalhatoan
(felsorolhatdan) sok lehetséges értéke van, tehat értékkészlete Im(E)= {X1, X2, ..., Xn, ... } alakban irhato.
A & valosziniiségi valtozo folytonos, ha értékkészlete tartalmaz egy intervallumot: Im(§)>(a,b) . i

5.3. Definicio: A & diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasan értjiik a lehetséges értékeinek halmazat a
hozzajuk tartozo valoszintiségekkel: {Xi, X2, ... , Xp, ... } €s {p1, P2, - s Pny ... } @hOl pi:=P(E=X;)). O
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Nyilvan  és 1 -nak akkor van azonos eloszlasa, ha {x1, X2, ... , X, ... } és {p1, P2, --- » Pn, ... } Ugyanazok.

5.4. Allitas: Egy {p1, P2, ... , Pn, ...} szamsorozat akkor és csak akkor egy diszkrét valoszintiségi valtozd
eloszlasa, ha az alabbi axiémakat teljesiti:
(i) 0<pi<t, (ii) pi+p2t+..tppt...=1. m

5.5. Definicio: EQy tetszOleges & (akar diszkrét, akar folytonos) valdsziniliségi valtozo (kumulativ)
eloszlasfiiggvénye F:R—> R, ahol F(x)=P(&<Xx) . i

Megjegyzések: Ne feledjiik, hogy a definicidban szigori < van, ami diszkrét valosziniiségi valtozok
esetén lényeges!

A kumulativ ("6sszegyiijtott", lasd akkumulator) jelz6 arra utal, hogy & valdsziniiségeit 6sszegytijtjiik
egészen X -ig. (Hasonléan ahhoz, amikor a szeptemberi fizetési kimutatas tartalmazza az adott évi, azaz
januartol szeptemberig 6sszesitett adatokat.)

5.6. Tétel: Az closzlasfiiggvény alaptulajdonsagai (axiomak):
1) 0<F(x)<1,
2) F(X) monotonnd, azaz X;<X; = f(x1) <f(xp),
3) F(x) balrol folytonos (azaz szakadasi helyeknél "teli karika" a gérbe jobb végén),
4) limF(x)=1 és limF(x)=0. o

Mire valo az eloszlasfiiggvény? Segitségével az alabbi kérdésekre tudunk gyors vélaszt adni:

5.7. Tétel:

P(E<a)=F(a) P(>a)=1-F(a)
P({<a)=F(a)+P(f=a) P({>a)=1-F(a)-P({=a)
Pla<é<b)=F(b)-F(a) Pla<é<b)=F(b)-F(a)+P(£=hb)

Pla<é<b)=F(b)-F(a)-P(&£=a) Pla<é<b)=F()-F(@)+P(&=b)-P(&=a)
P(§=a)=xli_>r2+ F(x)-F(a) o

Erdemes atgondolnunk a diszkrét v.v. -K eloszldsfiiggvényének abrazolasit. Legyen tehat & eloszlasa
{X1, X2, ..., Xny ... } €S {p1, P2y - s Py .- }- EKkOr x<x1 esetén F(X)=P({<x1)=0, és Xj.1<X<X; esetén
F(x) = P(E<x;) = p1t+ ... +pi1 . Tehat diszkrét v.v. F(X) eloszlasfiiggvénye vizszintes szakaszokbdl all, G.n.
(emelkedd) [lépcsds fiiggvéeny. Amennyiben Im(&) véges (azaz x, és pn az utolsd), akkor x,<x esetén
F(x)=1, Im(g) végtelen esetén pedig F(x) végtelen sok fokbol allo 1épcsd, természetesen F(x)<1.

YA
1

F(x) ."l]i_T_ e

Y

2. abra: Lepcsds fiiggveny



Az 5.2.Definicio helyett matematikailag az aldbbi kovetelmény pontosabb:

5.8. Definicio: & folytonos, ha létezik egy olyan f: R—R folytonos fiiggvény, amelyre (legfeljebb
véges sok pont kivételével)

F(t):j[f(x) dx .

Ekkor f(x) -et & siiriiségfiiggvényének nevezziik. m

A & és m v.v. azonos eloszlasuak, ha stiriségfiiggvényeikre f:(x)=f,(X) véges sok xeR pont kivételével. o
A "stiriiségfiiggvény” elnevezést az 5.15. megjegyzésben vilagitjuk meg.
5.9. Allitas: A stirtiségfiiggvény alaptulajdonsagai (axiomai):
0) f:R->R 1) f(x)=0 2) Tf(x):l. m

5.10. Allitas: haaz f:R— R (legfeljebb véges sok pont kivételével) folytonos fiiggvény rendelkezik a
fenti tulajdonsagokkal, akkor van olyan & valoszinliségi valtozo, aminek f a stirliségfiiggvénye. O

5.11. Allitas: (i) Ha & folytonos, akkor eloszlasfiiggvénye (F(x)) minden pontban folytonos.

(i) Ha F(x) folytonos és véges sok pont kivételével folytonosan differencialhatd, akkor van & folytonos
eloszlasu valoszintliségi valtozo, amelynek F(x) eloszlasfiiggvénye.

(iii) Ahol F derivalhato, ott F(x)=f(X) . m
5.12. Allitas: Ha F(x) folytonos x -ben, akkor P(&=x)=0 . m

Mire valo az f(X) siriségfiiggvény? Segitségével az alabbi kérdésekre tudunk gyors valaszt adni:

5.13. Allitas: ha & folytonos eloszlasu, akkor
Pa<é<b)=P(@a<é<b)=P(a<é<h)=P(a<é<b)=F(()-F(a) . o

Most osszefoglaljuk a fejezet legfontosabb képleteit:

5.14. Tétel: "Tipikus'" kérdések (és a valaszok)

P(&<b) = [ 1xdx = F(b)

P(a<t) = jw f(x)dx = 1-F(a) = 1- P(é<a)

Plast<b) = [ f(dx = F(b)}-F@a) (Newton-Leibniz szabily)
P(&=b) =0 (ha & folytonos v.v.)

P(&=c) = P(|E-c|<¢) = P(c-e<&<c+e) = F(cte)-F(c-¢) . O

5.15. Miért nevezziik f(x) -et siiriiségfiiggvénynek?
A Newton-Leibniz szabaly alapjan:
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Pz < X < z3) = / = Fle)ide

3. abra: A suriségfiiggvény

<
vagy masképpen:  lim Plas¢<a+ha) =f(a . o
Aa—0 Aa

5.16. Megjegyzés: Hisztogram (oszlopdiagram) és stirliségfliggvény kapcsolata:

0 255

4. abra: Nagy felbontdsu oszlopdiagram

5.17. Megjegyzés: Folytonos eloszlast vv. és tetszéleges beR szam esetén nyilvan P(&=b)= J.bb f(x)dx=0.

Azonban, ha b -nek csak "(nagyon) kis kornyezetét" vessziik, vagyis a "g kozel van b-hez" allitas valo-
szinliségét kérdezziik (azaz P(&xb) = P(b-e<&<b+e) =? ahol O<e kicsi), akkor P(Exb) aranyos f(x) -el,
legalabbis a "nagy" vagy "kicsi" nagysagrendet illeten.

5.18. Definicio: EQy diszkrét v.v. szimmetrikus eloszlasu, ha az 5.3.Definiciobeli {p1, p2, ... , Pn}
sorozat szimmetrikus és {X1, X2, ... , Xn} szadmtani sorozat.
Egy folytonos v.v. szimmetrikus eloszlasu, ha az f(x) stirtiségfiiggvénye szimmetrikus. i

5.19. Definicié: Diszkrét valoszinliségi valtoz6 médusza(i) a legvalosziniibb Xy érték(ek): mod:=xy
ha pk=P(xx) a legnagyobb(ak).
Folytonos valosziniiségi valtozé6 médusza(i) az f(x) strliségfiiggvény lokalis maximumhelye(i). O

Tehat egy v.v.-nak tobb modusza is lehet. Ha &-nek csak egyetlen modusza van, akkor &-t unimodalis-
nak hivjuk.
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5.20. Definicié: Diszkrét valdszintiségi valtozo medianja ("kozépen all") a kovetkez6 medeR valos
Szam:

ha van olyan xeR valos szam, amelyre F(x)='., akkor ezen x szamok egy intervallumot alkotnak, és
legyen med ezen (a,B) intervallum kozepe: med := (a+B)/2 .

ha az F(x) figgvény seholsem veszi fel az ' értéket, akkor med legyen a legnagyobb olyan xeR
amelyre F(x)<'2 (ahol F(x) "atlépi" ¥ -et).

Folytonos valosziniiségi valtozo medianja az F(X)= % egyenlet megoldasa, ha pedig tobb ilyen szam

van, akkor m ennek az intervallumnak a kézepe: med := (a+)/2 . o

A median tehat Iényegében azon X érték, aki a nagysag szerinti sorban "kézépen all".
5.21. Tétel: Ha & szimmetrikus eloszlasu, akkor med = M(§) . i

5.22. Tétel: Teszbleges & v.v. és deR esetén M(|&-med|) < M(|E-d]) . i

Valosziniiségi valtozok fiiggetlensége

5.23. Definicié: A & és m valosziniiségi valtozokat fiiggetlennck nevezziik, ha barmely X,y R valos
szamok esetén

P(l<x és n<y)=P(<x)-P(n<y). o

5.24. Allitas: Ha & és m diszkrét v.v., és lehetséges értékeik Im(E)={ x,,X,,....} illetve Im(n)={y,,¥,.... }.
akkor : & és n pontosan akkor fliggetlenek, ha

P(¢=x.,n=Yy;) = P(E=x%)-P(n=y;) . o

5.25. Tétel: Ha: & és n folytonos eloszlasuak, siiriiségfiiggvényiik f (x) illetve g(y), akkor: & és n

OPP(E<x,n<y) '
ox 0y =f(x)-9(y) . o

pontosan akkor fiiggetlenek, ha

Valosziniiségi valtozok fiiggvényei
A gyakorlatban néha el6fordul, hogy a mérési eredményt szamolassal még at kell alakitanunk (transz-
formalnunk), pl. mértékegység vagy mas atalakitas céljabol.

5.26. Definiciéo: Ha a mért §(w) értékre a g(x) fiiggvényt alkalmazzuk, akkor az mM(®):=g(&(w))
(roviden: n=g(&) ) mennyiség is egy valosziniiségi valtozo (ugyanazon Q eseménytéren), amit & -nak
g(x) szerinti transzformaltjanak neveziink. i

Nyilvan ha & diszkrét v.v., akkor n is diszkrét v.v., ha pedig & folytonos v.v. és g folytonos fliggvény,
akkor n is folytonos v.v.

5.27. Tétel: Ha a g(x) fiiggvény invertalhato, akkor n=g(&) eloszlasa:
Fn(X) = P(n<x) = P(9(&)<x) = P(e<g™(x)) = F(a2(x)) (xeR)

és ha & folytonos és g™ derivalhato, akkor

Fu(X) = Fr'(x) = (Fe(g™(x)))' = F'(97(0))-07 () = f(a(x))-07(X) . (xeR) O
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6. Varhato érték és szoras

Egyetlen mérés helyett altaldban tobbszor szoktunk mérni, €s a méréseket utana atlagoljuk, ismétl6do
értékek esetén sulyozzuk az értékeket.

6.1. Definicio: Ha & diszkrét v.v., lehetséges értékei { X,,.... } és eloszlasa {py,...} , akkor & varhato
értéke (expected value, E(E)) vagy atlaga (mean, M(E))

- ha & -nek véges sok lehetséges értéke van, akkor
M (5) = E(ég) :in Pi
i=1

- ha & -nek végtelen sok lehetséges értéke van, akkor
M(&) =E(&) =2 xp,
i=1
feltéve, hogy Z:|xi|pi <o, o
i=1

6.2. Definicio: Ha & folytonos v.v., stirtiségfiiggvénye f(x) , akkor & varhato értéke (expected value,
E(§)) vagy atlaga (mean, M(§))

M(£) = E@) = [x- () dx

amennyiben az I|X| f(x)dx improprius integral konvergens. i

—00

6.3. Megjegyzések: (i) E(E) arégebben hasznalt angol "expected value" (vart érték) kezdbbetiije, tjab-
ban inkdbb az M(&) jeldlést hasznaljuk, ami az angol "mean" (atlag!) szot jeldli.

(i) Ugy tapasztaljuk hogy a & mennyiség tobbszori mérésekor kapott értékek az M(&) atlag koriil inga-
doznak. Ezt a Nagy szamok gyenge torvénye (Csebisev-alak) tétel igazolja a Nagy szamok Fejezetben.

6.4. Tétel: A varhaté érték tulajdonsagai:

Ha £=c, akkor M(&)=c ("beragadta mérOmiiszer") .

Ha létezik M (&) , akkor M (a&+b)=aM(&)+b  (pl. °C helyett °F) .
Ha M(¢&) és M (n)létezik, akkor M(E+mn)=M(E)+xM(n) .

Ha a<£<b, akkor a<M(&)<b .

Ha 0<¢ , akkor 0<M(¢) .

Ha & és n fliggetlenek, akkor M (&n)=M(E)M(n) .

Ha &,&,,..&, fiiggetlen azonos eloszlasu valoszinliségi valtozok, akkor

M) =M(E) & M| =M@

No gk wdhE

8. Ha g:H cR—R folytonos fliggvény, akkor diszkrét eloszlas esetén

M(g(€) =2 9(x)P,

folytonos eloszlés esetén M (g(&)) = j g(x) f (x)dx .

13



9. Specialisan: g(x)=x* esetén M(£%) =Y x?p, illetve M(£%)= [x*f(x)dx . o
i=1 e

Megjegyezziik, hogy &;+&; (3.pont) és 2-& (2.pont) messze nem ugyanaz! Annak ellenére, hogy ha
&1, &2 és € azonos eloszlasuak (f(x) mindegyiknél ugyanaz), amib6l M(&1)=M(&2)=M(E)=m kovetkezik,
akkor M(&1+&p) = M(2:€) =2m .

Ugyanis: &;+&; = két fliggetlen ("megismételt") mérés dsszege, mig 2- egyetlen mérés eredményének
kettovel vett szorzata ("lusta pulzusmérés"). A kiilonbséget még jobban latjuk a 6.10. Tételben.

A szoras

Tobbszor tapasztalhattuk (pl. iskolai dolgozatok osztdlyzatainal), hogy az atlagtdl valo szorodas néha
kicsi, néha nagy. Ezeket az eltéréseket nyilvan atlagolnunk kell.

Ha &-nek van varhato értéke, akkor M(£—M(&£))=0. M(E-M(&)|) sem jo, nem kdnnyi szémolni.

De (£-M(&))? akis eltéréseket még kisebbé, a nagyokat még nagyobba teszi, ezért a M ((£—M (£))?)
mennyiséget hasznéljuk az ingadozas mérésére.

6.6. Definicio: A & V.v. szorasnégyzete D(£)=M((E—M(£))?) (amennyiben ez a kifejezés véges),

szorasa D(£) =M ((E-M(©))) . g

6.7. Allitas: A fenti, gyok alatti mennyiség nemnegativitasa biztositott a varhato érték 6.4. Tétel 5) tulaj-
donsaga miatt, tehat gyokot lehet vonni. O

6.8. Allitas: Ha M (&?) véges, akkor 1étezik a szorasnégyzet és  D?(&) = M (E2)-M?(¢) .
Bizonyitas: A 6.4.Tétel pontjait alkalmazva

D) =M(E-ME))=M(E" -2 M©) +M?(€))=M(E) -2MEM (£) + M*(§) =

=M (&) -M*(&)
6.9. Kovetkezmény: A varhato érték (6.4.Tétel 9.) tulajdonsaga miatt a szorasnégyzetre a kovetkezo
szamolasi képleteink vannak:

2
diszkrét valoszintiségi valtozo esetén: D?(&) = z X2p; — (z X; piJ :
i=1 i=1

2
folytonos valészintiségi valtozo esetén: D (&) = j xzf(x)dx—[ j xf (x)de .o

—0 —00

6.10. Tétel: A szérasnégyzet és a szoras tulajdonsagai:
1. &=c akkor és csak akkor,ha D?*(&)=D(&)=0 . ("Beragadt a mérémiiszer".)
2. D’(aé+b)=a’D*(¢) ¢és D(ac+b)=[aD(¢) .
3. CSAKHa ¢ és np fiiggetlenek, akkor
D’(g+m) =D*(©)+D*() ¢ D(Exm)=yD*(&)+D*(n) .

4. Ha ¢&,¢&,,..&, fiiggetlen, azonos eloszlasu valosziniiségi valtozok, akkor

D*(Y£)=n-D(&) . D(Zf nj:@ ,

14



[xz;»a5m4>,r{zanQ=2%ﬁ. :
i=1 i-1 n
Megjegyzések: felhivjuk a figyelmet arra, hogy a 3. pontban mind £+n mind &1y esetében D?(£)+D%(n)
szerepel ("Pitagorasz tétel") !

A 6.4.Tétel utan tett megjegyzést folytatva: ha &;, & és § azonos eloszlasuak (f(x) mindegyiknél
ugyanaz), akkor egyrészt D(&;)=D(&2)=D(§)=0, masrészt (a fenti 3. és 2. pontok alapjan)

D(&1+&2) = \/D2 (£,)+D%(E,) =v2-06> =+/2-c  (két fiiggetlen mérés dsszege)

mig
D(2:€) =2:D(§) =2-c (egyetlen mérés "felszorozva" 2-vel).
Lathato, hogy két fiiggetlen mérés osszegének szorasa joval kisebb (kb.30%), mint ha egyetlen mérést
szoroznank 2-vel, vagyis nem érdemes lustanak lenniink: két mérés 6sszege sokkal pontosabb !

. E-M(®)

6.11. Definicié: Tetszéleges & vv.eseténa & : D) valdszinliségi valtozot a & vv. standardi-

zaltjanak (standard valtozata) nevezziik.
Ugyanis, altalaban & és & eloszlasa ugyanaz, és M(£)=0, D(£)=1.

7. Nevezetes diszkrét eloszlasu valosziniiségi valtozok

Az alabbikban Im(&)={x1,....Xn} vagy Im(&)={xi,....Xn,...} €s hasznaljuk a py :=P(§=Xx) roviditést
ahol keN tetszéleges természetesn szam.

7.1. Diszkrét egyenletes eloszlasu valosziniiségi valtozok

7.1. Definicio: & diszkrét egyenletes v.v., ha Im(§)={xy,....xn} egy tetszéleges véges halmaz és & mind-
egyik x; értéket ugyanakkora valosziniiséggel veszi fel, azaz p; =P(£=x;) = 1/n minden i=1,...,n esetén. O

7.2. Példaul szabalyos dobokockaval dobunk, a fizetendd 6sszeg utols6 szdmjegye, véletleniil mondunk
egy szamot 1 és n kozott, a dobozban levé n db (kiilonb6z6) tombolajegyek szamai {Xy,...,Xn}, szabalyos
sokszdg alapt egyenes hasab (majdnem henger) alaku ceruza oldalaira kiillonb6z6 szamokat irunk és a ce-
ruzat elguritjuk, stb.

n n h 2
X Xt X 2| 2
7.3. Allitas: M(g) ==L —=2T27T 0 g D(E) =M(E)-MA(¢) = || EL
n n n n
(Ez 1ényegében csak a definicio felirasa, tehat ellendrzése nem nehéz hazi feladat. o

7.2. Hipergeometrikus eloszlasu valoszintliségi valtozok

7.4. Definicio: Legyenek N,S,neN rogzitett természetes szamok, N>2, O0<S<N, 1<n<S§,
0<N-S<n . Ekkor & hipergeometrikus eloszlasu v.v. az S,N,n paraméterekkel, ha & lehetséges

értékei Im(E) = {0,1,...,n} és
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(SJ[N ! SJ

k A\n—k

Pk (&=k) N m
n

ahol (] természetesen binomidlis egyiitthatokat jelol.

7.5. Allitas: Az alabbi tipust kisérletek, melyeket visszatevés nélkiili mintavételeknek neveziink,
hipergeometrikus eloszlasuak. Tegyiik fel, hogy egy halmazban N db elem van, amelyek kozott S db
masmilyen, mint a tobbi (példaul selejt). Visszatevés nélkiil, akar egy marokkal kivesziink koziiliik n -et.
Legyen § a kivett elemek kdzott a masmilyenek (S-beliek) szama. Ekkor & hipergeometrikus v.v.

Az allitas belatasa nem nehéz, hazi feladat. O

7.6. Példak: ot kartyat huzva hany pirosat kapunk; héanyas talalatom lehet a lotton; 70 konzervbdl (20%
selejt) harmat valasztva hany selejtet kapok; 13 tételbol (4 algebra) kettt hizva hany algebrat kapok, ... .

7.7. Tétel: M(é):n-% (=np) és D(f):\/np(l— p)(l_’:;_llj ahol p:% _

/ n-1 .
(A 1- N1 szorzotényezdt korrekeiods tényezonek hiV_]uk.)

A 27. oldalon levd tablazatban S helyett K szerepel.

7.8. Tétel: Hanéskallando, S—>o, N >, %—> p = allandd, akkor

Ny

k A\n—k ny . x

4 - 1-p)"

0 T :
n

7.9. Magyarazat: A fenti tétel szerint a hipergeometriai eloszlasu v.v. hoz tartozé valdszintiségek hatar-

értékben a binomialis eloszlashoz (lasd kov. fejezet) tartozo valdsziniiségekhez tartanak. Ez 6sszhangban

azzal a tapasztalati ténnyel és elméleti meggondolassal, hogy nagy elemii sokasag (alaphalmaz) esetén
majdnem mindegy, hogy visszatevéssel vagy visszatevés nélkiil valasztunk ki elemeket.

7.3. Binomialis vagy Bernoulli eloszlasu valésziniiségi valtozok

7.10. Definicié & binomialis vagy Bernoulli eloszlast v.v. az n,p paraméterekkel, ha neN tetszéleges
nemnulla természetes szam €s 0<p<l tetszdleges szam, tovabba ha & lehetséges értékei (1)

Im(E) = {Xo,X1,....Xn} = {0,1,2....n} és eloszldsa: tetszéleges k=0,1,2...,n esetén

n k n-k
pe=P(E=K = (kjp 1-p)
n
ahol (k] a binomialis egylitthato. o

7.11. Tétel: A kovetkezo tipust kisérletek, melyeket visszatevéses mintavételeknek neveziink, binomia-
lis eloszlastak. Rogzitsiink egy kisérletet () és egy AcQ eseményt, rogzitsiink egy tetszéleges neN ,
n=0 tetszOleges természetes szamot, és legyen p=P(A). Most végezziik el a kisérletet n -szer egymas utan,
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teljesen azonos koriilmények kozott, egymastol fliggetleniil, és jeldlje (szamolja) & azt, hogy az n kisérlet
alatt hanyszor kovetkezett be az A esemény. Ekkor £ binomidlis eloszlasu v.v. az n,p paraméterekkel.
Ennek belatasa nem nehéz, hazi feladat. ]

Hangstlyozzuk, hogy a fenti tételben emlitett feltételek ("teljesen azonos koriilmények kozott, egymas-
tol fiiggetlentil") nem mindig teljesiilnek maradéktalanul a gyakorlatban, az ilyen kisérletsorozatok tehat
nem teljesen binomialis eloszlasu v.v. -K.

7.12. Példak:
a) 10-szer guritunk egy kockaval, & a dobott hatosok szama, ekkor & binomialis eloszlasu az n=10

és p=1/6 paraméterekkel. Azonos feladat: egyszerre guritunk 10 szabalyos kockat, amik nem
akadalyozzak (befolyasoljak) egymast.

b) 7-szer feldobunk egy szabalyos érmét, & a dobott fejek szama. £ binomialis eloszlast az n=7,
p=0.5 paraméterekkel.

C) Visszatevéses mintavételek: visszatevéssel (=egyesével) valasztunk rogzitett N elem koziil n-szer.
Az Osszes elem kozott S db selejtes van. Legyen & a kivett elemek kozt a selejtes elemek szama.
Ekkor & binomialis eloszlastiaz n és a p=S/N paraméterekkel.

d) Visszatevéssel valasztunk a magyar kartyabol 5-szor, £ a kivett lapok kozt a pirosak szama. Ekkor
& binomialis eloszlast az n=5 és p=8/32 paraméterekkel.

7.13. Allitas: Ha & binomialis v.v., akkor M(&)=np és D(&) =./np(l—p) . O
7.14. Allitas: Ha & binomialis v.v., akkor & legvalésziniibb értéke (modusza)

m = [(n+1)p] akkor,ha (n+1)p nem egész szam,

m=(n+l)p és m=(n+1)p-1, akkor,ha (n+1)p egész szam,
ahol [x] az x valos szam egész részét (lefelé kerekités vagy csonkitas) jelenti. m

7.15. Tétel: Ha &, binomialis eloszlast val. valtozo az n, és p paraméterekkel, &, binomialis eloszlasu
val. valtoz6 az n, és (ugyanazon!) p paraméterekkel, valamint & és &, fliggetlenek, akkor & +&, is
binomidlis eloszlasu valoszinliségi valtozo az n=n, +n, és p paraméterekkel. O

7.16. Tétel: Ha n — o0 és p — 0 Ggy, hogy np = A= éalland6, akkor

n k n—k lk -2
(ka @-p) —>Ee ) O

A legutolso eredmény, tobbek kozott, segitségiinkre van py kiszamoléasaban. Ugyanis nagy n , k és kis
p esetén a binomialis egylitthatd nagyon nagy mig pk nagyon kicsi, és ezek szorzata nagy pontatlansagot
okoz a szamologépeken. A Poisson-eloszlasok (kov. fejezet) alapja a fenti 7.16.Tétel.

Példa: n=1000, p=0.002, k=10, => p*=0.002"° ~ 1.024x10%", (1-p)"*=0.998%" ~0.1378,
n) (1000) 1000-999-...-991
k) 10 10!
PBeM(E=k) ~ 2.634x10"% * 1.024x10" * 0.1378 ~ 3.7168x10" .

A 7.16. kozelités szerint: A = 1000*0.002 = 2, ezért
10

PPoIsS(e=k) = 2—e‘2 ~3.8190x107%, és a kozelités hibaja:
10!

~2.634x10"% | igy

3.8190%1075/ 3.7168x10° ~ 1.0275 miatt a hiba ~2.75% .
Vegyiik észre, hogy a PP kozelitd képlet kiszamitasa sokkal egyszer(ibb minta P®*™ pontos képlet!
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Tétel: Ha & és &, fiiggetlen binomialis eloszlasu v.v. az (ny, p) illetve az (ny, p) paraméterekkel (p
ugyanaz!), akkor & +¢&, is binomialis eloszlasu v.v.az (ni+ny, p) paraméterekkel. o

A fenti allitas szemléletesen azt mondja ki, hogy ha egy (p valdszintiségii) kisérletet elvégziink n; -szer,
majd folytatjuk egy masik, n; -szor megismételt kisérletsorozattal, akkor ez végeredményben egy ni+n,
hossza binomialis eloszlast v.v., a p paraméterrel. Lényeges azonban, hogy a két kisérletsorozatban
ugyanaz a p paraméter szerepel!

PBeM(E=k) dsszegeinek kozelité szamitasa a 10.5. (CHT) vagy a 10.6. (Moivre-Laplace) tételek, vagy
a Fiiggelékben talalhaté Larson nomogram hasznélhato.

7.4. Poisson eloszlasu valészintliségi valtozok

7.17. Definicié: A & v.v. Poisson eloszlasut a A >0 valos paraméterrel, ha lehetséges értékei Im(€) = N

={0,1,2,....,n,...} az osszes természetes szam, és eloszlasa (e ~2,71828 az Euler-féle szam)
k

A
P=PE=K) = e :

7.18. Alkalmazas: A Poisson eloszlasok egyik alkalmazasa, mint az el6z0 fejezetben emlitettiik, a bino-
midlis eloszlasok kozelitése nagy n és kis p esetén. Erre egy mintapéldat a 10. fejezet végén mutatunk.

7.19. Példak: "egységnyi" teriileten/hosszon/térfogatban keletkezett anyaghibdk/aknak szadma (textil/cs6/
agyag), adott térfogatban levé mazsolak/kavicsok/csillagok szama, adott id6intervallumban a telefon-
hivasok/ligyfelek/csillaghulldsok/féltéglak szama, adott oldalszdmban levd sajtohibak szdma konyvben.

Altaldnosan ezeket a problémakat a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg:  rogzitiink egy "fizikai
halmazt”, ami lehet térbeli (vagy sik- vagy egyenesbeli) halmaz vagy iddintervallum, ezt a fizikai
halmazt a tovabbiakban egységesen "V térfogatnak" hivjuk. Tegyiik még fel, hogy ezen a halmazon
belill sok, egymastdl fiiggetlen jelenség Iéphet fel, melyek egyszerre torténd megjelenése négyzetesen
csokken. Ekkor bebizonyitott tétel, hogy &, a fellépett jelenségek szama, Poisson v.v.

Ebbdl a megfogalmazasbol ugye érezhetd a Poisson és binomialis eloszlasok hasonlosaga, amit a 7.16.

Tétel 1gazol. o
7.20. Tétel: Ha & Poisson v.v. A >0 paraméterrel, akkor M(&) =4 és D(E) =/ . O
7.21. Tétel: & legvaldsziniibb értéke (modusz):

(4] ha 4 nem egész szam ,

A és A-1 ha 4 egész szam . m

7.22. Tétel: Ha &, Poisson eloszlasu val. valtozé a A, paraméterrel, &, Poisson eloszlasu val. valtozo a
A, paraméterrel, valamint &, és &, fiiggetlenek, akkor & + &, is Poisson eloszlast valoszinliségi valtozo
az A=A +A, paraméterrel.

Kovetkezmény: Ha & Poisson eloszldsti a V térfogaton A paraméterrel és teR™ tetszéleges pozitiv szam,
akkor & lesziikitése/kiterjesztése a V/t térfogatra szintén Poisson eloszlasti A/t paraméterrel (teR™).
Ezt a jelenséget roviden ugy hivjuk, hogy a Poisson eloszlasok korlatlanul oszthaték.

Példa: Evente kettd féltégla esik a fejemre. Mekkora valosziniiséggel iszom meg a mai napot?
Megoldas: & = "évente hany féltégla" = A:=M(E) =2, n="naponta hany féltégla" = n=£/365
= Ay = Ae/365=2/365 = P(n=0)=(L,)° /0! *e™ =1%%%5~0.99454 ~0.99.5% .

Lasd még a 8.12. Tételt.
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7.5. Geometriai eloszlasu valosziniiségi valtozok

7.23. Definicié: & geometriai eloszlasu v.v. a p (0< p<1) paraméterrel, ha & lehetséges értékei
Im(&) =N ={1,2,...,n,...} az Gsszes pozitiv természetes szam, és  eloszlasa:

pk=P(E=k)=p-(1-p)*. O

Megjegyzés: szokas a q:=1-p roviditést hasznalni, ekkor py képlete: px = p-g“* . Ezért hivjak & -t mér-
tani (geometriai) eloszlasnak, hiszen ekkor (p1,p2,...) egy mértani sorozat.

7.24. Tétel: A gyakorlatban a kovetkezo kisérletek mértani eloszlasu v.v.-k: egymastol fiiggetleniil vé-
gezzlik ugyanazt a kisérletet, legyen A egy rogzitett esemény, amelynek valosziniiségét jelolje p:=P(A) és
legyen 0O<p<l . Ha a kisérletet addig ismételgetjiik, teljesen azonos korilmények kozott, egymastol
fliggetleniil, amig az A be nem kdvetkezik, és £ azt a legkisebb természetes szamot jeldli, ahanyadik ki-
sérletnél A legeldszor bekovetkezett (“addig, amig"), akkor & eloszlasa geometriai, a p paraméterrel.
Ennek belatasa nem nehéz, hazi feladat.

7.25. Példak: addig jar a korso a kutra, amig el nem torik,
addig jarunk vizsgazni, amig végre sikeriil a vizsga,
addig iitlink a didra kalapaccsal amig meg nem reped,
addig l6viink az ellenségre amig el nem talaljuk,
addig ugrunk arkot, amig végre szaraz ruhaval megtsszuk,
addig stoppolunk, amig felvesz egy auto,
addig vonulnak el a haremholgyek Szindbad elétt, amig Szindbad nem valaszt, ... .

Megjegyezziik, hogy a valodi, gyakorlati életben nem mindegyik fenti példaban illetve nem mindig telje-
stilnek maradéktalanul a feltételek ("teljesen azonos koriilmények kozott, egymastol fiiggetleniil"). Gon-
doljunk csak a vizsgékra vagy a didkra: a kdvetkezd vizsgara/didra mar jobban késziiliink/iitiink, vagy ép-
pen idegesebbek vagyunk, jobban izguluk vagy puskazunk, no és ki hallott mar a "8 645 -dik vizsgarol™ ?
Ide kapcsolodik még a 8.14. Tétel is. i

7.26. Tétel: Ha & geometriai eloszlast v.v. p pararméterrel, akkor

J1-p

M@= & DE=Y"L :
p p

Gyakorlati feladatoknal sokszor felmeriil a "hany kisérlet lesz elég?" kérdés:

7.27. Allitas: P(e<k) = 1- (1-p)* = 1-g°  (ahol g=1-p).

Bizonyitas: (ezt a szamolast feladatnak is kitlizhetnénk, tehét kivételesen hasznos lesz atolvasnunk):
: -1 -1
P(E<K) = P(E=1) + P(5=2) + .. + P(E=k) = p +pat +pa’ + ..+ pgi=p T =p ==

q-1 -p
Hasonléan kapjuk: F(k)= P(£<K) = 1-q** = 1-(1-p)** .

1-qk . O

Példa: Ha k akérdés, vagyis "hany vizsga elég o valoszintiséggel”, akkor nyilvan P(E<K) = 1-g*> o,
ahonnan 1-a>q*, a megoldas pedig  logg(l-a) <k  (g<1 ezért logy Szig.mon.csdkken).
Zsebszamologéppel:  1ogq(1-o) = lg(1-a) / 19(q) .

7.28. Tétel: Ha & geometriai eloszlasu valdszinliségi valtozo, akkor
P(E>m+n|&E>m)=P(>n) ,
vagyis, az eddigi kisérletek nem befolyasoljak a tovabbiakat (" § nem oregedé").
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Bizonyitas: P(§>k)__z P(&=i)= Zp(l p)'™* = pl- p)* m_(l— p)*. m+n>m miatt

P(>m+nné&>m)=P(£>m+n)=1-p)™", igy P(§>m+n|§>m)=w

T

8. Nevezetes folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozok

8.1. Folytonos egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozok

8.1. Definicio Tetsz6leges rogzitett a,beR valds szamok, a<b esetén & folytonos egyenletes eloszlasi

V. y y Suruse u venye I . O

Ebben az alfejezetben nagyon egyszeriien bizonyithato (kiszamolhato) allitasok vannak, a szamolasok
elvégzése mindegyik esetben hasznos hazi feladat.

0 ha x<a
8.2. Allitds: :bi ¢ F()=12"% ha a<x<b . 0
1 ha x>b
. a+b b-
8.3. Allitas: M(&)=—— ¢és D(&)=— o
; ©O=""

8.4. Tétel: A gyakorlatban a kovetkezo kisérletek folytonos egyenletes eloszlasu v.v.-k: véletlenszerien,
minden befolyastol mentesen, "egyenletesen” valasztunk az [a,b] intervallumban egy x valos szamot. O

A fenti és az alabbi allitasok is igazoljak a folytonos egyenletes eloszlasok és a geometriai valdszini-
ség (3.fejezet masodik része) azonossagat!

8.5. Példak: henger alakt ceruzat elguritva mely pontjan all meg,
papirszalagot hol vagunk ketté, palcat hol toriink ketté,
buszmegalloba megyiink ki "csak tigy", a buszok egyenletesen 15 percenként jonnek, stb.

8.6. Allitas: P(c<&<d) = d;a aranyos a [c,d] intervallum hosszaval, ha [c,d] < [a,b]. i

o

8.2. Exponencialis eloszlasu valésziniiségi valtozok

8.7. Definicié Tetszoleges rogzitett LeR™ pozitiv valds szdm esetén & exponencialis eloszlasa v.v. a
A >0 paraméterrel, ha stirliségfliggvénye
27 ha x>0
f(x) = -
0 kilénben : m
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Megjegyzés: A gyakorlatban a kovetkez6 kisérletek exponencidlis eloszlasu Vv.v.-k: gépek, élettelen
targyak (pl. izzok, gumiabroncsok, stb.) élettartama, azaz a tonkremenésig eltelt idd, radioaktiv anyagok
lebomlasa (ez is ¢élettartam). Tovabba: varakozasi idok (pl. hivatalban, pénztarnal, benzinkutnal), tele-
fonhivasok hossza, vagy a kovetkezé eseményig (pl. csillaghullasig, telefonhivasig, alkatrész-cseréiQ)
eltelt idok. Ezek nem elméleti tételek, hanem gyakorlati tapasztalat, pontosabban statisztikai modsze-
rekkel (“illeszkedésvizsgalat™) ellendrzott tények.

Az exponencialis eloszlas a geometriai eloszlas folytonos analogonja. o

0 ha x<0

8.8. Tétel: Ha & exponencialis eloszlasa v.v. a A paraméterrel, akkor F(X) = ., .
1-e™ ha x>0

8.9. Tétel: M (&)= D(§):% .0

8.10. Tétel: Ha & exponencialis eloszlasu val. valtozo, és x>0, y>0 tetszéleges szamok, akkor

P(&=x+ Y|ég >y)=P({2Xx) . (" & orokifju, nem dregedd™) O

A fenti egyenléség kiszamolasa nem nehéz, javasolt hazi feladat. Erdemes még 6sszehasonlitani a 7.28.
Tétellel is. A kovetkezo tétel kiemeli az 6rokifju tulajdonsag és az exponencialis eloszlas kapcsolatat.

8.11. Tétel: Ha & folytonos eloszlasu, F(0)=0, F(x)<1, F minden nemnegativ X -re derivalhato,
IE)m F(X)=4>0 és & orokifju, akkor & exponencialis eloszlasa v.v. m

8.12. Tétel: Az exponencialis eloszlas és a Poisson eloszlas kapcsolata:
Legyenek ¢&,&,,....fliggetlen exponencialis eloszlast v.v. azonos Ag paraméterrel, legyen T>0 rogzitett,

¢és legyenna T "id6pontig tonkrement/kicserélt alkatrészek" szdma, azaz legyen Im(n)=N, és legyen:
n=0 ha &>T, n=1 ha & <T de& +¢&,>T,

¢és altalaban
k+1

n=k ha Zk:.fiST de D &>T.

i=1 i=1
Ekkor 77 Poisson eloszlasu v.v.a Ay =A: T paraméterrel. m

8.13. Példa: Egy bizonyos tipust izz6 élettartama exponencialis eloszlasu valosziniiségi valtozo (§) 1000
oOra varhat6 értékkel (M(€)). Ha egy izz6 tonkremegy, azonnal kicseréljikk egy ugyanolyan tipusi masik
izzora, aminek az élettartama fliggetlen az el6z6 izz6 élettartamatol. Mennyi a valoszintisége annak, hogy
2500 ora alatt 2 izzdcsere sziikséges? (Azaz P(m>2)=?)

Megoldas:

M(£)=1000, a 8.9. Tétel szerint A:="/1000, a fenti tétel szerint A =>""/1000=2.5, ezért

P(n>2) = 1-P(n<2) = 1-P(n=1)-P(n=1) = 1 - e2°. ((2.5)%/0! +(2.5)"/11) ~ 0.7127 .

8.14. Tétel: az exponencialis eloszlas és a geometriai eloszlas kapcsolata:
Ha & exponencidlis eloszlasu V.v.a A: paraméterrel, akkor 7= [€]+1 geometriai eloszlasu v.v. a
p,=1- e’ paraméterrel.
Bizonyitas: 7 értékei lehetnek 1,2,3,... , és

P(n=k)=Pkk-1<&<k)=F(k+D)-F(k)=1-e* —(1-e** D)= *tDa_e*) . O
Magyarazat: 7, jelentése: hany (egész) 6raig mikodik & , meddig kell még varnom, hogy tonkremenjen,
vagyis "egy-egy kockadobas" ="1 oraig miikodtetem" . A percdij alapti szamlazas ("minden megkezdett

perc egészben Kifizetendd"), vagy parkolas is a fenti n -val szamolhat6: P(k percet fizetek) = P(n=k) =
= (1-pn)" * py .
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8.15. Példa: Egy telefontarsasag folytonos (masodperc) alapon szamlaz, 20 Ft/perc dijjal. Egy maésik
tarsasag perc alapon szamlaz 15 Ft/ perc illetve percdijjal. Melyik szdmlazasi médot érdemes valasztani,
ha egy hivas hossza exponencialis eloszlasu valdszintliségi valtozo 2 perc atlagos értékkel?

Megoldas: Legyen & a hivas hossza, 6, a folytonos alapon szdmlazott dij, 6, a perc alapon szamlazott

dij. Ekkor
=38.1 Ft.

1
1_g 05 -

Sé6t, ha 16 Ft a percdij, akkor M(&) = 16 M([E]+1) ~ 40.67, mar 40 Ft f61¢ keriil a varhato érték. i

M(6,)=20M(£)=40 Ft és  M(6,)=15M ([£]+1) =15

9. Normalis- és szarmaztatott eloszlasu valosziniiségi valtozok

9.1. Normalis eloszlasok

9.1. Bevezetés: Nagyon sok fizikai és egyéb mennyiség nagyon sok egyednél tortént mérésének tanul-
manyozasa utan jutott Gauss arra a kovetkeztetésre, hogy a mennyiségek hisztogramjait (oszlopdiagram-
jait) jol kozelitik az e fiiggvény linedris ("vizszintes és fliggdleges") transzformécioi.

Altaldban olyan mennyiségekrél van sz6, amelyek nagyon sok, apré +/- hatds dsszegezédéseként jon-
nek létre (testmagassag, tomeg, térfogat, fesziiltség, stb., dltalaban minden fizikai mennyiség).

Ezen feltételezés szemléltetésére sok példat lathatunk: tobb kocka dobdsainak dsszege (lasd a hon-
lapomon ¢€s az alabbi rajzon), Galton deszka ( https://hu.wikipedia.org/wiki/Galton-deszka ), stb. Ezt a
jelenséget a 10.5. "Kozponti Hatareloszlas Tétel" (CHT) és a Statisztika targy "llleszkedésvizsgalat"
modszere igazolja majd.

0.09
0.08
0.07 —+
0.06 —+
0.05 "

oon L ]
0.03 —+
0.02 —+

0.01 ~+

0 —M+l

N O OO O — N M S 10D ©~ 0 O

- e e e e e o o v e

20

— N ™M g 0O~ 000 —NMSE O~ 000 — N
N NN N NNNNNOOOOOOO®mOO0s 3 S

5. abra: Hét kocka osszegének eloszldsa
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/7kocka.gif

1 -
9.2. Definicio: & standard normalis eloszlasu v.v., ha strtiségfiiggvénye f(x) = Te 2 (xeR).o
T

9.3.Tétel: M(&)=0 ¢és D(£)=1. o

9.4. Megjegyzések: Erdemes alaposan tanulmanyoznunk az e fliggvény és linearis transzformaltjai-
nak képleteit és grafikonjait! Lasd még a 6. abrat és az utana irt megjegyzéseket is!
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9.5. Jelolés: D(x) :=F(x)= J f(t)dt ahol f(x) a 9.2.-ben szerepl6 stiriiségfiiggvény (xeR) i
®(X) nyilvan a standard normalis eloszlast v.v. (kumulativ) eloszlasfiiggvénye.
Tudjuk, hogy ®(x) szigortian névekvé (hiszen f(X) pozitiv), és igy 0<d(x)<1 minden xR esetén.

9.6. Allitas: @(—x) =1—-D(x) és O(y) =-d(1y) tetszbleges x,yeR esetén.

Bizonyitas: f(x) nyilvan szimmetrikus az origora (paros figgvény), azaz f(-x)=f(x), ezért barmilyen 0<x esetén
D(-x) = F(-x) = P(E<-x) = P(x<§) = 1-F(x) = 1- O(x) . m

Kévetkezmény: — & is standard normalis eloszlasa v.v.

Megjegyzések: Liouville tétele szerint a 9.5. integral nem szamithaté ki pontosan, azaz nincs pontos
képlet a ®(x) fiiggvényre. Csak kozelitéleg lehet d(x) értékeit kiszamolni, egy egyszeriibb tablazatot és
néhany kozelitd képletet a Fiiggelékben ismertetiink. A 9.6. 0sszefiiggés szerint elég csak nemnegativ X
értékekre kiszamolnunk és tablazatba irunk ®(X) értékeit!
Gyakoroljuk a (pl. a jegyzet végén levd) tdbldzat haszndlatat, példaul:

®(-1.2) = 1-®(1.2) ~ 1-0.8849 = 0.1151,

®(3.9) ~0.9999 mert ®(3.8) ~0.9999 és ®(3.8)<d(3.9)<1.

®7(0.99)22.33 mert ®(2.33)=0.99,

®7(0.05) = -®™(1-0.05) = -®™*(0.95) ~ -1.645 mert ®(-1.645) = 1-D(1.645) ~ 1-0.95=0.05 .

9.7. Definicié: Legyen & standard normalis eloszlasu v.v. és legyenek m,o €R tetszbleges valos sza-
mok, o>0. Ekkoraz n=oc-&+m valdszinliségi valtozot m,o paraméterii normalis eloszlasi v.v. -
nak nevezzik éserrea 7~ N(m,o) jelolést hasznaljuk ! i

Az alabbi tétel ekvivalens definiciot jelent a normalis eloszlasok részére:

—(x-m)?

9.8. Tétel: n strtségfiiggvénye f(x)= ! e 2°°  minden valds X -Te. o
N2rwo
9.9. Allitas: M(7)=m és D@p)=0c . O
P . X—m
9.10. Tétel: 1~ N(m,o) esetén Fy(X) = Fmo(X) = CD( j : o
o

Megjegyzés: A 9.10.Tétel szerint barmely normalis eloszlas Fr 5(X) eloszlasfliggvénye d(X) -bol
kiszamolhato, vagyis elég egyetlen tablazat szamitasainkhoz.

=10
o =5.0

I L1 I I L1 I e

i
6. abra: Normalis eloszlasok stiriiségfiiggvényei

Lathatod, hogy az f(X) strségfiiggvények mindig szimmetrikusak az x=m fiiggbleges egyenesre, és

kisebb szords essetén karcstibbak és magasabbak, nagyobb szoras esetén pedig szélesebbek és alacso-
nyabbak. Az 5.17. Megjegyzés és a fentiek alapjan, ha m -nek csak "(nagyon) kis kornyezetét" vizsgaljuk,
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akkor a P(E~b) valosziniiség kisebb szoras (o) esetén nagyobb, nagyobb szoras esetén kisebb. Ezt a jelen-
séget az alabbi tétel is megerositi.

9.11. Tétel: "k-szor szigma szabaly™ :
Ha &~N(m,o) és keR" tetszbleges pozitiv szam, akkor P(m—ko <& <m+ko) =2d(k) -1 .

Az egyenldség konnyen kiszamolhat6 a 9.10. és 9.6. Osszefliggések alapjan, tanulsadgos hazi feladat. o

Jelentése: Annak a valdszintsége, hogy & értéke a varhato értékének "k*szordsa" sugaru kornyezetébe
esik, pontosan 2-®(k)-1.

Ha k-o helyett ¢ -tirunk, akkor a tétel igy irhat6: P(m-e<&<m+g) = 2-®(e/o)-1

mert P(m-e<g<m+eg) = F(m+e)-F(m-¢) = O(e/o)-D(-e/o) = D(e/o)-(1-D(e/o)) = 2-D(e/o)-1 .
A tétel specialis eseteit érdemes kiilon is kiszdmolnunk:

9.12. Tétel: Specialis esetek:
k=1 = Pm-o<&<m+0)=0.68,
k=2 = P(m-20<&{<m+20)=0.95,
k=3 = PMM-30c<&<m+30)=0997 . ©

9.13. Tétel: Ha & ~ N(m,o) és p=ac+b, a=0,akkor 7~N(am+b,lao) . O

9.14. Tétel: Ha &~ N(m,,0,) és n~N(m,,o,) fuggetlen valdszinliségi valtozok, akkor

E@in~N(mlim2,1/Gf+G§). O

Megjegyzés: Az altalanos 6.4. és 6.10. Tételekbdl mar tudjuk, hogy &tn varhatd értéke mitm, és

szorasa /o +o5 , aTétel ujdonsaga az, hogy: "normalis eloszlasok dsszege is normalis eloszlas" ! o
Az alabbi, gyakorlatban is fontos 0sszefiiggés mar konnyen kovetkezik az el6z6é Tételbol:

9.15. Tétel: Ha &,&,,...&, ~ N(m,o) fluggetlen, azonos eloszlast normalis v.v.-K, akkor

n
: 24
> & ~N(moJn) & L~ N(m,ij : O
i-1 n \/ﬁ
Megjegyzés: Mint mar tobbszor emlitettilk, a gyakorlatban egy mérés helyett tobbszor mériink és
atlagolunk, ezaltal a szoras csokken, a pontossag nd. Jo tudnunk azt is, hogy az 0szeg €s az atlag is
normalis eloszlasu V.N. O

9.16. Példa: egy feln6tt tdmege normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozo 75 kg varhato értékkel és 15 kg
szorassal , egy iskolas gyerek tomege normalis eloszlasu 35 kg varhato értékkel és 6 kg szordssal. Ha a
két személy tomegét fliggetlen valdsziniiségi valtozonak tekintjiik, akkor

a) mekkora valoszintiséggel lesz egy feln6tt tomege nagyobb, mint egy gyerek tomege,

b) mennyi a valdszinlisége annak, hogy az 6ssztomegiik 80 és 140 kg kozé esik?
Megoldas: Legyen &; = egy felndtt tomege, & = egy gyermek tomege. Ekkor

a) P(&1>&y) = P(&1-&2>0) = 1-F,(0) ahol n=&:-&; . A tételek szerint M(n)=M(&1)-M(&2) = 75-35 = 40
és D?(n)=D?(&1)+D?%(&2) = 15%+6% = 261 azaz D(n)=V261 ~ 16.155, tehat 1 ~ N(40,16.155).
Tehat P(n>0) =1-F,(0) =1-® (106_14;;) ~ 1-®0(-2.476) = 1- (1-9(2.476)) = ®(2.476) ~ 0,9931, vagyis
(a fenti adatokkal) 99% valosziniiséggel lesz egy feln6tt tomege nagyobb, mint egy gyerek tomege.

b) P(80<&;1+E,<140) = P(80<6<140) = F¢(140)-F¢(80) ahol 0=&;+&, . A tételek szerint M(0) =
M(E)+M(E2) = 75+35 = 110 és D*(0)=D?(£,)+D?*(&p) = 261, azaz D(0)=V261 ~ 16.155, tehat
0 ~ N(110,16.155). Ekkor pedig
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Fo(140)-Fo(80) = (D[140—110) _®(80—110

16.155 16.155

~ 0,9686 - (1-0,9686) ~ 0,9372. Tehat (a fenti adatokkal) 93.7% valosziniliséggel esik egy felnétt és egy
gyermek 0ssztomege 80 ¢és 140 kg kozé.

j ~ (1.857)-D(-1.857) = ®(1.857) - (1-D(1.857)) =

9.17. Példa: Egy liftet 8 feln6tt személyre méreteznek. A beszallok tomegét fiiggetlen normalis eloszlast
valoszinliségi valtozonak tekintjiik 75 kg varhat6 értékkel és 15 kg szorassal. Mennyi legyen a lift teher-
bird képessége, ha azt szeretnénk, hogy 4 személy beszallasa esetén 0.99 valoszinliséggel ne gyulladjon ki
a talterheltséget jelz6 lampa?

8
Megoldas: Tehat & ~ N(75,15), i=1,...,8, m=75, o=15, és legyen n::Z§i .

i=1

Ekkor, a 9.15. Tétel szerint 1 ~ N(8:m, /8 -5) = N(8:75,/8 -15) = N(600,42.43) .

8
Olyan xeR valds szamot kell keresniink, amelyre P[z &< XJ =P(n<x)=0.99.

i=1

Mivel P(n<x)=Fy(x)= @( X4‘2i030j ~0.99, és d tablézatabol d(0.99)~2.32 (mert d(2.32)~0.99),
ezért 2 6030 ~2.32, ahonnan X ~698.5 ~ 700Kg . g

9.2. Normalis eloszlasbol szarmaztatott eloszlasok

A kovetkez6 Gsszefliggésekre a Matematikai Statisztika targyban (kovetkez6 félév) lesz majd
sziikséglink.

9.18. Tétel: Ha &~ N(0,1) akkor 7 =&% eloszlas- és stiriiségfiiggvénye

1 _X
0 ha x<0 ——e 2hax>0
F,(x) = { es  f,(X) =12 ,
n n
20(Yx) -1 ha x>0 0 kiilonben
valamint varhat6 értéke M(n)=1.
Biz: F,=P(n<x) = P(£°<x) = P(-\x<&<VX) = O(VX)-D(-Vx) = D(VX)-(1-D(Vx)) = 20(Vx)-1, fy=F',=... . O

9.19. Definicio: Tetszoleges fiiggetlen &i,...,E,~N(0,1) v.v. (neN) esetén az m, = (§1)2+...+(§n)2 V.-t
n-szabadsdgfokii (vagy: n-paraméterti) x>, vagyis khi-négyzet (chi-squared) eloszlasnak nevezziik. o

n X

9.20. Tétel: A fenti my, stiriségfiiggvénye f (x)= ox? e 2 (0<x). o

9.21. Definicié: Tetszdleges fliggetlen C,&;,...,E,~N(0,1) v.v. (neN) esetén az

V.V.-t n-szabadsdgfoku (vagy: n-paraméteri) Student- vagy t- eloszlasnak nevezziik i

9.22. Tétel: A fenti O, siriiségfliiggvénye:
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F(M) %
£(x) = 2 ahol F(x):Jt“e"dt ,

n+l

n x2\2 °
vnr ~F(j-(1+J
2 n
¢és T'(x) az ugynevezett gamma fiiggvény (neN egész szam esetén I'(n)=(n-1)!). i

9.23. Tétel: Ha &~ N(0,1) akkor n=e° (in."lognormalis eloszlas") eloszlas- és siiriiségfiiggvénye
1 1 ~(Inx)?

0 ha x<0 ——=—e 2 hax>0
F (x)= & f (X)=<./ :
»(X) {(D(Inx) ha x>0 o /(%) 27 X
0 kulénben
valamint varhaté értéke  M(n)=+/e .
Biz: Fn:P(n<x):P(eé<x):P(&<In(x)):<I>( In(x)), f,=F,=... |

Moduszok és medianok dsszefoglalasa

Valosziniiségi valtozok moduszait és medianjait altalaban az 5.19. és 5.20. pontokban definialtuk
Most csak felsoroljuk a nevezetes eloszlasok moduszait és medianjait.

Diszkrét egyenletes mod = mindegyik Xy érték
med = (Xc.1+Xk)/2 han paros, ahol k=1+n/2,

med = X ha n paratlan, és k a legnagyobb olyan, amelyre (k-1)/n < ',
Hipergeometriai mod = {(n +1) K +1}
N +2
Binomialis mod = [(n+1)p] ha (ntl)pe Z,
mod; = (n+1)p-1 és mod, = (n+1)p ha (n+l)p e Z,
Poisson mod =[A] ha L ¢ Z,
mod;=A-1 és mod,=A ha e Z,
Geometriai mod=1 ("Szinbad"),
med = (2k-1)/2 ha k = Iogqej +1 egész szam,

med = {Iogq(%}rl} ha Iogq(%j+1 nem egész szam,

Folyt. egyenletes  mod = nincs , med = @)/, |
Exponencialis mod =0, med = In(2)/A
Normalis mod =med = M(§) (inflexids pontok m+o) ,

A kovetkez0 tablazat nagy méretben megtalalhaté a honlapomon:
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Eloszlasok(pdf)+kezjav+.qif
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10. Nagy szamok torvényei

Az alabbi egyenldtlenségek altalanos kozelitéseket adnak barmely m valoszinliségi valtozo érté-
keinek eloszlasardl. "Természetesen" a kozelitések pontossagat a mérések szamanak novelésével javit-
hatjuk.

10.1. Tétel: Markov-egyenlotlenség
Ha a & valosziniiségi valtozonak létezik M(E) varhaté értéke, akkor YacR" esetén

P(=>a) < M)
a

Magyarazat: A tétel szerint a mérés eredménye (&) egyre nagyobb értéket egyre kisebb valdsziniiség-
gel vesz fel. Pontosabban:  barmilyen nagy lehet (£>a), de ennek az eseménynek a valosziniisége legfel-
jebb M/a, amely korlat a—oo esetén 0 -hoz tart.

10.2. Tétel: Csebisev-egyenlétlenség
Ha a & valésziniiségi valtozénak létezik M(E) varhato értéke és D(E) szérdsa, akkor YKeR™ és VeeR"
esetén

1

Wz vagy masként P( |§—M(§)|Zg) < D?(&) ’

2
&

P([e-M(&)|=kD(©) ) <

ill. az esemény tagaddasa:

DZ
P(lg-M(©)|<e ) 21- 825)

Magyarazat: Azt varjuk, hogy a mérés (&) értékei az atlag (M=M(§)) koriil ingadoznak, ezt igazolja a
Csebisev-egyenlétlenség: a mérés és az atlag eltérése (vagyis |E-M|) lehet ugyan nagy, vagyis lehetséges,
hogy |&-M|>¢, de ennek a valdszintisége legfeljebb D%e? . Ez a korlat pedig 0 -hoz tart amennyiben
k—oo . Természetesen ez a korlat is kisebb ha a D szoras is kicsi.

10.3. Tétel: Bernoulli-féle nagy szamok torvénye
Legyen A egy tetszélege esemény amelyre P(A)=p . Végezziink n (fiiggetlen) kisérletet és jelolje &, az A
esemény gyakorisagat (hanyszor "sikeriilt” A), ekkor a relativ gyakorisag = &q/n. Ekkor tetszéleges €0 és

neN esetén (Q=1-p):
pPq .
28| —— P
8j 0|’ vagyis (

p[ |én _
n
Atfogalmazva: tetszéleges €>0 és 5>0 esetén Ang hogy minden n>ng esetén

B 3
n n

(ahol 6=p7?]—>0 ha n— )
&

Magyarazat: A tétel szerint az elméleti valdsziniiség (p) és a tapasztalati (gor: empirikus) relativ gya-
korisag (azaz &y/n) eltérése (vagyis | Ei/n-p|) Kicsi, sot tetszdleges € szamnal kisebb lehet - legalabbis
majdnem 100% valoszinliséggel igaz a mondat el6z06 fele.

Masképpen fogalmazva (jobboldali képlet): az eltérés lehet nagy, de csak kis valdszintiséggel. (Ez nem
jelenti azt, hogy a relativ gyakorisag konvergal a valoszinliséghez, hanem csak azt,hogy a nagy eltérés va-
16szintisége Kicsi!) Ha p nem ismert, akkor a p(1-p)<1/4 becslés alapjan 8<1/4¢n is irhato.

Y i—IO
n

£°n

<5j21—p— .

- P -p

< gj >1-05|, vagy mdsként P(

Zé‘jﬁé‘

10.4. Tétel: A nagy szamok gyenge torvénye (Csebisev-alak)

Legyenek &;, & , ..., & fiiggetlen, azonos eloszlasu valosziniiségi valtozok, amelyeknek létezik
(azonos) varhato értékiik és szorasuk: M:=M(E) és o:=D(E), és legyen Sp:= E+&+...+E, . Ekkor
minden eeR” esetén
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2 2
S
P(S—”—m ngzl—g—z , vagy mdskeént P(—”—m Zgjs 0-2
n ne n ne
Magyarazat: &, &, ..., &, ugyanazon mennyiség tObbszori fliggetlen mérését jeldlik (azonos elosz-

lasuak és fiiggetlenek), igy Sp/n éppen ezen mérések (tapasztalati) atlaga. A tétel pedig azt mondja ki,
hogy a tapasztalati atlag (Sp/n) és az elméleti atlag (m) eltérése (azaz |Sn/n-m|) mekkora lehet. Példaul
tetszbleges rogzitett & korlat esetén az elsé képletben szerepld hibatag 6?/ne? — 0 midén n — o , vagyis:
a kisérletek szamanak novelésével (n—oo) a tapasztalati és az elméleti atlag eltérés € -nal kisebb (ill. ezen
allitas 1-hez kozeli valoszinliséggel igaz).

E tételnek specialis esete a Bernoulli-féle torvény, ugyanis a 10.3.Tételben m=p és o*=pq .

10.5. Tétel: Kozponti (=centralis) hatareloszlas tétel (CHT) vagy Nagy szamok erds torvénye
Legyenek &1,&, ..., &, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, amelyeknek létezik
(azonos) vdrhato értékiik és szordasuk: M(&)=m és D(&)=o (i=1,2...n,...). Ekkor oésszegiik (pontosab-
ban: standardizalt atlaguk) kozelitéleg normalis eloszldsu: a
&+ +E —n-m
Sn odn
Magyarazat: Mivel mindegyik &;, &, ..., &, ... mérés atlagosan m, igy Osszegiik +oo -be tart:
limy_oo(E1tEpt... +En) = +oo, ezért kell az 6sszeg (, (standardizalt) valtozatat tekinteniink. Mivel a P((,<y)
kifejezés éppen az {, valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye és © a (standard) Normalis eloszlas elosz-
lasfiiggvénye, ezért a Tétel utols6 képlete valoban azt igazolja, hogy sok azonos (aprd) hatas dsszeg valo-
ban a Normalis eloszlashoz tart.

jeloléssel 1imP(c, <y)=®(y)

10.6. Moivre-Laplace tétel:
Tetszoleges 0<p<1 és UveR valds szamokra

n
lim ( Z (k} pkqn_kj = D(V*) — DU
n—e0 u<k<v

vagy egyszertibben

2 (nj P‘q" ~ O(*) - D(u¥)

u<k<v k
ahol

*

_u-np_u-m _v-np _v-m
Jnpg o Jopg o

Magyarazat: A tétel szerint nagyon sok azonos kisérletet elvégezve az, hogy a sikeres kisérletek szama
U és v kozé esik, normalis eloszlassal kozelitheto.

Mas szavakkal: a binomidlis eloszldst nagy n esetén Normalis eloszldssal kozelithetjiik.

Otlet: A maésodik (kozelitd) képlet hasonlit a mar "megszokott"

PUSE<Y) = F(1)-F(U) = O(v*)-0(u*) = ‘D(V_ mj ' @(u 5 mj .

(¢ (o)

u*

formuldhoz! A tételt szoktak a kovetkez6 alakban is irni:

lim| 3 (E]pkq“k — D) — (U
SR ROLET P
npq

A Moivre-Laplace tétel a 10.5. Tétel specialis esete

Megjegyzés: Mint tanultuk: nagy n esetén a hipergeometrikus eloszlas kozelithet6 a binomialis eloszlas-
sal, ami pedig a_Poisson eloszlassal is kozelithetd, és végiil, a Poisson eloszlas is kozelithetd a normalis
eloszlassal.
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10.7. Mintafeladat: n=1000 allat van egy farmon. EgQy nem jarvanyos betegség esetén (vagyis a meg-
betegedések fiiggetlenek) P(meggyogyul)=0.7 . Mekkora eséllyel lesz a meggyogyult allatok szama n/3
és 2n/3 kozott?

Megoldas:

1. rész: A feladat valojaban binomialis (Bernoulli) eloszlasu:

n=1000, p=0,7, g=1-p=0,3, &=1000 allat kdziil mennyi gydgyul meg .
Binomidlis eloszlas:  P(&=k)=(7)p*(1—p)** (k=0,1,...,n),

=17
{1'3'[5[!'} ﬂJ?kﬂJB:LD'}'}_k
334

P(334< & <666) = Z
k=
2. rész: Mivel n nagy, ezért a szamolasi nehézségek miatt kozelithetiink Poisson eloszlassal.
Poisson-eloszlds: %.=np=10000,7 =700, P(EK)==e* (k=01,...),
k=666 k
P(334< £ <666) = Z 7007 e’

k=334 kl
3. rész: Mivel n nagyon nagy, ezért a még mindig fennallo szamolasi nehézségek miatt a Moivre-
Laplace tétellel kell kozelitenilink és szamolnunk.
Moivre - Laplace tételt haszndlata

Zuikiy(:}pkqn_k X O@) -0 ahol ut=—== =T ¢ vi=—= =TT

4 npg & 4/ npg &

M=m=np= 1000*0,7= 700 , D:(;:\,-"npq = /1000x0,7x0,3 = /210 14,49,

k=666 — —
P(334 < é < 555): Z {1I}kﬁl}:}ﬂ,?kﬂ,31ﬁl}l}_k oy @(66%%'}'}) _ ®(334.-'%DI}) —
k=334 Ve Ve
= 0(-2,35) - B(-25,26) = 1— D(2,35)— 0 = 1—0,99065 = 0,00935 . .

10.8. Mintafeladat: Két kockaval guritunk. Legyen nyereményiink annyiszor 100Ft, amekkora a dobott
szamok nagyobbika (maximuma).

a) Mekkora valoszinliséggel lesz 200 jaték utan 6ssznyereményiink legalabb 85 000Ft ?

b) Ha egy jaték ara 450 Ft, akkor 300 jaték utan mekkora valdsziniiséggel lesziink nyer6ben (azaz nye-
reményiink pozitiv) ?

Megoldas: Legyen & :=nyereményiink egy jatékban. Ekkor & diszkrét v.v., de nem nevezetes. Lehetsé-
ges értékei  Im(E) = {100,200,300,400,500,600}, melyek valoszintiségei {‘ss, a6, a6, 136, V36, 136}
(hazi feladat!). Igy M(E) = 100-Y/36+200-%/36+300-°/56+400-'/36+500-%/35+600- /36 ~ 447.22 ,

M(E?) = 100% - Y/56+200? - 3/36+3007 - °/36+400° - “/36+500% - */56+600? - /36 ~ 219 720 ,

D(E) = M(E%)-M?(E) = 219 720 - 447.22* ~ 19714, D(£) ~ V19714 ~ 140.41 .

a) 200 fiiggetlen jaték oOsszege m=E& + & + ... &0, ekkor m, =M(n) =200-M(E) =~ 89 444 ¢s
c,=D(M)= \200 - D(E) ~ 1985.65. A CHT tétel (10.5.) szerint n kozelitleg normalis eloszlasu, my,
és o, paraméterekkel, ezért P(85 000<n) = 1 - F,(85 000) = 1-d (0089444 gon o) ~ 1-D(2.24) =
= 1-(1-®(2.24)) ~ ®(2.24) ~ 0,9875 ~ 99% .

b) Ha egy jaték ara 450 Ft, akkor nyereményiink egy jatékban y := £-450, amelynek eloszlasa
Im(y) = {-350,-250,-150,-50,50,150}, melyek valosziniiségei ismét { /ss, *lag, *ls6, 13, V36, 36} -

Tehat (a 6. fejezet tételei alapjan) M(y) = M(E)-450 ~-2.78 és D(y) = D(€) ~ 140.41 .

300 fliggetlen jaték dsszege 6 =71+ V2 + ... ya00, ekkor ms=M(3) =300-M(y) ~-834 és
o5=D(8) =300 - D(y) ~ 2432 . A CHT tétel szerint & kozelitdleg normalis eloszlast, ezért
P(0<8) = 1 - F5(0) ~ 1-0(O839)/,,3,) ~ 1-d(0,343) ~ 1-0.6333 = 0,3667 ~ 37% .

30



Fiiggelék

Valoszinliségszamitas - Matematika szotar

Valosziniiségszamitas

Eseménytér (=kisérlet 0sszes lehetséges kimenetele)

kisérlet végeredménye
esemény (=kisérlet aktualis kimenetele)
elemi esemény
A esemény bekovetkezik
A esemény nem kovetkezik be
biztos esemény
lehetetlen esemény
ellentett esemény (esemény tagadasa)
események Osszege: A+B ('vagy")
szorzata: A B (¢s")
kiilonbsége: A-B
kizaré események
A -bol kovetkezik B
(=A maga utan vonja B-t)

valésziniiség P(A)

fiiggetlen események A,B
teljes eseményrendszer

Matematika

H#@ (tetsz6leges) alaphalmaz, inkabb az Q jelet hasznaljuk

x €Q tetszéleges elem,
A c Q (tetszéleges) részhalmaz,
{x} cQ egyelemii részhalmaz ("singleton"),
x€A
X¢A
Q c Q (az alaphalmaz), ill. ha P(A)=1,
g Q (ures halmaz), ill. ha P(A)=0,
A (komplementer halmaz),
AUB  (nio),
ANnB (metszet),
A\B (kiilonbség),

AnB=g¢ (diszjunkt halmazok), ill. ha P(AnB)=0,
A c B (A részhalmaza B -nek),

P:P(Q)—>R tetsz. fliggvény (P(Q)=Q hatvinyhalmaza)
a Kolmogorov axiémakkal, (pl. teriilet),

P(AnB)=P(A)-P(B),
Q egy particidja (felosztasa),

valoszinliségi VAltozO (merés szamszerii végeredménye) & : QQ — R tetszOleges fliggvény,

diszkrét v.v.

- eloszlasa

folytonos v.v.

eloszlasfiiggvény

striségfiiggvény
Plast<b) = [ f()dx = F(b)-F(a)

varhat6 érték: M(&) vagy E(§)
szoras: D(&)

Im(&) = {x1,X2,....Xn,...} felsorolhatd,

{p1,p2,.,Pn,..} ahol pi=P(&=x;) haieN

van [a,b]cIm(§) intervallum,

F:R—R tetszdleges fliggvény az axiomakkal,
vagy: F(t) =P(&<t)
vagy: f primitiv fiiggvénye: F(t)= J‘_t f(x)dx

f: R—R tetszbleges fliggvény az axidomakkal,
vagy: F derivaltfiiggvénye: f(x)=F'(X)

Newton-Leibniz szabaly

atlag (=szamtani k6zép, mean (angolul))

"szorodas" (=dispersion (latin))
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A standard normalis eloszlasu valtozo eloszlasfiiggvényének (®) tablazata

X d(x) z d(x) X d(x) X D(X)
0,00 | 0,5000 0,34 | 0,6331 0,68 | 0,7517 1,02 |0,8461
0,01 | 0,5040 0,35 | 0,6368 0,69 | 0,7549 1,03 |0,8485
0,02 | 0,5080 0,36 | 0,6406 0,70 | 0,7580 1,04 |0,8508
0,03 | 0,5120 0,37 | 0,6443 0,71 | 0,7611 1,05 |0,8531
0,04 | 0,5160 0,38 | 0,6480 0,72 | 0,7642 1,06 |0,8554
0,05 | 0,5199 0,39 | 0,6517 0,73 | 0,7673 1,07 |0,8577
0,06 | 0,5239 0,40 | 0,6554 0,74 | 0,7704 1,08 | 0,8599
0,07 | 0,5279 0,41 | 0,6591 0,75 | 0,7734 1,09 |0,8621
0,08 | 0,5319 0,42 | 0,6628 0,76 | 0,7764 1,10 |0,8643
0,09 | 0,5359 0,43 | 0,6664 0,77 | 0,7794 1,11 | 0,8665
0,10 | 0,5398 0,44 | 0,6700 0,78 | 0,7823 1,12 | 0,8686
0,11 | 0,5438 0,45 | 0,6736 0,79 | 0,7852 1,13 |0,8708
0,12 | 0,5478 0,46 | 0,6772 0,80 | 0,7881 1,14 |0,8729
0,13 | 0,5517 0,47 | 0,6808 0,81 | 0,7910 1,15 |0,8749
0,14 | 0,5557 0,48 | 0,6844 0,82 | 0,7939 1,16 |0,8770
0,15 | 0,5596 0,49 | 0,6879 0,83 | 0,7967 1,17 |0,8790
0,16 | 0,5636 0,50 | 0,6915 0,84 | 0,7995 1,18 |0,8810
0,17 | 0,5675 0,51 | 0,6950 0,85 | 0,8023 1,19 |0,8830
0,18 | 0,5714 0,52 | 0,6985 0,86 | 0,8051 1,20 |0,8849
0,19 | 0,5753 0,53 | 0,7019 0,87 | 0,8078 1,21 |0,8869
0,20 | 0,5793 0,54 | 0,7054 0,88 | 0,8106 1,22 |0,8888
0,21 | 0,5832 0,55 | 0,7088 0,89 | 0,8133 1,23 |0,8907
0,22 | 0,5871 0,56 | 0,7123 0,90 | 0,8159 1,24 |0,8925
0,23 | 0,5910 0,57 | 0,7157 0,91 | 0,8186 1,25 |0,8944
0,24 | 0,5948 0,58 | 0,7190 0,92 | 0,8212 1,26 | 0,8962
0,25 | 0,5987 0,59 | 0,7224 0,93 | 0,8238 1,27 |0,8980
0,26 | 0,6026 0,60 | 0,7257 0,94 | 0,8264 1,28 |0,8997
0,27 | 0,6064 0,61 | 0,7291 0,95 | 0,8289 1,29 |0,9015
0,28 | 0,6103 0,62 | 0,7324 0,96 | 0,8315 1,30 |0,9032
0,29 | 0,6141 0,63 | 0,7357 0,97 | 0,8340 1,31 |0,9049
0,30 | 0,6179 0,64 | 0,7389 0,98 | 0,8365 1,32 |0,9066
0,31 | 0,6217 0,65 | 0,7422 0,99 | 0,8389 1,33 |0,9082
0,32 | 0,6255 0,66 | 0,7454 1,00 | 0,8413 1,34 |0,9099
0,33 | 0,6293 0,67 | 0,7486 1,01 | 0,8438 1,35 [0,9115
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X D(x) X D(x) X D(x) X d(x)
1,36 | 0,9131 1,70 | 0,9554 2,08 | 0,9812 2,76 |0,9971
1,37 | 0,9147 1,71 | 0,9564 2,10 | 0,9821 2,78 |0,9973
1,38 | 0,9162 1,72 | 0,9573 2,12 | 0,9830 2,80 |0,9974
1,39 | 0,9177 1,73 | 0,9582 2,14 | 0,9838 2,82 |0,9976
1,40 | 0,9192 1,74 | 0,9591 2,16 | 0,9846 2,84 10,9977
1,41 | 0,9207 1,75 | 0,9599 2,18 | 0,9854 2,86 |0,9979
1,42 | 0,9222 1,76 | 0,9608 2,20 | 0,9861 2,88 |0,9980
1,43 | 0,9236 1,77 | 0,9616 2,22 | 0,9868 2,90 |0,9981
1,44 | 0,9251 1,78 | 0,9625 2,24 | 0,9875 2,92 |0,9982
1,45 | 0,9265 1,79 | 0,9633 2,26 | 0,9881 2,94 |0,9984
1,46 | 0,9279 1,80 | 0,9641 2,28 | 0,9887 2,96 |0,9985
1,47 | 0,9292 1,81 | 0,9649 2,30 | 0,9893 2,98 |0,9986
1,48 | 0,9306 1,82 | 0,9656 2,32 | 0,9898 3,00 |0,9987
1,49 | 0,9319 1,83 | 0,9664 2,34 | 0,9904 3,05 |0,9989
1,50 | 0,9332 1,84 | 0,9671 2,36 | 0,9909 3,10 |0,9990
1,51 | 0,9345 1,85 | 0,9678 2,38 | 0,9913 3,15 |0,9992
1,52 | 0,9357 1,86 | 0,9686 2,40 | 0,9918 3,20 |0,9993
1,53 | 0,9370 1,87 | 0,9693 2,42 | 0,9922 3,25 |0,9994
1,54 | 0,9382 1,88 | 0,9699 2,44 | 0,9927 3,30 | 0,9995
1,55 | 0,9394 1,89 | 0,9706 2,46 | 0,9931 3,35 |0,9996
1,56 | 0,9406 1,90 | 0,9713 2,48 | 0,9934 3,40 |0,9997
1,57 | 0,9418 1,91 | 0,9719 2,50 | 0,9938 3,45 |0,9997
1,58 | 0,9429 1,92 | 0,9726 2,52 | 0,9941 3,50 |0,9998
1,59 | 0,9441 1,93 | 0,9732 2,54 | 0,9945 3,55 |0,9998
1,60 | 0,9452 1,94 | 0,9738 2,56 | 0,9948 3,60 |0,9998
1,61 | 0,9463 1,95 | 0,9744 2,58 | 0,9951 3,65 |0,9999
1,62 | 0,9474 1,96 | 0,9750 2,60 | 0,9953 3,70 |0,9999
1,63 | 0,9484 1,97 | 0,9756 2,62 | 0,9956 3,75 10,9999
1,64 | 0,9495 1,98 | 0,9761 2,64 | 0,9959 3,80 |0,9999
1,65 | 0,9505 1,99 | 0,9767 2,66 | 0,9961
1,66 | 0,9515 2,00 | 0,9772 2,68 | 0,9963
1,67 | 0,9525 2,02 | 0,9783 2,70 | 0,9965
1,68 | 0,9535 2,04 | 0,9793 2,72 | 0,9967
1,69 | 0,9545 2,06 | 0,9803 2,74 | 0,9969

3. Tablazat
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Kozelito képletek a @ és @ fiiggényekre

®(X) ~ 1/2+TANH(0.8*X)/2 ~
~ 0.5 + 0.4*x - 0.085333*x> + 0.0218453*x° - 0.0056589*x + 0.0014676*X° - ...

vagy
x> 3 5 7 9
D(X) ~ l+L-e e xp X X X X +...
2 Jon 3 3.5 357 3.57.9
vagy
1 -2x2
D(x) ~ 5 1+sign(x)-Vl—e ©

ahonnan @ inverze

i) = J-1.57079632679-In(1- (2X)°) ha x<0.5
1-/-1.57079632679-In(1- (2x-1)?) ha 0.5<x

Tovabba

o(x) = %ez ~ 0.4/COSH*(0.8*x) ~

~ 0.4 - 0.256*x% + 0.1092267*x* - 0.03961287*x® + 0.0132087*x® - 0.0041874*x*° + ...
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6. abra: Larson nomogram




