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"Komplex" = "6sszetett"



Torténet roviden

Specidlis harmadfokii egyenlet: 3° +py+¢=0

Gyok mindig van, mert lim f (z) = —oo és l+imf (x) =400.

Cardan - Tartagli megoldoképlet:

Casus irreducibilis (="feloldhatatlan/megmagyarazhatatlan eset"): példaul az

y—1Dy-2)(y+3)=9"-Ty+6=0

egyenletnek van harom valés gyoke, de a négyzetgyok alatt negativ szdm van:

B+ @=(3) +(F) =22

de ilyen szam nincs a valésdgban, nincs ilyen valés/valédi szam.

1) Gerolamo Cardano (1501-1576) olasz matematikus, polihisztor

2) Niccolo Fontana (Tartaglia = "dadogés", 1499 - 1557), olasz matematikus, mérnok.



Alapok

Descarte jelslese: Otlet: képzeljik el ("imagine, imaginare, imdzs")

9 7;2:—1”

1:= " +—17 = elképzelt / képzetes egység, vagy mésképpen:

Ekkor: +/—u=+\/u-i haO<wu, ésvannakb-iésa+bi szdmokis (a,b€ R),
példaul 5 — 37 , stb.

Tehét: C:={a+bi:a,b € R} | akomplex ("dsszetett, bonyolult") szamok
halmaza.

Tétel: ez elegend6. [

Ha z = a+0bi € C, akkor Re(z) := a = valés (valédi) része z -nek, Im(z):=
b = képzetes (elképzelt) része z -nek, és a z = a + bi felirds a z komplex szam
algebrai vagy kanonikus a,lakj ("kdnon"="rend").

Megjegyzések: i) R C C hiszen bérmely = € R vaslés szdmra x = z+0-i € C .

ii) fizikdban i helyett j -t frnak.

3) René Descartes (latinul: Renatus Cartesius, 1596 - 1650) francia filoz6fus, tudés, matem-
atikus.

4) 1asd késébb a trigonometrikus és az exponencidlis alakokat.
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Alapmiiveletek

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i

(a + bi)-(c+ di) = ac+adi+bci+bdi* = ac+adi+bci—bd = (ac — bd)+(ad + bc) i

Példaul:
(5—-3i)+(—4+05i)=(5—-4)+(-3+05)i=1—-2.5¢,
(5—3i) — (—4+0.51) = (5— (=4)) + (=3 - 0.5)i =9 — 3.5 ,

(5 —3i) - (=4 +0.5i) =
=5-(—=4)+5-0.5i —3i- (—4) — 3-0.5i% =
=5-(—4)4+5-05i—3i-(—4)—3-05-(-1)=(—20+1.5)+(5-0.5+3-4)-i =
= —18.5 + 14.5

Osztas: ot bZ, probléma a nevezoben: 7 .
c+di
Megoldas: Eltiintetjiik ¢ -t a nevezdbdl, vagyis "i -telenitjiik" a nevezdbol.
Mivel i := 7 /=17, ezért a médszer ugyanaz, mint a kozépiskoldban tanult "nevezd
gyoktelenitése" modszer:  bovitjik a tortet a nevezd konjugdltjaval (1d. aldbb),
és a nevezbben felhasznédljuk az " (z —y) (v +y) = 22 — y*> " azonossdgot, és az
i? = —1 osszefiiggést:

a+bi  (a+bi)-(c—di) ac—iad+ibc—bdi*  ac+bd+i(bc— ad)

c+di  (c+di)-(c—di) 2 — (di)? c? + d?
ac+bd . bc—ad

= +Z s
2 + d? 2 + d?

ami a végeredmény, hiszen ggjgg és gg;j;;l val6s szamok, és ¢> +d* # 0 hac+di # 0 .
5—31 5—3i)-(—4—0.5¢ —20 — 2.5% + 12i + 1.5¢2
Péld4ul: i _ 63 0 e =
—4+05i (=44 0.59) - (—4 — 0.50) (—4)° + (0.5)
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(=20 —1.5) +i(12—25) —215+95 —215 95

16.25 16.25 ~16.25 * 16.25Z ~
~ —1.323 077 + 0.584 6157 .

Abrazolasai

Derékszogii = Descartes koordinatarendszer ("Gaus—féle szamsik"):

z =D (a,b)

Ima
z=a+hi
bp------- -4 :
O a Re

Re (=redlis) és Im (=imagindrius =elképzelt) tengelyek skalai (beosztdsai): 0,1,2,3, ...
(szokdsos / valédi szémok) és 0, 14,24, 34, ...

FONTOS:
21 = 29 < alzagéSblzbg, (1)
specidlisan
2=0 <= a=06é5b=0. (2)
;"‘ _____ XTIy
konjugalt (="4tellenes", geometridban is) — ':Ii > s
b
_y o
T=xIy

5) Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) német matematikus, természettudés, csillagasz.



Megjegyzés: pl. z = 5 — 3i konjugdltja z = 5+ 3i , és z = z ("tiikorkép
titkorképe az eredeti")

"radiusz"

FONTOS:

2 = 29 = r=reF#0 és =9y, +2kn (ke€Z) (3)

vagy 1 =12=0 és ¢, p, tetszoleges,

specidlisan
z2=0 <= 1r =0 és p tetszoleges. (4)

6) Toldi Miklés



Atvaltasok és az exponencialis alak

Descartes =— Polar:

b
r=+va2+ b2, tg(¢) =—haa#0

Q

b
= @ =arctg <—> ha —90° < ¢ < +90°
a
b
= @ =arctg <—> + 180° ha 4+90° < ¢ < 270°
a

—s  p=+90°ha ...

Polar = Descartes:

a=r-cos(p), b=r-sin(y) (nincs kivétel)

—

z=a+b-i=1-(cos(p)+1i-sin(p)) (5)

= szokdsos "trigonometrikus alak" (kicsit redunddns)

Megjegyzés: cos () és sin () utdn mindig ugyanaz &ll.



Eulerff]) Tétel: % = cos (@) +i-sin(p) 1! RADIAN !
= z=r-€e"%, modernebb jelslés: =1 -exp (i)

= exponencialis - alak

Tovabbi muiveletek

FIGYELEM: +/— (tsszeadds-kivonds) CSAK algebrai alakban lehetséges.

Szorzds, osztas:

et et P2 = iy - eV P1HP2) — o exp (i () + ) (6)
és ,
rett i(pr1—pa) _ 11 ;
= . - 2. . _ 7
LACHH P " exp i (o1~ ) )

Ebbél "kovetkeznek" az 1in. Moivrd’)-Laplace’) formulak:
Ha 21 = r1 (cos (¢;) +i-sin (p;)) és 2o = 1y (cos (py) + i - sin (p,)) , akkor

2122 = 1172 - (€08 (1 + p3) +isin (p1 + 43)) (8)
& 2T
1 1 -
— = — - (cos (p1 — @y) +isin(p; — ) (9)
Z9 T2
tovabba 2]
o . <1 21
2129 = |21 - |22, (2% = |2 és  |—|=1— 10
T R (10
ahol |z| :=||z| :==r a z szdm abszolit értéke vagy normdja.

7) Leonhard Euler (1707- 1783) svédjci matematikus és fizikus, a matematikatorténet egyik
legjelentdsebb alakja.

) Abraham de Moivre (1667 - 1754) francia matematikus.

9) Pierre-Simon de Laplace (1749 - 1827) francia matematikus, csillagdsz és fizikus.



FIGYELEM: HOL A HIBA:
1= VI= /D (D=0 [ D=ii=-1 72

Hatvanyozas

FIGYELEM: algebrai alakban csak egész kitevok szamolhatok, nehezen, gyskvonds-
rél ne is beszéljiink. Trigonometrikus alakban azonban sokkal egyszer{ibben szédmol-
hatunk.

Tetszbleges valds kitevd: o € R, z =1 (cos(p) +isin(p)) esetén:
2% =1 (cos(a-p)+isin(a-p)) . (11)
Gyo6kvonas

Csak egész gyokot vonunk!

LEVEZETES: Adott z = r(cos(p)+isin(p)) ésn € N, keresends(k)
azon w = p(cos (1) +isin(v)) € C szdmok, amelyekre w = {/z , azaz w" = z .

Részletesen:
p" (cos (n) + isin (ny)) = r(cos (p) + isin (¢)) . (12)
alapjan (z #£ 0,0 < r):
pt=r ésnp=p+2kn (k€Z) (13)
vagyis
2
p=r 65 =24k (k=0,1,.,n—1), (14)
n n
vagyis
) 2m Y A" 2m
wp=/r-(cos| = +k— ) +i-sin|=+k— (k=0,1,....,n—1), | (15)
n n n n




2
ugyanis k = n esetén ¢, = f—i—n- v
n non
Tehat minden n € N esetén pontosan n db n -dik gyok van !

+27T:/lp0.

Geometriai szemléltetés: mivel p mindegyik gyoknél ugyanaz, ezért a gyokok

. 7 . e 2 . e pa . . .e .e ﬂ- . P
egy oriogé koriili, p sugari koron vannak, és mivel a szogek kozott — a novekedés,
n

ezért a gyokok egy szabdlyos n -szog csicsai !

Egységgyokok

Definicié: Tetszbleges n € N természetes szamra ¢; := V1, i=1,...n.

Az el6z6 fejezet képletébdl tudjuk:

(o () i () o] oo

mert {/r=1ésp=0,hiszen 1=1+0-7.
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Erdekességek

O In(—2), sin(z) = 2, ... mind megoldhaték C -ben,
¢ Bolyai J z’mo is sokat foglalkozott C geometrigjdval,
¢ hiperkomplex szamok, ...
¢ a fehér hiaromszog mindig szabdlyos :
Alkalmazasai
A matematika, fizika, kémia, képfeldolgozds, ... minden teriiletén !!!

10) Bolyai J4nos (1802 - 1860) magyar matematikus és hadmérnsk, Bolyai Farkas fia.
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