Ellipszisek
Bevezetés
Though not so simple as the circle, the ellipse is nevertheless the curve most often "seen" in everyday life. The reason is that every circle, viewed obliquely, appears elliptic
Any cylinder sliced on an angle will reveal an ellipse in cross-section (as seen in the Tycho Brahe Planetarium in Copenhagen).
Tilt a glass of water and the surface of the liquid acquires an elliptical outline. Salami is often cut obliquely to obtain elliptical slices which are larger.
Ellipszis a matematikában
A matematikában az ellipszis görbe azon pontok mértani helye egy síkon, ahol a pontok két rögzített ponttól mért távolságának összege állandó. A két pontot fókuszpontnak vagy gyújtópontnak hívják.
Ellipszis mint kúpszelet
Kúpszelet: olyan síkgörbe, mely egy kúp, pontosabban egyenes körkúp és sík metszeteként jön létre.
Ha egy kúpfelületet egy olyan síkkal metsszük, amely nem metszi a kúp alaplapját (és nem is párhuzamos azzal), a metszésvonal ellipszis lesz.
Ellipszis tengelyei
Főtengely: az a húr, mely a két fókuszponton halad át. Az ellipszis leghosszabb húrja. 
Kistengely: A fókuszok felezőpontján a nagytengelyre merőlegesen állított egyenes által meghatározott húr.
Féltengely a tengelyek fele, beszélünk fél nagytengelyről (az ábrán a) és fél kistengelyről (az ábrán b).
Az ellipszis egyenletei
Matematikailag az ellipszis egy görbe, melyet egy Descartes-féle koordináta-rendszerben az alábbi egyenlet ír le:
[image: A x^2 + B xy + C y^2 + D x + E y + F = 0]
akkor, ha [image: B^2 < 4 AC], ahol az összes együttható valós és ahol több mint egy megoldás, ami az ellipszis egy (x, y) pontpárját definiálja létezik.
Az ellipszis méretét két állandó határozza meg, melyeknek jelölése szokás szerint a és b. Az a állandó a fél nagytengely hossza, a b állandó a fél kistengely hossza. A definíció szerint a mindig nagyobb, mint b (vagy egyenlő vele a kör esetében).
Az origó középpontú, nagytengelyével az x tengelyen fekvő ellipszis egyenlete a Descartes-féle koordináta-rendszerben az alábbi egyenlettel írható le:
[image: \frac{x^{2}}{a^{2}} + \frac{y^{2}}{b^{2}} = 1 ]
Ugyanennek az ellipszisnek egy paraméteres egyenletrendszere a következő:
[image: x = a\,\cos t]
[image: y = b\,\sin t]
[image: 0 \leq t < 2\pi]
Ha az ellipszis középpontja nincs az origóban, de nagytengelye az x tengellyel párhuzamos, akkor az alábbi egyenlettel definiálható:
[image: \frac{(x-h)^{2}}{a^{2}} + \frac{(y-k)^{2}}{b^{2}} = 1 ]
ahol (h,k) a középpont.
Excentritás
Az ellipszis alakját szokás szerint egy számmal jellemzik, melyet az ellipszis excentricitásának hívják és hagyományosan e-vel jelölnek (ne tévesszük össze az e matematikai konstanssal, a természetes logaritmus alapjával). Az excentricitás az a és b értékkel az alábbiak szerint függ össze:
[image: e = \sqrt{1 - \frac{b^2}{a^2}}]
vagy
[image: e = \frac{c}{a}]
ahol [image: c] a két fókusz távolságának a fele.
Ha a két fókusz egybeesik, vagyis a két tengely egyenlő hosszú, akkor az ellipszis körré fajul; más szóval a kör az ellipszis egy speciális esete, ahol az excentricitás zéró.
Az excentricitás 1-nél kisebb pozitív szám, kör esetén 0. Minél nagyobb az excentricitás, annál nagyobb az a és b hányadosa, és ezért annál jobban nyújtott az ellipszis.
Directrix
A directrix és a fókuszpont segítségével megállapítható egy kúpszelet azon pontok pályájaként, amelyek távolsága a fókusztól arányos a directrixtől mért horizontális távolságával, r az arány konstansa.
The directrix of a conic section is the line which, together with the point known as the focus, serves to define a conic section as the locus of points whose distance from the focus is proportional to the horizontal distance from the directrix, with r being the constant of proportionality. 
Burkológörbe/Envelope
Our sweeping line is still the perpendicular bisector of segment AB. The only difference is that point A now slides on a circle, rather a straight line. The result is an Ellipse with O and B as its foci, as shown in Figure 2-4.
Consider a circle with a fixed point inside, but not the center, and a random point on the circle. The ellipse is the set of points equidistant from the fixed point and from the circle. Note this is description is similar to the description of a parabola except that the directrix is now a circle rather than a line. The distance from the circle is along a line through the center of the circle (the distance from a curve at a point is along the perpendicular to the tangent to the curve at the point). 
As in the case of the parabola, an isosceles triangle is formed and the line along the altitude is a tangent to the ellipse. Tracing the tangent lines as the variable point moves around the circle gives an envelope of lines to outline the ellipse. 
Evoluta/Evolute
Egy síkgörbe görbületi középpontjainak mértani helye. 
Ez egyben a görbe normálisainak burkológörbéje.
Evolens /Involute
· Lefejtési görbe
· Egy sima görbe, amit úgy kapunk meg, hogy a görbére felcsévélünk egy fonalat, majd mindig feszesen tartva lecsévéljük róla.
· A fonal végpontjainak mértani helye.
· Ha C egy görbe, C’ pedig egy evoluta, akkor C evolense C’-nek.
· Bármely C-vel párhuzamos görbe C’ evolense.
· Tehát egy görbének egy evolutája van, viszont végtelen számú evolense lehet.
Rajzolása
Az ellipszist könnyen megrajzolhatjuk két rajzszög, egy zsinór és egy ceruza segítségével. A rajzszögeket leszúrjuk a fókuszpontokba, a zsinórt lazán a rajzszögekhez csomózzuk. A ceruza hegyével megfeszítjük a zsinórt és úgy rajzolunk vele, hogy a háromszöget alkotó zsinór mindig feszes maradjon. Ekkor a két fókuszponttól húzható sugár összege (a zsinór hossza) állandó marad, így a rajzolt görbe valóban ellipszis lesz.
Trammel of Archimedes / Ellipszográf
A trammel of Archimedes is a mechanism that traces out an ellipse.[1] It consists of two shuttles which are confined ("trammelled") to perpendicular channels or rails, and a rod which is attached to the shuttles by pivots at fixed positions along the rod. As the shuttles move back and forth, each along its channel, the end of the rod moves in an elliptical path.
The semi-axes a and b of the ellipse are the distances between the end of the rod and the two pivots.
An ellipsograph is a trammel of Archimedes intended to draw, cut, or machine ellipses, e.g. in wood or other sheet materials.
The history of such ellipsographs is not certain, but they are believed to date back to Proclus and perhaps even to the time of Archimedes.
Let C be the end of the rod, and A, B be the pivots of the sliders. Let p and q be the distances from A to B and B to C, respectively. Let us assume that sliders A and B move along the y and x coordinate axes, respectively. When the rod makes an angle θ with the x-axis, the coordinates of point C are given by
[image: x = (p+q) \cos\theta\,]
[image: y = q \sin\theta\,]
These are in the form of the standard parametric equations for an ellipse in canonical position. The further equation
[image: \frac{x^2}{(p+q)^2}+ \frac{y^2}{q^2}= 1]
is immediate as well.
Spirográf
Spirograph is a geometric drawing toy that produces mathematical roulette curves of the variety technically known as hypotrochoids and epitrochoids. 
The mathematician Bruno Abakanowicz invented the Spirograph between 1881 and 1900. It was developed by British engineer Denys Fisher and first sold in 1965.
The name has been a registered trademark of Hasbro Inc. since 1998 following purchase of the company that had acquired the Denys Fisher company. The Spirograph brand was relaunched with original product configurations in the USA in 2013 by Kahootz Toys and in Europe by Goldfish and Bison.
Történelem
The ellipse was first studied by Menaechmus. Euclid wrote about the ellipse and it was given its present name by Apollonius. The focus and directrix of an ellipse were considered by Pappus.
· Menaechmus was a Greek mathematician who tutored Alexander the Great in the subject
· Apollonius was a Greek mathematician known as 'The Great Geometer'. His works had a very great influence on the development of mathematics and his famous book Conics introduced the terms parabola, ellipse and hyperbola.
· Pappus is the last of the great Greek geometers and one of his theorems is cited as the basis of modern projective geometry. He wrote commentaries on Euclid's Elements and Ptolemy's Almagest.
· 499: Aryabhata indiai csillagász felfedezte, hogy a bolygók Nap körüli pályája ellipszis, ezt Aryabhatiya című könyvében publikálta.
· Aryabhata gives the radius of the planetary orbits in terms of the radius of the Earth/Sun orbit as essentially their periods of rotation around the Sun. He believes that the Moon and planets shine by reflected sunlight, incredibly he believes that the orbits of the planets are ellipses. He correctly explains the causes of eclipses of the Sun and the Moon. The Indian belief up to that time was that eclipses were caused by a demon called Rahu. 
Történelem - Kepler
The early Greek astronomers thought that the planets moved in circular orbits about an unmoving earth, since the circle is the simplest mathematical curve. 
· 1602: a Mars kör alakú pályán mozog.
· 1609: Astronomia Nova („Új csillagászat”) 
· Kepler első törvénye: a bolygók ellipszis pályán mozognak, melynek egyik gyújtópontjában a Nap van.
· A bolygók a Naphoz közelebb járva gyorsabban mozognak. 
· Kepler második törvénye: azonos idők alatt azonos területet súrol a bolygók vezérsugara (a bolygót a Nappal összekötő szakasz) .
· A bolygók pályáinak excentritása nagyon kicsi.
· Pl. Mars excentritása 1/11, a Földé pedig ‚660.
Kepler ezeket a törvényeket nem egy elméletből vezette le, hanem Tycho Brahe pontos megfigyeléseiből kiindulva találta meg.
Történelem – Newton
· Később, Isaac Newton magyarázatot is adott rá az egyetemes tömegvonzás törvényével.
· A kéttestprobléma két tömegpont egymáshoz viszonyított mozgását írja le (mintha más égitestek nem befolyásolnák a két testből álló rendszert). Ez természetesen idealizáció, azonban első közelítésben jól használható a Nap–bolygó és a bolygó–hold-rendszerek leírásához.
·  A kéttestprobléma visszavezethető az egycentrumproblémára, amikor a két tömegpont egyikét nyugvónak tekintjük, s a másik pont mozgását vizsgáljuk ezen pont körül. (Lényegében ezt tesszük például, amikor a bolygók Nap körüli keringéséről beszélünk.)
Történelem – Halley	 
· i. e. 466: Az üstökös első ismert észlelése. feltehetőleg ennek az üstökösnek van a leghosszabb ismert előtörténete
· 1682: Edmund Halley felfedezte az üstököst és pontosan megjósolta, hogy az 1759-ben fog visszatérni
· Although he did not live long enough to see his prediction come true, the comet is named in his honour.
· 1705: bebizonyította, hogy az üstökös elliptikus pályán mozog a Nap körül.
· Az üstökös excentritása 0.9675 (~parabola)
· Keringési periódusa 76 év.
· Legutoljára 1986-ban járt Földközelben, így legközelebb 2061-ben fog visszatérni
Az ellipszis érintője
1. Az ellipszis tengelyeinek metszéspontjából ("O") rajzoljunk fél nagytengely sugarú kört!
2. Szerkesszünk érintőt a körhöz az "A" külső pontból! A két körvonal metszéspontja "Pk".
3. Szerkesszünk merőlegest "Pk" pontból az ellipszis tengelyére!
4. A szerkesztett merőleges egyenes és az ellipszis görbe metszéspontja meghatározza az ellipszishez, a külső "A" pontból húzott érintő érintőpontját ("P").
Ellipszis mint tükör
Az ellipszis P pontjába mutató rádiuszvektorok szögfelezője merőleges az érintőre. Ez lehetőséget nyújt az ellipszis érintőjének megszerkesztésére, másrészt pedig értelmezhető az ellipszis tükör működése, hiszen az egyik rádiuszvektor (a beeső) ugyanakkora szöget zár be az érintővel, mint a másik (a visszavert).
Rádiuszvektor: a fókuszból az ellipszis valamely pontjához húzott egyenes
Ha ellipszis alakú tükröt készítünk, melynek egyik fókuszába fényforrást helyezünk, a fénysugarak egyetlen pontba tükröződnek: a másik fókuszba. Semmilyen más görbének nincs ilyen tulajdonsága, ezért ezt az ellipszis egy alternatív definíciójaként is használhatjuk.
If the water's surface is disturbed at one focus of an elliptical water tank, the circular waves created by that disturbance, after being reflected by the walls, will converge simultaneously to a single point — the second focus. 
This is a consequence of the total travel length being the same along any wall-bouncing path between the two foci.
Even better, combining the two properties, you can prove that a signal sent from of focus is received altogether at the other focus all at once! 
This is what’s displayed in the following video with waves:
https://youtu.be/Fx912cGgTgo
Whispering galleries
A hanghullámok hasonló módon verődnek vissza, mint a fény, így ha valaki egy nagy elliptikus helyiség egyik fókuszába áll, a másik fókuszban álló személy jól hallja az első suttogását is, anélkül, hogy a terem egyéb pontjain hallható volna.
Statuary Hall in the U.S. Capital building is elliptic. 
It was in this room that John Quincy Adams, while a member of the House of Representatives, discovered this acoustical phenomenon. 
He situated his desk at a focal point of the elliptical ceiling, easily eavesdropping on the private conversations of other House members located near the other focal point.
Litotripszia
A medical procedure for treating kidney stones. The patient is placed in a elliptical tank of water, with the kidney stone at one focus. High-energy shock waves generated at the other focus are concentrated on the stone, pulverizing it.
A lökéshullám-litotripszia során a testen kívül elhelyezkedő hullámforrással előállított, célzottan az epekőre irányított ultrahanghullámokkal zúzzák szét a köveket. Az ultrahanghullámok számos apró darabra hasítják az epekövet. Ezek az apró darabkák már távozni tudnak az epeutakon. 
Biliárdasztal
The ability of the ellipse to rebound an object starting from one focus to the other focus can be demonstrated with an elliptical billiard table.
When a ball is placed at one focus and is thrust with a cue stick, it will rebound to the other focus. If the billiard table is live enough, the ball will continue passing through each focus and rebound to the other.
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