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1. Bevezetés

Ebben a rovid jegyzetben elsésorban a végtelen halmazok méretét, elemeinek szdmdt
prébéljuk meg "megszamolni”, de szamos tétel igaz véges halmazokra is. Megmutatjuk,
hogy végtelen halmazok mérete is lehet ”kisebb” és "nagyobb” is, vagyis végtelen halmazok
mérete dltaldban nagyon is kiilonb6z6!

Vizsgan elsésorban konkrét halmazok szémossdgait kérdezziik (lasd a fejezetek végén
lev6 felsoroldsokat), természetesen a halmazok méreteit (szamossagait) a tételek segitségével
allapithatjuk meg / jegyezhetjiik meg knnyebben.

2. Definicidk

A bevezet6 definicidk és tételek tetszoleges, tehat véges és végtelen halmazokra is érvénye-
sek.

1. Definicié. (i) Tetszbleges A és B halmazok szdmossdga egyenld, ha van koztik egy
f:A— B biektiv figguény (vagyis f injekiv és szirjektiv, vagyis kolcsondsen egy-
egyértelmt raképezés). Ennek jelolése:

Al = [B| (1)

vagy
A~B. (2)

(ii) Az A halmaz szamossaga kisebb vagy egyenld, mint B szamossdga, jelben |A| < |B]
ha van f: A — B injekcid (kélcsoniosen egy-egyértelmi fiigguény).

(iit) Az A halmaz szamossaga kisebb mint B szamossaga, jelben |A| < |B| ha |A| < |B]
és |A|#|B|. O



2. Megjegyzés. A szamossagot magdat nem definidltuk, csak az dsszehasonlitds mddjait,
mant pl. hosszusdgokat is tudunk dsszehasonlitani méterrud nélkil. [

3. Tétel. Az |A| = |B]| relacid alaptulajdonsdgai: barmely A halmazokra
Al =[Al - (reflexiv),

|A| = | B| pontosan akkor, ha |B| = |A|  (szimmetrikus),

ha |A| =|B| és|B|=|C| akkor |A| =|C| (tranzitiv),

azaz = ekvivalencia (“azonos értékt,”) relacio. O

4. Tétel. Az < és < relaciok alaptulajdonsigai: barmely A, B halmazokra
Al < |A]  de |A| £ |A]  (reflexiv ill. irreflexiv),

ha |A| < |B| és|B| <|A| dakkor|A| = |B| (antiszimmetrikus)"),

ha |A| < |B| akkor |B| £ |A| (aszimmetrikus),

ha |A| <|B| és|B|<|C| akkor |A| <|C| (tranzitiv),

ha |A] <|B| és|B| <|C| akkor |A| <|C| (tranzitiv),

azaz < rendezési reldcid, < szigoru rendezési reldcio. [J

. Példa. Példdul a véges szamossdagok Neumann Jdnos szerint:

= 5
={2} .

={0,1} ={o,{a}},

= {97172} = {Q, {®}> {@,{Q}}}’

= {97172,3}2{@’ {@}’ {@j{@}}, {@7 {®}7 {@7{®}}}}7

n:=490,1,2,...n—1}y={..} , meN)
(iin.” Neumann-hagymdk”, ld. pl. 16 -t a honlapomon "16.Neumann-hagyma" cimszondl:
HTTP://MATH.UNI-PANNON.HU/~SZALKAI/16-NEUMANN.DOC ). [

[ W N =[O ot

6. Definicié. (i) Egy tetszbleges A halmaz véges, ha szdmossdga megegyezik valamely n
halmaz (n € N) szamossdgdval.

(i) Eqy tetszbleges A halmaz végtelen, ha szdmossdga egyetlen n halmaz (n € N) szd-
mossagdval sem egyezik meg. [

7. Tétel. (Cantor,G.) Tetszoleges A halmaz hatvinyhalmazdnak szimossdga nagyobb A
szdmossdgandl, azaz
[P (A)] >1]A] . (3)

8. Megjegyzés. (i) A fenti tétel véges és végtelen halmazokra egyarant igaz, s6t még az tres
halmazra is | A tétel dllitdsa szerint tehdt barmely szamossdagndl létezik nagyobb szdmossdg,
vagyis nincs legnagyobb (véges vagy végtelen) szdmossdyg.

(ii) Véges halmazokra jolismert a
P (A)] =24 (4)

dsszefiiggés (A =0 is lehet). O

1) ez a Cantor-Bendixson tétel.



A kovetkezo jeloléseket és osszefiiggéseket az algoritmusok elméletében is gyakran hasznéljék:

9. Jelolés. Tetszoleges A, B halmazok esetén jelolje

BY:={f:A—B| [ figgvény} (5)

az 0sszes A — B fliggvény halmazdat. [

10. Megjegyzés. (i) Vigydzzunk: a nyilak ”feliilrdl lefelé” mennek, valamint a fiigg-
vények értelmezési tartomdnya az egész A halmaz, azaz Dom(f) = A .
(i) Véges halmazokra jolismert a

|B4| = |B|" (6)
osszefliggés. U
11. Lemma. Tetszbleges A halmazra
24| = |P (4)] (7)
vagy kissé "érthetdbben” :
0.1} =IP(a) . O (®)

12. Definicié. Tetszbleges A halmaz esetén legyen

A= {0}, (9)
tetszoleges n > 0 természetes szamra
A= A" x A (10)
és végiil legyen N
A=A O (11)
n=0

13. Megjegyzés. Tetszbleges (akar dires) A halmazra
A=A és A" =AxAx.. xA (12)

(n -tényezos szorzat).
Természetesen A = () esetén A™ = () minden n > 1 kitevore. [



3. Véges halmazok
Vigydzat! vannak véges halmazok is!

14. Példa. o) véges intervallumok (valds szamhalmazok), pl. [6,5] = (4,1) = (3,3) = 0
nulla elemiiek,

i) [7,7] , {2,2} = egyelemt halmazok,

ii) {3,4} = kettd elemi halmaz és nem intervallum,

iii) a) tetszoleges n,k € N nemnulla természetes szamokra: egy (akdrmilyen) n betiis ABC
(=tetszbleges n elemil halmaz) elemeibdl képzett legfeljebb k hosszi szavak (sorozatok) hal-
maza,

iv) Dy :={N osztéinak halmaza} ahol N € N rogzitett természetes szam,

v) emberek / autdk halmaza Féldon,

vi) (1,10 NN |

vii) Univerzumban taldlhatd atomok halmaza,

-
4. Megszamlalhatéan végtelen halmazok

15. Definicié. (i) Az A halmaz megszamldlhato (mds széval felsorolhato), ha |A| < |N|

(ii) |A| = |N| esetén A -t megszamldlhatéan végtelennek, vagy felsorolhatéan végte-
lennek hivjuk, mig |A| < |N| esetén A véges.

Ha a fenti két esetet nem akarjuk vagy nem kell megkiilonboztetni, akkor eqyszertien csak
megszamlalhato-t mondunk.

(1ii) N szdmossdgat Ro -al jeloljiik: X a héber abe elsé bettje: “alef” . O

16. Megjegyzés. A fenti A halmaz elemei pdrbadllithatok a természetes szdmok halmaza-
val, vagyis A felirhato
A ={ap,a1,a9,...;an, ...} (13)

alakban. O

17. Tétel. Tetszoleges A halmaz pontosan akkor megszamlalhato (felsorolhatd), ha felirhato
(13) alakban. O

18. Megjegyzés. Mds szavakkal: tetszoleges A halmaz pontosan akkor megszdmldlhatd,
ha elemei sorozatba rendezhetok, esetleges ismétlésekkel. [

19. Tétel. A természetes szamok eqyike sem dllithaté parba a természetes szamok halmaza-
val, vagyis a természetes szamok halmaza végtelen. [



20. Tétel. Megszamldlhato (véges vagy végtelen) halmaz barmely részhalmaza is megszam-
lalhato (véges vagy végtelen). O

21. Tétel. Barmely H végtelen halmaznak van megszamlalhatoan végtelen részhal-
maza.

Bizonyitas. Legyen ay € H tetszbleges, a; € H\{ao} tetszbleges, ... , a,i1 €
H\{ay, ...,a,} tetszdleges, ... . Ekkor A := {a, : n € N} C H a kivant részhalmaz. m

22. Lemma. Ha A és B megszdmldalhatéak, akkor AU B is megszdmldlhato.
Bizonyitas. Ha A = {ag, a1, ..., ay, ...} és B = {by, by, ..., by, ...}, akkor
AU B ={ag,bo,a1,by1, ..., an,bp, ...} (14)
egy kivant felsorolds. m

23. Kovetkezmény. (i) |HUA| = |H| bdarmely H végtelen és A megszamlalhato hal-
mazokra.

(i) Ha H\A nem véges, akkor |H\A| = |H| tetszdleges H barmilyen végtelen és A
megszamlalhato halmazokra. [

24. Megjegyzés. A fenti eredmények szerint a megszamldlhatoan végtelen szamossdg, vagyis
Ny a legkisebb végtelen szimossdyg.

25. Tétel. (i) Megszamldlhaté sok megszamldlhaté halmaz unidja megszdamlal-

hato: o
U4

i=0

(ii) Megszamldalhatdan sok megszamldalhatd halmaz unidja akkor és csak akkor megszdamldl-

hatoan végtelen, ha valamelyik megszdmldalhatoan végtelen vagy végtelen sok nem tires halmaz

van kozottiik.

(#ii) Megszamlalhaté halmazok Descartes -szorzata is megszamlalhato:

[Ax Bl <R ha |A|,|B| <Xy . (16)

Bizonyitas.
(@0, bo)—(a0,b1) (a0, b2)—(ao, b3)
v / v
(a1,b0) (a1,b1) (a1,b2)
L/ v
(az,b0) (a2, b1)
/
(a3, bo)
|

A x B is megszdmlalhaté
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26. Definicié. Tetszbleges A # () halmazra legyenek
(i) Ahatvéanyai : A% :={0}, A':=A, A":=AxAx..xA (n -tényez6s Descartes
szorzat), mn €N,

(ii) A*:=|J A, = A elemeibdl képezhetd dsszes, véges sorozat (string) halmaza. O
n=0

27. Lemma. Ha A véges vagy megszamlalhato, akkor A* mindenképpen megszamlalhatéan
végtelen.

Bizonyitas. A fenti tételek alapjén. m

28. Megjegyzés. Azonban A elemeibdl képzett végtelen hosszi sorozatok halmaza, vagyis
AR mdr nem megszdmldlhato: Cantor tétele szerint mdr

M= R >R,. O (17)
Erdekességképpen megemlitjiik az analizis egy fontos tételét:

29. Tétel. Ha f,g : I — R tetszoleges fiigguények legfeljebb csak Ny helyen térnek el
egymdstol, akkor [, f= [,9 . O

A fenti tételek felhaszndldsdval konnyen igazolhatd, hogy az aldbbi halmazok mind
megszamlalhatoak:

30. Példa. Megszamlalhaté halmazok:

(n € N mindig egy tetszdleges nemnulla természetes szamot jelol):

0) negativ / paros / pdratlan / n -el oszthatd / prim- / ... egész szamok halmaza,

i) N barmely végtelen részhalmaza,

i1) barmilyen megszamldlhato (végtelen) halmaznak barmely végtelen részhalmaza,

(megj: ~ 1) ),

iti) H* , ahol H egy tetszoleges n - elemi (véges) halmaz,

iv) a véges (akdrmilyen hosszi) bitsorozatok (0,1 -sorozatok) halmaza, azaz {0,1}" ,

v) egy rogzitett (akdrmilyen) n bettis ABC (=tetszbleges n elemit halmaz) elemeibdl képzett
véges (akdrmilyen hosszi) szavak (sorozatok) halmaza, (megj: ~ {1,...,n}"),

vi) a magyar betii- és irasjelkészlettel leirhato szovegek (pl. konyvek) halmaza,

vii) a kinai betli- és irdsjelkészlettel leirhaté matematikai bizonyitdasok halmaza,

viti) barmilyen n bettis ABC (=tetszdleges n elemi halmaz) elemeibdl képzett véges szavak
(sorozatok) halmaza,

(megj: ~ Uo{l7 wyn} vagy ~ N¥),
et

iz) Ly, |x] = olyan polinomok, melyek egyiitthatéi csak az {0,1,2,...,n — 1} halmazbdl van-
nak,  (megj: ~ H*),
) NxN ,ZxZ



i) Q  (megj: ~7Z X Z),

zii) Z[i] == {a+bi:a,be L} = egész koordinatdji komplex szamok, — (megj: ~ 7 X Z),
zigi) N 2" , Q" (n € N)  (megj: biz. indukcidval)

Tiv) a véges hosszi, természetes szamokbdl dllé sorozatok halmaza, azaz N*,

',’C/U) Z* 7 @* J
xvi) 0sszes elképzelhetd szamitdgép program, Turing gép, input-lista, (megj: ~ N*),
zvii) Nx] , Z[x] , Q[x] := természetes-, egész- ill. raciondlis egyiitthatdji polinomok hal-

mazai, (megj: ~ N* ~ Z* ~ Q*),

zviii) A = algebrai szamok (:=egész- ill. raciondlis egytitthatdji polinomok gydkei) halmaza,
(megj: ~ (N°)" ),

ziz) A [z] := algebrai szamok-egyiitthatdji polinomok halmazai, (megj: ~ A* ~ N*),

zz) N dsszes véges részhalmazainak halmaza,

zri) {a,b} — N tipusi figguények halmaza, vagyis 1N | (megj: ~N? =N x N),

xzii) stk racspontjai (mindkét koordindtdajuk egész szam), (megj: ~ 7 X 7 ),

xziii) eqy adott a, sorozat elemeinek halmaza,

ziv) eqy adott > a, sor részletosszegeinek halmaza,

O

5. Kontinuum szamossagi halmazok

31. Definicié. R szdmossdgdt kontinuum? -nak nevezziik és C (gét kis c) -vel jeloljik, azaz

C=R . O (18)

32. Tétel. (Cantor)
IR > Ro (19)

Bizonyitas. (Cantor 4tl6s médszere.) Tegyiik fel indirekte, hogy R ={fo, f1, .-, fa, -}
vagyis e felsorolds tartalmazza az Gsszes valds széamot. Legyen ¢ € R egy olyan valds szdm,
melynek 7 -edik tizedesjegye kiilonbozik az f; szam ¢ -edik tizedesjegyétdl. Ekkor g # f; ,
igy ¢ nem szerepel a {fo, f1, ..., fn,...} felsoroldsban®). Ez ellentmondds, vagyis R elemeit
tényleg nem lehet felsorolni. m

33. Kovetkezmény. Van nem algebrai valds szam (ld. 30.ziii) példa).
Az ilyen (irraciondlis) szamokat transzcendens ("tul") szamoknak hivjuk. O

34. Megjegyzés. (i) Tetszoleges, legalabb kételemi [(a,b)] intervallum (nyilt vagy
zart, véges vagy végtelen, félig vagy egészen) szdmossdga megegyezik R sza-
mossagadval.

(ii) Tehdt minden nem tres, nyilt intervallum tartalmaz transzcendens szamot.

2) ”folytonos”
3) A valés szamok tizedestortként val6 felirdsa nem egyértelmit, pl. 0,500... = 0,499... . Ezt a problémat
elkeriilhetjiik, ha ¢ jegyei 0 -t6l és 9 -t6l kiillosnbozoek. O
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35. Tetel.  |R| = |2V

. vagy mdsképpen: |R| = ‘{O, I}N‘ . g

36. Megjegyzés. A fenti tétel és Cantor 7 tételébol mar kovetkezik 32 tétele, de az ott
k6zolt bizonyitds ezeknél eqyszertbb és szemléletesebb. [

37. Példa. Kontinuum szdamossagi halmazok:

(0) 0, 1) intervallum,  (megj: ~ P (N)),

i) barmely [(a,b)] C R nemiires és nem egyelemt ("nem elfajuld”) intervallum (ld. 34),
pl.: [5,8] , (6,00) , [5,81] , (6,823) , (3,4) , [7,70] , (6,40) , (5,8] , [7,8] , [5,8], (6,00) ,
(—00,3) , (—00,00) , ...

it) az dsszes bindris (0,1 -b6l d4llé) végtelen sorozat halmaza, azaz {0, l}N ,

(megj: ~ P (N)),

iii) egy (akdrmilyen) n bettis ABC (=tetszbleges n elem@ H halmaz) elemeibdl képzett végte-
len hosszi szavak (sorozatok) halmaza, azaz HY,

i) N, Z , Q osszes részhalmazainak halmaza, azaz P (N) , P(Z) , P(Q) ,

v) R,

vi) irraciondlis szamok halmaza

vit) R xR |, (megj: két tizedesjegy-sorozat jegyeit felvdltva letrva (”osszefésilve”) kapunk
egy R? — R bijekciot),

viti) C (komplex szamok), Q (kvaterick) halmaza (megj: C~RXR , Q ~RXxRXxRxR),
ir) R*  (megj: ~ (2¥)" ~ 2 w 2N AR ),

z) R*

xi) konstans-, linedris fiigguények, azaz a c ill. ax + b fiigguvények halmaza,

zii) R[z] , Clz] = valds / komplex egyiitthatdji polinomok halmazai

ar
wiii) linedris raciondlis tortfigguények, azaz alaki fiigguények halmaza,

ziv) raciondlis tortfigguények (=polinomok hanyadosai) halmaza, (megj: ~ R [x] x R[z] ),
ww) N — N figgvények halmaza  (megj: ~ természetes/egész/raciondlis szdmokbdl dllo
sorozatok halmaza),

zvi) N dsszes permutdcidjanak halmaza,

zvii) egy adott Y a, sor dtrendezéseinek halmaza, (megj: ~ N permutdcidinak halmaza),
Tviii) a végtelen hosszu, természetes / raciondlis szamokbdl dllé sorozatok halmaza,

azaz NN | 7N |

zix) valds szdmsorozatok halmaza, azaz RY | (megj: ~ (2N)N ~ 2NN N U R),

zx) egy adott (a,) sorozat részsorozatainak halmaza, — (megj: ~ {0,1}" ~ P (N) ),

zzi) R — R folytonos fiigguények  (megj: ld. Koltay-Szalkai: Analizis I. feladatgytijtemény),
xzii) stk (megj: ~R xR~ C),

xziii) korvonal, korlap, szakasz , barmely (tvet [vonalat] tartalmazé) sikbeli részhalmaz, figg-
vénygrafikonok, véges és végtelen sikidomok - ha legaldbb kettd pontot tartalmaznak,

zziv) gombfelilet  (megj: ~ sik),

zzv) R" = n dimenzids tér,

O



Vigyazat: R bdarmely részhalmazanak szémossdgat nem tudhatjuk, ezt a problémaét a
kovetkezo fejezetben ismertet;iik!

38. Példa. Kontinuumndl nagyobb szamossagi halmazok:

i) P(R), P(C),P(H) ha H legaldbb kontinuum, (megj: P(R) ~ P (C) ~P (H)),
it) [1,2] — [1,2] tetszdleges fiigguények halmaza,  (megj: ~ P (R) ),

iii) R — {a,b} fiigguények halmaza, azaz {a,b}" (megj: ~ 2% ~ P (R)),

iv) tetszOleges R — R fiigguények halmaza, azaz R® | (megj: R® ~ 28 ~ P (R) ),

0

6. A Kontinuum Hipotézis

Lattuk, hogy |N| < |R|. Természetesen meriil fel a kérdés, hogy van-e olyan X C R
halmaz, amelyre

IN[ < [X[ < [R] 7 (20)

A XIX. szdzad végén Georg Cantor német matematikus azt sejtette, hogy ilyen X halmaz
nincs, ez a ”Kontinuum-hipotézis”:

39. Definicié. Kontinuum-hipotézis (Continuum-hypothesis = feltevés), roviden KH vagy
CH: nincsen olyan X C R halmaz, amelyre (20) teljesilne. O

David Hilbert német matematikus a matematikusok 1900 -ban tartott konferencidjan
ezt a problémét emlitette elsonek, a XX szdzad matematikai kutatdsait meghatdrozé 23
nagy matematikai kérdés kozott. (Hamarosan kideriilt, hogy ez a 23 probléma valéban
meghatdrozé volt a XX. szdzadban, 1d. pl.

HTTP://ALEPHO.CLARKU.EDU/ DJOYCE/HILBERT /PROBLEMS.HTML .)

Az X C R részhalmaz utani tobb évtizedes kutatds eredményeképpen létrejott a leird
halmazelmélet (descriptive set theory).

Kurt Godel német matematikus a 30-as években mér bebizonyitotta, hogy CH feltétele-
zése nem okoz ellentmonddst a matematika szokdsos (ZFC) axiémarendszerében.

A 60-as években pedig Paul Cohen amerikai matematikus igazolta, hogy CH tagaddsa
sem okoz ellentmondast ZFC -ben.

A fenti két eredmény nem mond ellent egymasnak hanem kiegészitik egymast: tehdt CH
-t sem céafolni, sem bizonyitani nem lehet a matematika ZFC axiémarendszerében, vagyis
CH fiiggetlen (méds széval: eldénthetetlen) a matematika eszkozeivel.

Godel mar 1930-ban bebizonyitotta, hogy a matematika bdrmely axiémarendszerében,
vagyis nem csak ZFC -ben sziikségképpen [éteznek eldonthetetlen problémak. Cohen mdéd-
szere pedig ma mar a matematikus szakon tananyag, mar a 70-es években (nem csak hal-
mazelmeéleti) problémdk szézairél mutatték meg, hogy fiiggetlenek ZFC -tol.



7. A "Szamossagok"

40. Tétel. (Neumann Jdnos): (i) Tetszbleges (véges vagy végtelen) k szdmossdghoz
létezik legkisebb, k -ndl nagyobb \ szimossdg, azaz Kk < X de nincs olyan p amelyre
K< p<M\ lenne. Ezt a X\ szdmossagot k rakovetkezdjé -nek (successor) nevezzik, és Kk
-al jelolyiik.

Szamossdgok nélkil, halmazokkal megfogalmazva: tetszbleges (véges vagy végtelen) A hal-
mazhoz létezik olyan B halmaz, melyre |A| < |B| de semmilyen C halmazra |A| < |C] <
|B| .

(ii) Szdmossdgok tetszoleges {k; : i € I} halmazdhoz létezik egyértelmiien olyan legkisebb \
szamossdg, melyre

ki <N YViel. (21)
Ezt a A szamossdgot 1gy jelolyiik:
A= hr? ki . O (22)
1€

41. Definicié. (az "alefek”): Legyen Xy := (No)© és dltaldban R, 1 == (X,)" han € N,
tovdbbd legyen N, := 111% N, , majd N, := (Nw)+, és igy tovdbb a “végtelenségig”. [
ne

Meglepoek az aldbbi osszefiiggések:
42. Tétel. Ha k és A\ koziil legaldbb az eqyik végtelen szdmossdg, akkor

K+ A = max{k,\} (23)
kXA = max{k,A\} . O

43. Kovetkezmény. |H*| = |H| tetszoleges H wvégtelen halmazra.
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