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1. Bevezetés

Ebben a rövid jegyzetben els½osorban a végtelen halmazok méretét, elemeinek számát
próbáljuk meg �megszámolni�, de számos tétel igaz véges halmazokra is. Megmutatjuk,
hogy végtelen halmazok mérete is lehet �kisebb�és �nagyobb�is, vagyis végtelen halmazok
mérete általában nagyon is különböz½o!
Vizsgán els½osorban konkrét halmazok számosságait kérdezzük (lásd a fejezetek végén

lev½o felsorolásokat), természetesen a halmazok méreteit (számosságait) a tételek segítségével
állapíthatjuk meg / jegyezhetjük meg könnyebben.

2. De�níciók

A bevezet½o de�níciók és tételek tetsz½oleges, tehát véges és végtelen halmazokra is érvénye-
sek.

1. De�níció. (i) Tetsz½oleges A és B halmazok számossága egyenl½o, ha van köztük egy
f : A �! B bijektív függvény (vagyis f injekív és szürjektív, vagyis kölcsönösen egy-
egyértelm½u ráképezés). Ennek jelölése:

jAj = jBj (1)

vagy
A � B . (2)

(ii) Az A halmaz számossága kisebb vagy egyenl½o, mint B számossága, jelben jAj � jBj
ha van f : A �! B injekció (kölcsönösen egy-egyértelm½u függvény).
(iii) Az A halmaz számossága kisebb mint B számossága, jelben jAj < jBj ha jAj � jBj
és jAj 6= jBj . �
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2. Megjegyzés. A számosságot magát nem de�niáltuk, csak az összehasonlítás módjait,
mint pl. hosszúságokat is tudunk összehasonlítani méterrúd nélkül. �

3. Tétel. Az jAj = jBj reláció alaptulajdonságai: bármely A halmazokra
jAj = jAj (re�exív),
jAj = jBj pontosan akkor, ha jBj = jAj (szimmetrikus),
ha jAj = jBj és jBj = jCj akkor jAj = jCj (tranzitív),
azaz = ekvivalencia (�azonos érték½u�) reláció. �

4. Tétel. Az � és < relációk alaptulajdonságai: bármely A;B halmazokra
jAj � jAj de jAj 6< jAj (re�exív ill. irre�exív),
ha jAj � jBj és jBj � jAj akkor jAj = jBj (antiszimmetrikus)1),
ha jAj < jBj akkor jBj 6< jAj (aszimmetrikus),
ha jAj � jBj és jBj � jCj akkor jAj � jCj (tranzitív),
ha jAj < jBj és jBj < jCj akkor jAj < jCj (tranzitív),
azaz � rendezési reláció, < szigorú rendezési reláció. �

5. Példa. Például a véges számosságok Neumann János szerint:
0 := ? ,
1 := f?g ,
2 := f0; 1g = f?; f?gg ,
3 := f0; 1; 2g = f?; f?g ; f?; f?ggg ,
4 := f0; 1; 2; 3g = f?; f?g ; f?; f?gg ; f?; f?g ; f?; f?gggg ,
...
n := f0; 1; 2; :::; n� 1g = f:::g , (n 2 N)
(ún.�Neumann-hagymák�, ld. pl. 16 -t a honlapomon "16.Neumann-hagyma" címszónál:
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/16-Neumann.doc ). �

6. De�níció. (i) Egy tetsz½oleges A halmaz véges, ha számossága megegyezik valamely n
halmaz (n 2 N) számosságával.
(ii) Egy tetsz½oleges A halmaz végtelen, ha számossága egyetlen n halmaz (n 2 N) szá-
mosságával sem egyezik meg. �

7. Tétel. (Cantor,G.) Tetsz½oleges A halmaz hatványhalmazának számossága nagyobb A
számosságánál, azaz

jP (A)j > jAj . (3)

8. Megjegyzés. (i) A fenti tétel véges és végtelen halmazokra egyaránt igaz, s½ot még az üres
halmazra is ! A tétel állítása szerint tehát bármely számosságnál létezik nagyobb számosság,
vagyis nincs legnagyobb (véges vagy végtelen) számosság.
(ii) Véges halmazokra jólismert a

jP (A)j = 2jAj (4)

összefüggés (A = ; is lehet). �
1 ) ez a Cantor-Bendixson tétel.
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A következ½o jelöléseket és összefüggéseket az algoritmusok elméletében is gyakran használják:

9. Jelölés. Tetsz½oleges A;B halmazok esetén jelölje

BA := ff : A! B j f függvényg (5)

az összes A! B függvény halmazát. �

10. Megjegyzés. (i) Vigyázzunk: a nyilak �felülr½ol lefelé�mennek, valamint a függ-
vények értelmezési tartománya az egész A halmaz, azaz Dom(f) = A .
(ii) Véges halmazokra jólismert a ��BA�� = jBjjAj (6)

összefüggés. �

11. Lemma. Tetsz½oleges A halmazra ��2A�� = jP (A)j (7)

vagy kissé "érthet½obben" : ���f0; 1gA��� = jP (A)j . � (8)

12. De�níció. Tetsz½oleges A halmaz esetén legyen

A0 := f;g , (9)

tetsz½oleges n � 0 természetes számra

An+1 := An � A , (10)

és végül legyen

A� :=
1[
n=0

An . � (11)

13. Megjegyzés. Tetsz½oleges (akár üres) A halmazra

A1 := A és An := A� A� :::� A (12)

(n -tényez½os szorzat).
Természetesen A = ; esetén An = ; minden n � 1 kitev½ore. �
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3. Véges halmazok

Vigyázat! vannak véges halmazok is!

14. Példa. o) véges intervallumok (valós számhalmazok), pl. [6; 5] = (4; 1) = (3; 3) = ;
nulla elem½uek,
i) [7; 7] , f2; 2g = egyelem½u halmazok,
ii) f3; 4g = kett½o elem½u halmaz és nem intervallum,
iii) a) tetsz½oleges n; k 2 N nemnulla természetes számokra: egy (akármilyen) n bet½us ABC
(=tetsz½oleges n elem½u halmaz) elemeib½ol képzett legfeljebb k hosszú szavak (sorozatok) hal-
maza,
iv) DN := fN osztóinak halmazag ahol N 2 N rögzített természetes szám,
v) emberek / autók halmaza Földön,
vi) (1; 106) \ N ,
vii) Univerzumban található atomok halmaza,
...
�

4. Megszámlálhatóan végtelen halmazok

15. De�níció. (i) Az A halmazmegszámlálható (más szóval felsorolható), ha jAj � jNj
.
(ii) jAj = jNj esetén A -t megszámlálhatóan végtelennek, vagy felsorolhatóan végte-
lennek hívjuk, míg jAj < jNj esetén A véges.
Ha a fenti két esetet nem akarjuk vagy nem kell megkülönböztetni, akkor egyszer½uen csak
megszámlálható-t mondunk.
(iii) N számosságát @0 -al jelöljük: @ a héber abc els½o bet½uje: �alef�. �

16. Megjegyzés. A fenti A halmaz elemei párbaállíthatók a természetes számok halmazá-
val, vagyis A felírható

A = fa0; a1; a2; :::; an; :::g (13)

alakban. �

17. Tétel. Tetsz½oleges A halmaz pontosan akkormegszámlálható (felsorolható), ha felírható
(13) alakban. �

18. Megjegyzés. Más szavakkal: tetsz½oleges A halmaz pontosan akkor megszámlálható,
ha elemei sorozatba rendezhet½ok, esetleges ismétlésekkel. �

19. Tétel. A természetes számok egyike sem állítható párba a természetes számok halmazá-
val, vagyis a természetes számok halmaza végtelen. �
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20. Tétel. Megszámlálható (véges vagy végtelen) halmaz bármely részhalmaza is megszám-
lálható (véges vagy végtelen). �
21. Tétel. Bármely H végtelen halmaznak van megszámlálhatóan végtelen részhal-
maza.

Bizonyítás. Legyen a0 2 H tetsz½oleges, a1 2 Hnfa0g tetsz½oleges, ... , an+1 2
Hnfa0; :::; ang tetsz½oleges, ... . Ekkor A := fan : n 2 Ng � H a kívánt részhalmaz.

22. Lemma. Ha A és B megszámlálhatóak, akkor A [B is megszámlálható.

Bizonyítás. Ha A = fa0; a1; :::; an; :::g és B = fb0; b1; :::; bn; :::g, akkor
A [B = fa0; b0; a1; b1; :::; an; bn; :::g (14)

egy kívánt felsorolás.

23. Következmény. (i) jH [ Aj = jHj bármely H végtelen és A megszámlálható hal-
mazokra.
(ii) Ha HnA nem véges, akkor jHnAj = jHj tetsz½oleges H bármilyen végtelen és A
megszámlálható halmazokra. �
24. Megjegyzés. A fenti eredmények szerint a megszámlálhatóan végtelen számosság, vagyis
@0 a legkisebb végtelen számosság.
25. Tétel. (i) Megszámlálható sok megszámlálható halmaz uniója megszámlál-
ható: �����

1[
i=0

Ai

����� � @0 ha jAij � @0 . (15)

(ii) Megszámlálhatóan sok megszámlálható halmaz uniója akkor és csak akkor megszámlál-
hatóan végtelen, ha valamelyik megszámlálhatóan végtelen vagy végtelen sok nem üres halmaz
van közöttük.
(iii) Megszámlálható halmazok Descartes -szorzata is megszámlálható:

jA�Bj � @0 ha jAj; jBj � @0 . (16)

Bizonyítás.

A�B is megszámlálható
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26. De�níció. Tetsz½oleges A 6= ; halmazra legyenek
(i) A hatványai : A0 := f;g , A1 := A , An := A�A�:::�A (n -tényez½os Descartes
szorzat), n 2 N ,
(ii) A� :=

1S
n=0

An = A elemeib½ol képezhet½o összes, véges sorozat (string) halmaza. �

27. Lemma. Ha A véges vagy megszámlálható, akkor A� mindenképpen megszámlálhatóan
végtelen.

Bizonyítás. A fenti tételek alapján.

28. Megjegyzés. Azonban A elemeib½ol képzett végtelen hosszú sorozatok halmaza, vagyis
A@0 már nem megszámlálható: Cantor tétele szerint már

2@0 = jRj > @0 . � (17)

Érdekességképpen megemlítjük az analízis egy fontos tételét:

29. Tétel. Ha f; g : I ! R tetsz½oleges függvények legfeljebb csak @0 helyen térnek el
egymástól, akkor

R
I
f =

R
I
g . �

A fenti tételek felhasználásával könnyen igazolható, hogy az alábbi halmazok mind
megszámlálhatóak:

30. Példa. Megszámlálható halmazok:
(n 2 N mindig egy tetsz½oleges nemnulla természetes számot jelöl):
o) negatív / páros / páratlan / n -el osztható / prím- / ... egész számok halmaza,
i) N bármely végtelen részhalmaza,
ii) bármilyen megszámlálható (végtelen) halmaznak bármely végtelen részhalmaza,
(megj: � i) ),
iii) H� , ahol H egy tetsz½oleges n - elem½u (véges) halmaz,
iv) a véges (akármilyen hosszú) bitsorozatok (0; 1 -sorozatok) halmaza, azaz f0; 1g� ,
v) egy rögzített (akármilyen) n bet½us ABC (=tetsz½oleges n elem½u halmaz) elemeib½ol képzett
véges (akármilyen hosszú) szavak (sorozatok) halmaza, (megj: � f1; :::; ng�),
vi) a magyar bet½u- és írásjelkészlettel leírható szövegek (pl. könyvek) halmaza,
vii) a kínai bet½u- és írásjelkészlettel leírható matematikai bizonyítások halmaza,
viii) bármilyen n bet½us ABC (=tetsz½oleges n elem½u halmaz) elemeib½ol képzett véges szavak
(sorozatok) halmaza,

(megj: �
1S
n=0

f1; :::; ng� vagy � N�),

ix) Zn [x] := olyan polinomok, melyek együtthatói csak az f0; 1; 2; :::; n� 1g halmazból van-
nak, (megj: � H�),
x) N� N , Z� Z
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xi) Q (megj: � Z� Z),
xii) Z [i] := fa+ bi : a; b 2 Zg = egész koordinátájú komplex számok, (megj: � Z� Z),
xiii) Nn , Zn , Qn (n 2 N) (megj: biz. indukcióval)
xiv) a véges hosszú, természetes számokból álló sorozatok halmaza, azaz N�,
xv) Z� , Q� ,
xvi) összes elképzelhet½o számítógép program, Turing gép, input-lista, (megj: � N�),
xvii) N [x] , Z [x] , Q [x] := természetes-, egész- ill. racionális együtthatójú polinomok hal-
mazai, (megj: � N� � Z� � Q�),
xviii) A := algebrai számok (:=egész- ill. racionális együtthatójú polinomok gyökei) halmaza,
(megj: � (N�)� ),
xix) A [x] := algebrai számok-együtthatójú polinomok halmazai, (megj: � A� � N�),
xx) N összes véges részhalmazainak halmaza,
xxi) fa; bg ! N típusú függvények halmaza, vagyis fa;bgN , (megj: � N2 = N� N),
xxii) sík rácspontjai (mindkét koordinátájuk egész szám), (megj: � Z� Z ),
xxiii) egy adott an sorozat elemeinek halmaza,
xiv) egy adott

P
an sor részletösszegeinek halmaza,

...
�

5. Kontinuum számosságú halmazok

31. De�níció. R számosságát kontinuum2) -nak nevezzük és { (gót kis c) -vel jelöljük, azaz

{ := jRj . � (18)

32. Tétel. (Cantor)
jRj > @0 (19)

Bizonyítás. (Cantor átlós módszere.) Tegyük fel indirekte, hogy R = ff0; f1; :::; fn; :::g,
vagyis e felsorolás tartalmazza az összes valós számot. Legyen q 2 R egy olyan valós szám,
melynek i -edik tizedesjegye különbözik az fi szám i -edik tizedesjegyét½ol. Ekkor q 6= fi ,
így q nem szerepel a ff0; f1; :::; fn; :::g felsorolásban3). Ez ellentmondás, vagyis R elemeit
tényleg nem lehet felsorolni.

33. Következmény. Van nem algebrai valós szám (ld. 30.xiii) példa).
Az ilyen (irracionális) számokat transzcendens ("túl") számoknak hívjuk. �

34. Megjegyzés. (i) Tetsz½oleges, legalább kételem½u [(a,b)] intervallum (nyílt vagy
zárt, véges vagy végtelen, félig vagy egészen) számossága megegyezik R szá-
mosságával.
(ii) Tehát minden nem üres, nyilt intervallum tartalmaz transzcendens számot.

2 ) �folytonos�
3 ) A valós számok tizedestörtként való felírása nem egyértelm½u, pl. 0; 500::: = 0; 499::: . Ezt a problémát

elkerülhetjük, ha q jegyei 0 -tól és 9 -t½ol különböz½oek. �
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35. Tétel. jRj =
��2N�� , vagy másképpen: jRj =

���f0; 1gN��� . �

36. Megjegyzés. A fenti tétel és Cantor 7 tételéb½ol már következik 32 tétele, de az ott
közölt bizonyítás ezeknél egyszer½ubb és szemléletesebb. �

37. Példa. Kontinuum számosságú halmazok:
(o) [0; 1) intervallum, (megj: � P (N)),
i) bármely [(a; b)] � R nemüres és nem egyelem½u ("nem elfajuló") intervallum (ld. 34),
pl.: [5; 8] , (6;1) , [5; 81] , (6; 823) , (3; 4) , [7; 70] , (6; 40) , (5; 8] , [7; 8] , [5; 8] , (6;1) ,
(�1; 3) , (�1;1) , ...
ii) az összes bináris (0; 1 -b½ol álló) végtelen sorozat halmaza, azaz f0; 1gN ,
(megj: � P (N)),
iii) egy (akármilyen) n bet½us ABC (=tetsz½oleges n elem½u H halmaz) elemeib½ol képzett végte-
len hosszú szavak (sorozatok) halmaza, azaz HN,
iv) N , Z , Q összes részhalmazainak halmaza, azaz P (N) , P (Z) , P (Q) ,
v) R ,
vi) irracionális számok halmaza
vii) R� R , (megj: két tizedesjegy-sorozat jegyeit felváltva leírva (�összefésülve�) kapunk
egy R2 ! R bijekciót),
viii) C (komplex számok), Q (kvateriók) halmaza (megj: C � R�R , Q � R�R�R�R),
ix) Rn (megj: �

�
2N
�n � 2N�n � 2N � R ),

x) R�
xi) konstans-, lineáris függvények, azaz a c ill. ax+ b függvények halmaza,
xii) R [x] , C [x] = valós / komplex együtthatójú polinomok halmazai

xiii) lineáris racionális törtfüggvények, azaz
ax+ b

cx+ d
alakú függvények halmaza,

xiv) racionális törtfüggvények (=polinomok hányadosai) halmaza, (megj: � R [x]�R [x] ),
xv) N ! N függvények halmaza (megj: � természetes/egész/racionális számokból álló
sorozatok halmaza),
xvi) N összes permutációjának halmaza,
xvii) egy adott

P
an sor átrendezéseinek halmaza, (megj: � N permutációinak halmaza),

xviii) a végtelen hosszú, természetes / racionális számokból álló sorozatok halmaza,
azaz NN , ZN ,
xix) valós számsorozatok halmaza, azaz RN , (megj: �

�
2N
�N � 2N�N � 2N � R),

xx) egy adott (an) sorozat részsorozatainak halmaza, (megj: � f0; 1gN � P (N) ),
xxi) R! R folytonos függvények (megj: ld. Koltay-Szalkai: Analízis I. feladatgy½ujtemény),
xxii) sík (megj: � R� R � C),
xxiii) körvonal, körlap, szakasz , bármely (ívet [vonalat] tartalmazó) síkbeli részhalmaz, függ-
vénygra�konok, véges és végtelen síkidomok - ha legalább kett½o pontot tartalmaznak,
xxiv) gömbfelület (megj: � sík),
xxv) Rn = n dimenziós tér,
...
�
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Vigyázat: R bármely részhalmazának számosságát nem tudhatjuk, ezt a problémát a
következ½o fejezetben ismertetjük!

38. Példa. Kontinuumnál nagyobb számosságú halmazok:
i) P (R) , P (C) ,P (H) ha H legalább kontinuum, (megj: P (R) � P (C) � P (H)),
ii) [1; 2]! [1; 2] tetsz½oleges függvények halmaza, (megj: � P (R) ),
iii) R! fa; bg függvények halmaza, azaz fa; bgR (megj: � 2R � P (R)),
iv) tetsz½oleges R! R függvények halmaza, azaz RR , (megj: RR � 2R � P (R) ),
...
�

6. A Kontinuum Hipotézis

Láttuk, hogy jNj < jRj . Természetesen merül fel a kérdés, hogy van-e olyan X � R
halmaz, amelyre

jNj < jXj < jRj ? (20)

A XIX. század végén Georg Cantor német matematikus azt sejtette, hogy ilyen X halmaz
nincs, ez a �Kontinuum-hipotézis�:

39. De�níció. Kontinuum-hipotézis (Continuum-hypothesis = feltevés), röviden KH vagy
CH: nincsen olyan X � R halmaz, amelyre (20) teljesülne. �

David Hilbert német matematikus a matematikusok 1900 -ban tartott konferenciáján
ezt a problémát említette els½onek, a XX század matematikai kutatásait meghatározó 23
nagy matematikai kérdés között. (Hamarosan kiderült, hogy ez a 23 probléma valóban
meghatározó volt a XX. században, ld. pl.
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/hilbert/problems.html .)
Az X � R részhalmaz utáni több évtizedes kutatás eredményeképpen létrejött a leíró

halmazelmélet (descriptive set theory).
KurtGödel német matematikus a 30-as években már bebizonyította, hogy CH feltétele-

zése nem okoz ellentmondást a matematika szokásos (ZFC) axiómarendszerében.
A 60-as években pedig Paul Cohen amerikai matematikus igazolta, hogy CH tagadása

sem okoz ellentmondást ZFC -ben.
A fenti két eredmény nem mond ellent egymásnak hanem kiegészítik egymást: tehát CH

-t sem cáfolni, sem bizonyítani nem lehet a matematika ZFC axiómarendszerében, vagyis
CH független (más szóval: eldönthetetlen) a matematika eszközeivel.
Gödel már 1930-ban bebizonyította, hogy a matematika bármely axiómarendszerében,

vagyis nem csak ZFC -ben szükségképpen léteznek eldönthetetlen problémák. Cohen mód-
szere pedig ma már a matematikus szakon tananyag, már a 70-es években (nem csak hal-
mazelméleti) problémák százairól mutatták meg, hogy függetlenek ZFC -t½ol.
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7. A "Számosságok"

40. Tétel. (Neumann János): (i) Tetsz½oleges (véges vagy végtelen) � számossághoz
létezik legkisebb, � -nál nagyobb � számosság, azaz � < � de nincs olyan � amelyre
� < � < � lenne. Ezt a � számosságot � rákövetkez½ojé -nek ( successor) nevezzük, és �+

-al jelöljük.
Számosságok nélkül, halmazokkal megfogalmazva: tetsz½oleges (véges vagy végtelen) A hal-
mazhoz létezik olyan B halmaz, melyre jAj < jBj de semmilyen C halmazra jAj < jCj <
jBj .
(ii) Számosságok tetsz½oleges f�i : i 2 Ig halmazához létezik egyértelm½uen olyan legkisebb �
számosság, melyre

�i � � 8i 2 I . (21)

Ezt a � számosságot így jelöljük:
� := lim

i2I
�i . � (22)

41. De�níció. (az �alefek�): Legyen @1 := (@0)+ és általában @n+1 := (@n)+ ha n 2 N ,
továbbá legyen @! := lim

n2N
@n , majd @!+1 := (@!)+, és így tovább a �végtelenségig�. �

Meglep½oek az alábbi összefüggések:

42. Tétel. Ha � és � közül legalább az egyik végtelen számosság, akkor

�+ � = maxf�; �g (23)

�� � = maxf�; �g . �

43. Következmény. jH�j = jHj tetsz½oleges H végtelen halmazra.
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