Dr.Szalkai Istvan, Pannon Egyetem, Veszprém, SZALKAIQALMOS.UNI-PANNON.HU :

A TII. tipusi helyettesitésrol

A médszer altaldanos leirdsa [SzI-1] 131. oldaldn megtaldlhaté. A moédszer alkalmazdsairol
kiilonboz6 esetekben [BB], [GyZ] és [KSz|-ben olvashatunk, melyeket most roviden ssze-
foglalunk.

Jelolések

1. Definicié. R (u,v) azu,v vdltozok raciondlis tortfiiggvényét (=két polinom hinya-
dosa) jeloli, vagyis dltaldban

Apm U™ - V™ ot a Ut v+ L+ agg
bk,é . Uk . ’Ue + ...+ bi,j St eyl + ...+ b[)’o

R (u,v,..) = (1)
alaki fiiggvény, ahol n,m,k, 0 € N | apo,..., 05, ..c;Anm € R €s bog,...;0;5,...,000 € R
tetszoleges valds szamok.

Megengedett a k, ¢ =0 és byy = 1 specidlis eset is, amikor

R(u,v,...) = Gy -t - 0" + ..+ a; ;- u' - v+ o0 (2)

minddssze eqy polinom.
Hasonléak az R (u), vagyis

Qp - T+ ... 4a; -2+ ...+ ag
R = 4 3
(z) by -k + ...+ b -xt+ ...+ by (3)

egyvaltozos, az R (u, v, w) hdromvdltozds és stb. tobbvdltozds raciondlis tortfiggvények is, és
ekkor is megengedett a "nevezo=1", vagyis "R=polinom" specidlis eset.
Haszndlatos még az r(...) jelolés is. O

2. Definicid. Tetszdleges f (x), g (x) figgvényekre

_ Qp,m fn (Q?) . gm (1‘) + ...+ Qg5 fZ (I) : gj (;E) + ...+ Qo,0
b fF(x) - gt () + ...+ by - fi(z)- g7 () 4+ ... + bop

R(f(z),g9(z))

az R és f, g figguényekbdl képzett (egyvdltozds) dsszetett fiiggény.
(Itt is megengedett a k,¢ =0 és byg = 1 specidlis eset.)
A tovabbiakban R (f (x),g (x)) helyett legtobbszir egyszertien csak R (f,g) -et drunk. O



3. Példa. ,
pm - €7+ ..+ a; ;- € + ...+ agp

bk’g . €km + ...+ bz,] el + ...+ bo’o

R(e") = : (5)

A+ SN (2) - cOS™ (T) + ... + a;; - sin’ (z) - cos? (z) + ... + ag
br - sin® (z) - cost (z) + ... + by j - sin’ (z) - cos? () + ... + by

(6)

R (sin, cos) =

Alkalmazasok

Az alébbiakban felsorolt médszerek szemléltetésére és gyakorldsara [KSz|, [GJ] és [BB| -ben
taldlunk példakat.

0) Altaldnos "raérzések" a IL. tipusi helyettesitésekre:

Ha az integrandusban valami "rész-képlet" sokszor szerepel (vagyis a feladat [ f (g (x)) dx
alaku), akkor az u = g () helyettesités a megoldaﬁs.

Nagyon sok [ +/f (z)dx feladat az u = \/f (z helyettesftéssel oldhat6 meg.

Példdul: [sin (yz)dr, [/z-e"Vedz, f arctg . [Ver—1, [+/1—sin(z)dx.

A kovetkez6 1)-6) pontokban felsorolt esetekben az integrandus (4) alakui R (f, g) Osszetett
filggvény, specidlis f (z) és g (x) fiiggvényekre, amiket roviden felsorolunk. Megfelel6 helyet-
tesités hatdsdra az (4) alaku integrandusbdl (3) alaku raciondlis tortfiiggvény lesz, ezeket a
helyettesitéseket " Racionalizé mddszerek" -nek is nevezziik.

A kapott R (z) raciondlis torteket parcidlis tortekre bontjuk (lasd pl. [Sz-2]) és utdna
egyszeriien integrdlunk. Hasonléan integralhatéak az (1) alaku és tobbvaltozés raciondlis
tortfiiggvények is (a (2) alaku polinomok integréldsa egyszerii alapfeladat).

1) R(e") alaku integrandusok (1d.(5)).

d 1
Hasznéljuk az e® = u helyettesitést. Ekkor d_x = —,és
uou

/R(ew) dx:/R(u)-%du . (7)

Ne feledjiik, hogy a hiperbolikus fiiggvények is R (e*) alakiak:

et _ 7 e e 7
sh(v) = —5—, ch(2)=—F—, (8)
sh(x) e —e® ch(z) e"+e®

() ch(z) e*+e®’ cth () sh(z) er—e®’ (9)

tehdt az R (sh, ch,th,cth) alaku fiiggvények (kis dtalakitds utén) R (e*) alakiak (lesznek).
2)a) [ R(sin(z))-cos(z) és [R(cos(x))-sin(x) alakd integrandusok.
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Mivel sin’ (x) = cos (x) és cos’ (x) = — sin (z), ezért a fenti feladatok I. tipusu helyettesitések,
tehdt R (t) alaku raciondlis tortfiiggvények (lasd (3)).

b) [sin”(z)-cos™ (z) dz (n vagy m egyike pdratlan természetes szdm)
alaki integrandusok.

Ezek a feladatok elemi /"kozépiskolds"/ lépésekkel 1. tipusd helyettesitésekké, vagyis 2)a)
alatti feladatokkd alakithatok.
3) R(sin,cos) alaku integrandusok (1d. még 4) ).
Hasznaljuk a t = tg (%) (1) helyettesitést.
dx 2 , 2t 1—¢2 2t 1—¢2
Ekkora =1ie , sin (z) = e , cos (z) = T g (z) = T és ctg (z) = 5

Vigydzat: Bér a 3) pontban emlitett helyettesités barmilyen R (sin, cos) integrandusra
mitkodik, de specidlis R tortfiiggvényekre egyszeriibb (kisebb képleteket és kevesebb szé-
moldst igényld) modszerek is vannak, mint példdul a 2) és a 4) pontokban emlitett esetek.

4) R (sin® cos?) és R(tg) alaku integrandusok.
Hasznéljuk a t = tg () helyettesitést.

dx 1 . 2 ) 1
Ekkor iRl (x) = e és cos® (x) = e
b
5 R (3:, p/0T 0 alaki integrandusok
cr+d

(n € NT pozitiv és a, b, ¢, d € R (majdnem) tetszoleges szamok, ¢ = 0 és d = 1 megengedett).

Ljaxr +b

Hasznéljuk a t = y helyettesitést.

cT +
ax+b  —d-t"+b  de  nt"'-(ad — bc)

ca:—l—d’x_ cth—a O dt (a—ct”)2

6) R (z,Vaz?+bx+c) alaku integrandusok (a # 0).
Elemi atalakitdsokkal R (u, v1-— u2) vagy R (u, V1+ u2) vagy R (u, vu? — 1) alakhoz ju-

tunk. A kiilonboz6 esetekben a kovetkezo helyettesitéseket hasznalhatjuk:

d
R (u, V1 — u?) esetén legyen u = sin (), ekkor v/1 — u? = cos (t) és d—qz = cos (t),

Ekkor t" =

igy 3) alatti problémahoz jutunk.
du

R (u, V14 u?) esetén legyen u = sh (t), ekkor V1 + u? = ch (t) és pri ch (t),
igy 1) alatti probléméhoz jutunk.
d
R (u,Vu? — 1) esetén legyen u = ch (t), ekkor vu? — 1 = sh (t) és d_? = sh (t),

igy 1) alatti problémahoz jutunk.
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