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A II. típusú helyettesítésr½ol

A módszer általános leírása [SzI-1] 131. oldalán megtalálható. A módszer alkalmazásairól
különböz½o esetekben [BB], [GyZ] és [KSz]-ben olvashatunk, melyeket most röviden össze-
foglalunk.

Jelölések

1. De�níció. R (u; v) az u; v változók racionális törtfüggvényét (=két polinom hánya-
dosa) jelöli, vagyis általában

R (u; v; :::) =
an;m � un � vm + :::+ ai;j � ui � vj + :::+ a0;0
bk;` � uk � v` + :::+ bi;j � ui � vj + :::+ b0;0

(1)

alakú függvény, ahol n;m; k; ` 2 N , a0;0; :::; ai;j; :::; an;m 2 R és b0;0; :::; bi;j; :::; bk;` 2 R
tetsz½oleges valós számok.
Megengedett a k; ` = 0 és b0;0 = 1 speciális eset is, amikor

R (u; v; :::) = an;m � un � vm + :::+ ai;j � ui � vj + :::+ a0;0 (2)

mindössze egy polinom.
Hasonlóak az R (u), vagyis

R (x) =
an � xn + :::+ ai � xi + :::+ a0
bk � xk + :::+ bi � xi + :::+ b0

(3)

egyváltozós, az R (u; v; w) háromváltozós és stb. többváltozós racionális törtfüggvények is, és
ekkor is megengedett a "nevez½o=1", vagyis "R=polinom" speciális eset.
Használatos még az r (:::) jelölés is. �

2. De�níció. Tetsz½oleges f (x) ; g (x) függvényekre

R (f (x) ; g (x)) =
an;m � fn (x) � gm (x) + :::+ ai;j � f i (x) � gj (x) + :::+ a0;0
bk;` � fk (x) � g` (x) + :::+ bi;j � f i (x) � gj (x) + :::+ b0;0

(4)

az R és f; g függvényekb½ol képzett (egyváltozós) összetett függény.
(Itt is megengedett a k; ` = 0 és b0;0 = 1 speciális eset.)
A továbbiakban R (f (x) ; g (x)) helyett legtöbbször egyszer½uen csak R (f; g) -et írunk. �
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3. Példa.

R (ex) =
an;m � enx + :::+ ai;j � eix + :::+ a0;0
bk;` � ekx + :::+ bi;j � eix + :::+ b0;0

, (5)

R (sin; cos) =
an;m � sinn (x) � cosm (x) + :::+ ai;j � sini (x) � cosj (x) + :::+ a0;0
bk;` � sink (x) � cos` (x) + :::+ bi;j � sini (x) � cosj (x) + :::+ b0;0

. � (6)

Alkalmazások

Az alábbiakban felsorolt módszerek szemléltetésére és gyakorlására [KSz], [GJ] és [BB] -ben
találunk példákat.

0) Általános "ráérzések" a II. típusú helyettesítésekre:
Ha az integrandusban valami "rész-képlet" sokszor szerepel (vagyis a feladat

R
f (g (x)) dx

alakú), akkor az u = g (x) helyettesítés a megoldás.
Nagyon sok

R p
f (x)dx feladat az u =

p
f (x) helyettesítéssel oldható meg.

Például:
R
sin (

p
x) dx,

R p
x�ex�

p
xdx,

R arctg (
p
x)p

x+ x �
p
x
dx,

R p
ex � 1,

R p
1� sin (x)dx .

A következ½o 1)-6) pontokban felsorolt esetekben az integrandus (4) alakúR (f; g) összetett
függvény, speciális f (x) és g (x) függvényekre, amiket röviden felsorolunk. Megfelel½o helyet-
tesítés hatására az (4) alakú integrandusból (3) alakú racionális törtfüggvény lesz, ezeket a
helyettesítéseket "Racionalizó módszerek" -nek is nevezzük.
A kapott R (x) racionális törteket parciális törtekre bontjuk (lásd pl. [Sz-2]) és utána

egyszer½uen integrálunk. Hasonlóan integrálhatóak az (1) alakú és többváltozós racionális
törtfüggvények is (a (2) alakú polinomok integrálása egyszer½u alapfeladat).

1) R (ex) alakú integrandusok (ld.(5)).

Használjuk az ex = u helyettesítést. Ekkor
dx

du
=
1

u
, ésZ

R (ex) dx =

Z
R (u) � 1

u
du . (7)

Ne feledjük, hogy a hiperbolikus függvények is R (ex) alakúak:

sh (x) =
ex � e�x

2
, ch (x) =

ex + e�x

2
, (8)

th (x) =
sh (x)

ch (x)
=
ex � e�x
ex + e�x

, cth (x) =
ch (x)

sh (x)
=
ex + e�x

ex � e�x , (9)

tehát az R (sh; ch; th; cth) alakú függvények (kis átalakítás után) R (ex) alakúak (lesznek).

2)a)
R
R (sin (x)) � cos (x) és

R
R (cos (x)) � sin (x) alakú integrandusok.
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Mivel sin0 (x) = cos (x) és cos0 (x) = � sin (x), ezért a fenti feladatok I. típusú helyettesítések,
tehát R (t) alakú racionális törtfüggvények (lásd (3)).

b)
R
sinn (x) � cosm (x) dx (n vagy m egyike páratlan természetes szám)

alakú integrandusok.

Ezek a feladatok elemi /"középiskolás"/ lépésekkel I. típusú helyettesítésekké, vagyis 2)a)
alatti feladatokká alakíthatók.

3) R (sin; cos) alakú integrandusok (ld. még 4) ).

Használjuk a t = tg
�
x
2

�
(!) helyettesítést.

Ekkor
dx

dt
=

2

1 + t2
, sin (x) =

2t

1 + t2
, cos (x) =

1� t2
1 + t2

, tg (x) =
2t

1� t2 és ctg (x) =
1� t2
2t

.

Vigyázat: Bár a 3) pontban említett helyettesítés bármilyen R (sin; cos) integrandusra
m½uködik, de speciális R törtfüggvényekre egyszer½ubb (kisebb képleteket és kevesebb szá-
molást igényl½o) módszerek is vannak, mint például a 2) és a 4) pontokban említett esetek.

4) R
�
sin2; cos2

�
és R (tg) alakú integrandusok.

Használjuk a t = tg (x) helyettesítést.

Ekkor
dx

dt
=

1

1 + t2
, sin2 (x) =

t2

1 + t2
és cos2 (x) =

1

1 + t2
.

5) R

 
x; n

r
ax+ b

cx+ d

!
alakú integrandusok

(n 2 N+ pozitív és a; b; c; d 2 R (majdnem) tetsz½oleges számok, c = 0 és d = 1megengedett).

Használjuk a t = n

r
ax+ b

cx+ d
helyettesítést.

Ekkor tn =
ax+ b

cx+ d
, x =

�d � tn + b
c � tn � a és

dx

dt
=
ntn�1 � (ad� bc)
(a� ctn)2

.

6) R
�
x;
p
ax2 + bx+ c

�
alakú integrandusok (a 6= 0).

Elemi átalakításokkal R
�
u;
p
1� u2

�
vagy R

�
u;
p
1 + u2

�
vagy R

�
u;
p
u2 � 1

�
alakhoz ju-

tunk. A különböz½o esetekben a következ½o helyettesítéseket használhatjuk:

R
�
u;
p
1� u2

�
esetén legyen u = sin (t), ekkor

p
1� u2 = cos (t) és du

dt
= cos (t),

így 3) alatti problémához jutunk.

R
�
u;
p
1 + u2

�
esetén legyen u = sh (t), ekkor

p
1 + u2 = ch (t) és

du

dt
= ch (t),

így 1) alatti problémához jutunk.

R
�
u;
p
u2 � 1

�
esetén legyen u = ch (t), ekkor

p
u2 � 1 = sh (t) és du

dt
= sh (t),

így 1) alatti problémához jutunk.
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