1. Oszthatosag, legnagyobb ko6zos oszto
Ebben a jegyzetben minden valtozd egész szdmot jelol.

1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a oszbdja b-nek, vagy mds széval, b oszthatd a-val, ha létezik
olyan x € Z, hogy b = ax. Ennek jelolése alb.

1.2. Tétel. Legyen a,b,c € Z.
1. ala minden a-ra,
Ha alb és ble, akkor alc.
Ha alb és bla, akkor a = +b.
Ha alb, akkor albc minden ¢ € Z-re.
Ha alb és alc, akkor albx + cy minden x,y € Z-re.
Ha alb ésa >0, b>0, akkor a <b.
Legyen m # 0. Ekkor alb, akkor és csak akkor, ha ma|mb.
Ha alb, akkor (—a)lb, a|(=b) és (—a)|(—Db).
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1.3. Tétel (Maradékos osztas tétele). Minden a > 0 és b € Z-hez létezik olyan, egyértel-
mien meghatdrozott q és r egész szam, amelyre

b=aq+r, 0<r<a.

1.4. Kovetkezmény. Minden a ésb egész szamokhoz létezik olyan, egyértelmien meghatdrozott
q €s 1 egész szam, amelyre
b=uaq+r, 0<|r| <a.

1.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy d kozos osztdja az a és b egész szamoknak, ha dla és d|b.
Azt mondjuk, hogy g a legnagyobb kozos oszéja a-nak és b-nek, ha g a kozos osztok kozil a
legnagyobb, azaz, ha d kézds osztdja a-nak és b-nek, akkor d < g. Ennek jelolése g = (a,b).
Hasonloan az ay,...,a, szdmok kozds osztoi kozil a legnagyobbat, azaz a szdmok legnagyobb
kozos oszdjat (ai, ..., ay) jeloli.

Bérmely két egész szamnak 1 és -1 is kozos osztdja. Mivel egy (nem nulla) egész szamnak véges
sok osztdja van, ezért kozos osztdkbdl is csak véges sok van, ezért a legnagyobb kozos osztd
mindig egyértelmiien definidlt, és (a,b) > 1.

1.6. Tétel. Minden a és b egész szamokhoz léteznek olyan xg és yo egész szdmok, hogy

(a,b) = axo + byo.
1.7. Kovetkezmény. Minden a1, ...,a, egész szamokhoz léteznek olyan, egyértelmiien megha-
tdarozott x; egész szamok, hogy

(a1,...,ap) = a121 + -+ + apy.



1.8. Tétel. Az a ésb egész szamok barmely d kozds osztdjara d|(a,b).
1.9. Tétel. (a,b) = (b,a) = (a,—b) = (|al, |b]) = (a,b+ ax) minden x-re.

1.10. Tétel.

1. Minden m pozitiv egészre m(a,b) = (ma, mb).

3. Ha g = (a,b), akkor (%,g) =1.

1.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy a és b relativ primek, ha (a,b) = 1.

1.12. Tétel.
1. Ha (a,c) =1 és (b,c) =1, akkor (ab,c) = 1.
2. Ha clab és (b,c) =1, akkor c|a.
FEuklideszi algoritmus: Adott a és b pozitiv egész szamokra ismételten alkalmazzuk a mara-

dékos osztas tételét: osszuk el az a szdmot b-vel, majd b-t a maradékkal, stb. mindig az oszt6t
a maradékkal. Azaz legyen

bg1 + 71, 0<rs <b,
b = rigg+re, 0<ryg <ry,
L = T2q3+ 73, 0<rg<ry,
Ty = T3q4+ T4, 0<ry <rs,
Ti—2 = Ti-1¢; + i, 0<ri<mi-i,
ri—1 = Tiqi41-

Az eljaras természetesen véges sok 1épésben véget ér, az algoritmus végeredménye az utolsé nem
nulla maradék, azaz r;.

1.13. Tétel (euklideszi algoritmus). Az a és b pozitiv egész szamok legnagyobb kozds osztdja
az euklideszi algoritmussal kapott utolsé nem nulla maradék, azaz r;. Tovdbbd a legnagyobb kézos
0szté mindig kifejezhetd az r; = (a,b) = axg + byo alakban, ahol xy és yo megkaphatd gy, hogy
ri-t kifejezziik az euklideszi algoritmus egyenleteit alkalmazova.



2. Linearis diofantoszi egyenletek
Az
ar +by =c (2.1)

egyenletet, ahol a,b, c € Z, és ahol a megoldasokat is az egész szamok korében keressuk, linedris
diofantoszi egyenletnek vagy linedris diofantikus egyenletnek hivjuk.

2.1. Tétel. A (2.1) egyenletnek pontosan akkor létezik megolddsa, ha (a,b)|c. Ekkor az egyenlet
minden megolddsa felirhato az

a

o (2.2)

b
r=x0+k—Fx, Y=o —

(a,b)

alakban, ahol k € 7Z tetszdleges.
A (2.1) egyenletnek megolddsi mddszere: Legyen d = (a,b). Az
au+bv=d

egyenlet egy ug és vy megoldasat az euklideszi algoritmus segitségével hatarozhatjuk meg. Ekkor

c c
To = Uoga Yo = UO&

egy megoldasa a (2.1) egyenletnek. Az Osszes megolddst a (2.2) képletet alkalmazva kaphatjuk.

3. Legkisebb kozos tobbszoros, primszamok

3.1. Definicié. A h egész szamot az a és b egész szamok kozods tObbszordsének nevezink, ha
alh és blh. Az a és b szémok kézos pozitiv tobbszorosei kozil a legkisebbet az a és b legkisebb
k6zos tObbszorosének hivjuk, és |a,b]-vel jeloljik. Hasnldan, az ay,...,an szamok kozds pozitiv
tobbszordsei kizil a legkisebbet, azaz a szamok legkisebb kozos tobbszorosét (a1, . . ., ay,| jeldli.

3.2. Tétel. Az a ésb egész szamok barmely h kozds tobbszdrosére [a, b]|h.

3.3. Tétel.
1. Minden m pozitiv egészre mla,b] = [ma, mb).

2. Minden pozitiv egész a és b-re (a,b)[a,b] = ab.

A kovetkezd tétel szerint tObb szdm legnagyobb kozos osztdjat illetve legkisebb kozos tobb-
szOrosét vissza lehet vezetni két szam legnagyobb kozos osztdjanak illetve legkisebb kozos tobb-
szorosének kiszamitasara.

3.4. Tétel. Minden a, b, c egészre
1. (a,b,c) = ((a,b),c),
2. la,b,c] = [[a,b],].



3.5. Definicié. A p > 1 egész szamot primszamnak vagy primnek neveziink, ha p-nek nincs
olyan d osztdja, amelyre 1 < d < p, azaz onmagan és az 1-en kivil nincs mas pozitiv osztdja.
Ha az n egész szam mem prim, akkor Osszetett szamnak nevezziik.

3.6. Tétel. Minden n > 1 egész szam kifejezhetd primek (esetleg egytagi) szorzataként.

Az elébbi tétel szerint tehat minden n > 1 egész szam felirhaté

a1, Q9

alakban, ahol a p; szdmok paronként kiilonb6z6 primszamok, és a; > 1. Ezt az eldallitast az n
szam torzstényezos alakjdnak vagy torzstényezds felbontdsdnak hivjuk.

3.7. Tétel. Ha p prim és plab, akkor vagy pla vagy p|b. Ugyanigy, ha p prim és plaias - - - ay,
akkor valamely i-re pla;.

3.8. Tétel (a szdmelmélet alaptétele). Minden n > 1 egész szam felbonthatd primszdmok
szorzatdra, mégpedig a tényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmii modon.

a1, a2 B1, B2

3.9. Tétel. Legyen a = pi'py*---pym és b = p)'ph '--p?T, ahol 0 < «; és 0 < (3, azaz tek-
intstk a €s b torzstényezds alakjdat, ahol kolcsénédsen felsoroljuk a madsik szamban szereplé minden
primszamot is 0 kitevével. Ekkor

(a,b) = pr;in(ozl,ﬁq)p;nin(agﬂﬂ . -p?in(a"’ﬂT)
és
la,b] = prlnax(alﬁq)pglax(azﬁz) B 'p;nax(amgr)'
3.10. Tétel (Euklidész). A primszdmok szama végtelen, azaz a primszamok 2,3,5,7, ... soro-

zata végtelen.

3.11. Tétel. A primszamok (névekvd) sorozatiban két primszam kézotti tavolsdg tetszdlegesen
nagy lehet, azaz barmely k pozitiv egész szamhoz létezik k db eqymds utdni dsszetett szam.

Jelolje m(n) az n-nél kisebb primszamok szdmat.

3.12. Tétel (primszamtétel).

n

fogn hanyadossal.

nagy n-re w(n) kozelithetd a



4. Maradékosztalyok

Legyen n pozitiv egész rogzitett ebben a szakaszban. Jelolje Z,, a modulo n ekvivalenciarelacio
ekvivalenciaosztalyait, és jelolje a az a egész szam ekvivalenciaosztalyat, azaz

a={r€Z: x=a (modn)}.

Ekkor Z,, szdmossaga n, mégpedig

Vezessiik be az 0sszeadas és a szorzas miveletét a 7Z, halmazon:

a+b = a+b
a-b = a-b.
Ez a definici6 jol definialt, hiszen ha

a=d (mod n) és b=b (mod n),

akkor a kongruencia tulajdonsagai alapjan

a+b=d +V (modn) és a-b=d b (modn).

4.1. Tétel. A (Z,,+,") algebra kommutativ gydri.
4.2. Tétel. Ha p prim, akkor a Z, maradékosztdly-gyiiri test.

4.3. Definicid. Legyen R egy gyiirid, és jelolje 0 a gylri osszeaddsra vonatkozo egységelemét.
Az a # 0 elemet zérusoszténak hivjuk, ha létezik olyan b # 0 elem, hogy ab = 0.

Ha R test, akkor jelolje 1 a szorzasra vonatkozo egységelemet. Egy testben nincs zérusoszto,
hiszen ha egy a # 0 elemre ab = 0 teljesiil, akkor ebbél b = a~10 = 0 kvetkezik.

4.4. Tétel. Ha n osszetett szam, akkor a Z, maradékosztily-gyiriben létezik zérusoszto, azaz
Z,, nem test.

Legyen k a modulo n redukalt maradékosztalyok szdma, azaz k = ¢(n), és tekintsiink egy
ai,as,...,a redukalt maradékrendszer modulo n, azaz

(ai,n) =1, i=1,2,...,k,
és barmely m szamhoz létezik olyan i, hogy m = r;(mod n).

4.5. Tétel. Egy redukdlt maradékrendszerhez tartozé {ai,az,...,ax} maradékosztilyok a szor-
zds miveletre vonatkozéan kommutativ csoportot alkotnak Z,-ben.



