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TARTALOMJEGYZEK 1

### Filename: LinAlgBev-3w.tex, 2020.08.11., 21:15’

Bevezetés

Ebben a fdjlban a Linearis Algebra alapfogalmait (bézis, stb.) és azok
alapvetd tulajdonsdgait magyarazzuk el nagyon részletesen. Felhivjuk a fi-
gyelmet arra, hogy az egész Linedris Algebra targy megértéséhez és a felada-
tok megoldasahoz elengedhetetleniil sziikséges az aldbbiak alapos megértése!

Ez a fajl nem teljes, tehat més oktatdsi segédanyagokban még taldlhatéak
olyan informécidk, amelyek ebben a magyardzatban nem szerepelnek.
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1. fejezet

Alapveto definicidk és tételek

Jelolések:
R = valds szamok halmaza,
O = (kis négyzet) = egy definicié / tétel / gondolat vége . O

1.1. Definici6. Tetszoleges n természetes szam és xq, ..., x, € R valds szamok
esetén az (ry, ..., T,) rendezett n-est (azazn szam kotott sorrendben) vektor
-nak nevezziik, roviden x vagy x vagy x -lal jeloljiik. O

A vektorok kiilonboz jelolései kozott (egyelére) nem tesziink kiilonbséget:
(1, ..y Tn] , (21, ..., 2,) (sorvektorok) és

T

(1.1)

Tn

(oszlopvektor) ugyanazt jelolik.

1.2. Definicié. A fenti esetben az x4, ..., x, valds szdmok az x vektor kom-
ponenset ("alkotorészei"). Ha n réogzitett, akkor R™ jeloli az dsszes vektor
halmazdt, és R™ -et vektortér -nek nevezzik. O

A vektorok kozotti miiveleteket (Osszeadds és szdmmal valé szorzés) és
azok tulajdonsdgait most nem irjuk le, egyszeriiek: "komponensenként".
Legtobbszor az oszlopvektor irdasméd a szemléletes és egyszeriibb.

A gyakorlati életben példaul egy termék, gép paramétereinek (tulajdon-
sdgainak) listdja is adott szdmok egy sorrendje, vagyis egy vektor.
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4 FEJEZET 1. ALAPVETO DEFINICIOK ES TETELEK

Szoveg frasakor sokszor kényelmesebb sorvektorokat frnunk, szédmoldskor
("komponensenként") pedig oszlopvektorokat. Ezért hasznos a tmnszpondld
miivelete: az x = [z1,...,x,] sorvektor transzpondltja az (1.1) -ben sze-

1 . T T .
replé oszlopvektor, melynek jele z' vagy [x1,...,2,]" , és megforditva: ha a
v vektor egy oszlopvektor, akkor a v? a megfelelé sorvektor: ugyanazokat
a komponenseket tartalmazza (ugyanabban a sorrendben). A vektorok és
transzponaldsuk specidlis esetei a médtrixoknak és azok transzpondldsainak.

1.3. Definicié. Adott ay,...,ar € R" vektorok linedris kombindcidja az
aldbbi

A+ A ag (1.2)

kifejezés, ahol Ay, ..., \p € R tetszoleges valds szamok ( egy’ii,tthato’lcgl> ).
A fenti kifejezésnek az értéke a b vektor:

b=A1-ar+ o4 A ag (1.3)

és ez esetben azt mondjuk, hogy a b vektort elodllitottuk az ay, ..., a; vek-
torokbol.

Megjegyzések: i) Tandcsos a szamokat és a vektorokat mindig hangst-
lyozottan megkiilonboztetni, mind frdsban mind olvasdsban, ez megkonnyiti
az anyag jobb megértését!

ii) Felmeriil a kérdés: tudunk-e az linedris kombindciéndl bo-
nyolultabb képleteket késziteni? Szerencsére a vilasz: mnem, ami azt jelenti,
hogy akirhogyan is készitiink bonyolultabb képleteket zaréjelekkel, szorzds és
Osszeadds muveletekkel, a végeredmény mindig egyszerii linedris kombinacié
lesz (legfeljebb a A1,...,\x € R valds szamok viltoznak). Ennek oka az,
hogy linedris kombindciok linedris kombindcidja is az eredeti vektorok linedris
kombindcidja, ezt most nem bizonyitjuk. U

1.4. Példa. Probaljuk meg elodllitani az (adott) a1 := [3, ~1,0]", ay =

0,-7,5]", a3 = [-5,4,1]", ay == [2,1,8]" wektorokbsl a b := [1,0,6]"
vektort. Ez nyilvan a kovetkezoket jelenti:

1) most nem zenei transzponalds, pedig rokon elnevezések

2) a banki szaknyelvben koefficiensek, angolul co-efficients, magyarul szorzétényezok.



Linearis kombinacioé és egyenletrendszer példa

3 0 —5 2 1
—1 | -+ | =7 | 29+ 4 | -2z3+ | 1| -x24=10
0 5 1 8 | 6

)
[ 3z, 0- 29 —5 - 13 2 - 14 [ 1]

—1x, + | —7-29 | + 4 - x5 + |1 1-z4 | =10
| Oz 5 - To 1- x5 8- Ty | 6

)
3z, +0-29 — 523+ 2 x4 [ 1]
—1lzy —T-29+4-23+1-24 — 0
Oy +5-29+1-23+8-24 | 6
)

37 + —5x3 +2z, = 1

—T — Ty + 43 + x4 = 0
DI + T3 +8xy = 6
Tehat:

Vektorok linearis kombindcioja <= linearis eqyenletrendszer

Mint lathatjuk, ez a feladat egy tobbismeretlenes linedris egyenletrend-
szer megolddsdval egyenértékii (ekvivalens), amit jelenlegi ismereteink szerint
meg tudunk ugyan oldani, de nehézkesen. A linedris algebra (elsésorban az
elemi bézistranszformécié) hatékony és kényelmes maédszert fog adni mind a
linedris kombindciék, mind a linedris egyenletrendszerek és méas probléma&ak
megolddaséra is.



6 FEJEZET 1. ALAPVETO DEFINICIOK ES TETELEK

1.5. Definicié. Ha az 6sszes Ay, ..., \p egyiitthato O , akkor a
0-a1+...+0-a; (1.4)

kifejezést trividlis linedris kombindcio -nak nevezziik, aminek értéke nyilvan
a 0 vektor. O

Megjegyzések: i) Az elddllitds sz6 azonos a hétkdznapi jelentésével:
valami adott alkatrészekbél (most az a4, ..., ax vektorokbdl) készitiink valami
djat: most egy tjabb vektort, b -t.

i1) Ne tévessziik Ossze: k a vektorok szama, mig n a vektortér "kitevije"
(a "dimenzi¢" sz6t egyelére még tilos haszndlni).

iii) "trividlis" = "nyilvanval6, nagyon egyszerii".

Hangsiilyozzuk, hogy az egész linedris algebraban az els6 és legfontosabb
kérdés az, hogy mely vektorokat hogyan és hdanyféleképpen (egy- vagy tobb-
féleképpen, azaz egyértelmiien -e) lehet eldallitani néhény, adott vektorbé.

Ezekre a kérdésekre (tobbek kozott) az aldbbi [1.6] Definicidban,
Allitasban, . Definiciéban és . Tételben kapunk vélaszt.

1.6. Definicié. Fgy tetszbleges adott H = {@,...,%} C R™ wvektorhal-
mazt generdtor-rendszernek hivunk, ha az R™ vektortér minden vektora

” oz

elodllithato H elemeibdl, azaz barmely b € R™ vektor esetén vannak olyan
Ay ooy A € R walds szamok, amelyekre teljestil. O

Megjegyzés: Fz az elnevezés teljesen érthetd, mert "generdlni" = "el64l-
litani", pl. elektromos generator, ...

1.7. Definicié. FEgy tetszoleges adott H = {@, ...,%} C R™ vektorhalmazt
(linedrisan) fiiggetlen vektorrendszernek hivjuk, ha a

dsszefiiggés (egyenlet) csak gy teljesiilhet, ha az dsszes \; egyitthato értéke
0, azaz \y = ..\, =0 .

Ezt tdgy s mondhatjuk, hogy: a 0 vektor csak a trividlis linedris kom-
bindcioval éllithato eld a H halmaz vektoraibdl. U

3) Hasonl6an, mint pl: molekulakbdél vegyiileteket, logikai kapukbdl aramkorsket, Lego
elemekbdl nagyobb épitményeket felépiteni.



Vigyazat: az nyilvanvald, hogy "trividlis" linedris kombindcié esetén,
vagyis amikor ha Ay = .. \; = 0, az -beli Ay cagr + o+ A ag
Osszeg végeredménye a 0 vektor. Azonban a fenti Definicié ennek a meg-
forditasat koveteli meg: ez az 6sszeg mdsképpen nem lehet a 0 vektor, vagyis
mindenképpen csak A\ = ...\, =0 lehet a 0 vektor eldééllitdsakor!

Ezt nagyon alaponsan meg kell érteniink, a tovabbi Allitdsok ebben
segitenek!

A "fiiggetlenség" elnevezés igazi magyardzatdt az alabbi Allitas adja meg.
1.8. Allitas. A H vektorhalmaz pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha
egyik a; € H vektor sem dllithatd elo H tobbi elemeibdl (lin. kombindcioval),

azaz nem létezik olyan i € {1,...,k} és olyan B, ..., 3, € R valds szamok,
amelyekre

/31'ﬂ_‘_...—i_ﬁzil'al_l+61+1'azz_l’_l“l_..._‘_)\k'%:% . (1.6)

Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet bal oldaldn az a; vektor nem szerepel!
Bizonyitas. Ha, (1.6)) teljesiil, akkor mindkét oldalbdl a; -t kivonva
kapjuk:
Brrait 4B @1 —1ai+ By @G+ Nap =0, (L7)
ami a 0 -nak egy nem trividlis elbéllitdsa, ami ellentmond az Definici6-
nak.

Ha az Definiciéval ellentétben van olyan (1.5)) lin. kombindcio,
amelyben nem mindegyik \; egyiitthat6 0 , mondjuk éppen \; # 0 , akkor az
(1.5)) lin. kombindciét dtrendezhetiik:

)\1 . ﬂ—i- e+ )\ifl ca;_1 + )\iJrl 7] + ...+ )\k % = —)\Z : & (18)

—A —Ai_ =\ —A
/\‘1 cap + ...+ " L ca;—1 + /\‘—H “Qip1 ..o+ )\Ak Cag = a; (1.9)
: =X ’ -
vagyis a 3; := y (j # 1) valasztéssal (1.6)) teljesiil. |

Magyardzat: a fenti ((1.6)) Osszefiiggés kizdrdsdt (tagaddsat) ugy is értel-
mezhetjiik, hogy az a; vektort nem tudjuk eldéllitani (helyettesiteni) a tobbi
vektorra, tehdt a; tényleg "nem fiigg" a tobbi vektortol!

4) (ez is tétel, de most nem mondjuk ki precizen)
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Az[1.7 Definicié igazi haszndt (vagyis a "fiiggetlenség" fogalom fontossdgdt)
az aldbbi Allitas adja meg.

1.9. Allitas. A H C R vektorhalmaz pontosan akkor linedrisan figgetlen,
ha az R™ tér barmely vektora legfeljebb egyféleképpen dllithato elo H ele-
meibol, azaz:

barmely b € R™ wvektorra az egyenletnek (ahol az ismeretlenek a
A1, ooy Ak S2dMok), vagy nincs megoldasa vagy csak egyetlen megolddsa van.

Bizonyitas. Ha van olyan b € R" vektor, amely kétféleképpen allithaté
el a H = { ay, ..., ax } C R"™ vektorhalmaz elemeibdl, akkor

I
S%

(1.10)

és

b (1.11)

két kiilonboz6 elééllitds, vagyis van olyan ¢ index, amelyre \; # p, . A fenti
két egyenletet egymédsbdl kivonva kapjuk:

R e i o YN

(M=) ar+ oo+ (A=) =0 (1.12)

Mivel \; # p,; , ezért a fenti egyenléség a 0 -nak egy nem trividlis elééllitésa,
vagyis ellentmond az Definiciénak.

Megforditva: tegyiik fel hogy létezik a 0 -nak egy nem trividlis el6allitédsas
vicar+ ... +vpeap =0, (1.13)

vagyis valamelyik egyﬁtthat v; # 0 . Tekintsiik most egy (akdrmely) b €
R™ vektor -beli eldallitdsat. Az és egyenleteket 6sszeadva
kapjuk:

(M +rvi) a4+ ..+ +vp)-ar=0, (1.14)

ami v; # 0 miatt kiilonbozik az (1.10) eléallitdstol. [

Megjegyzés: Eszrevehetjiik, hogy az Definici6 a 0 vektor egyértelmii
elééllitasat kovetelte meg (ldsd az egyenletet), és a fenti &llitas szerint
a 0 vektor egyértelm{i elbéllitasa ekvivalens az R™ tér barmely (Osszes) b
vektordnak legfeljebb egyértelmii eléallitdsdnak lehetéségével!

Most jon a lényeg: az . Definicié és az Allitas kapcsolatat mér
magunk is sejthetjiik. A szokasos definici6 a kovetkezo:

5) Ez mér 6nmagaban is bizonyitja a Tétel méasodik felét, de a folytatdsban ennél még

tobbet bizonyitunk. [



1.10. Definicié. Tetszoleges H = {@, ...,%} C R™ wvektorhalmazt az R"™
tér bazisanak nevezziik, ha linedrisan fiiggetlen és generdatorrendszer. O

Azonban nem a fenti definicié a lényeg: a bdzisok lényeges tulajdonsdgéit
az Definici6 és az . Allitas osszevetésével kapjuk meg, az aldbbi
Tételben (1), és hangsiulyozzuk: ez a legfontosabb fogalom (sszefiiggés),
az egész Linedris Algebra elmélet erre épiil !!!

1.11. Tétel. Egy tetszoleges H = {ﬂ, ...,%} C R"™ vektorhalmaz pontosan
akkor bdzis, ha az R™ tér barmely vektora PONTOSAN egy-féleképpen !!!
allithato elo H elemeibol,

azaz barmely v € R" vektorra az egyenletnek

Alrap+. o+ Arap =0 (1.15)
pontosan egy megolddsa van, vagyis a Ay, ..., \p szdmok egyértelmiiek. U

A fenti Tétel magyardzza meg az[1.10] Definiciét és a "bdzis" elnevezést
("bézis" = alapja valaminek, bel6le minden eléallithato, és egyértelmiien),
még jobb elnevezés lenne: "H bézisa az R™ térnek".

Meég egyszer hangsilyozzuk, hogy az[I.11] Tétel nagyon egyszerii kovetkez-
ménye az elétte felsorolt ismereteknek, és az egész Linedris Algebra elmélet
erre épiil!

Nagyon fontos még az[1.19 Kovetkezmény (tétel) alabb.

1.12. Definicié. Ha adott eqy tetszoleges H C R™ bdzis, akkor az
egyenletben szereplé (egyértelmi) Ay, ..., \x szdmokat a v € R"™ vektornak a
"H badzisra vonatkozoé koordinatair” -nak nevezziik, és

jellel jelolyiik. 0

1.13. Allitas. Specidlisan: Ha a v vektor megegyezik valamelyik bazisvek-
torral (v € H , wvagy " a bazisban van"), mondjuk v = a; ahol H =
{ai,...,an} egy bdzisa R" -nek (1 <t < k), akkor nyilvdn

Ocar+..+40-a1+1-a,+0- a1+ ... +0-ap=a, =0, (1.17)
vagyis az eqyértelmiiség miatt
[vlg =10,...,0,1,0,...,0] , (1.18)

azaz "baziselem koordindtdi = 1x énmaga +0x tobbi". O
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Megjegyzések: Vegyiik észre, hogy a koordinatdk is egy rendezett n
-es, a komponensekhez hasonléan. Mig egy vektor komponensei "alapbdl"
adottak (hiszen igy adjuk meg a vektort), ehhez semmilyen bézis nem kell;
a koordindtdkhoz mindig kell egy bézis, vagyis bazis nélkiil nincsenek ko-
ordinatdk!

Nem csak egy, hanem végtelen sok (kiilonb6z6) bazis van!

Lényeges még, hogy ugyanannak a vektornak mds és méas bézisban médsok
a koordindtédi, hiszen ha példaul H = {@,...,%} és B = {b_l, ,b_k} C R”
az R™ tér két kiilonboz6 bézisa, akkor bdrmely v € R™ vektornak a [v]y és
[v] p koordinatait meghatérozé egyenletei is mésok:

AMrar+ oA ag=v (1.19)
illetve

és 1gy természetesen a megolddsaik is kiilonbozoek:
Wa = [A1, s Ak (1.21)

[l = g, o] - (1.22)

Egy nagyon egyszerii, de nagyon fontos tény a kovetkezo:

1.14. Allitas. i) a0 (nullvektor) koordindtdi minden B bazisban [0, ..., 0] ,
hiszen 0 - b; + ... + 0 - by = 0 bdrmely {ﬁ, e b_k} vektorokra és a koordindtdk
egyértelmiek,

ii) bdrmely B bazisban csak a 0 koordindtdi a [0, ...,0], vagyis minden
mds vektornak legaldbb eqy koordindtdja nem 0. O

Az alébbi dbrékon a fentieket megprébaljuk szemléltetni (most n = 2).
Az abrék nagy felbontdsban megtaldlhatéak a
https://math.uni-pannon.hu/~szalkai/bazis-ij-v-ab-halo.pdf  cimen.


https://math.uni-pannon.hu/~szalkai/bazis-ij-v-ab-halo.pdf

= (-1.72)§+(-275)

v a standard {g’, J } bazisban

11
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v az uj {a,b} bazisban

Az &brarol geometriailag (szemmel) is leolvashatjuk, vonalzéval le is mérhetjiik,
és keésodbb kiszdmoljuk, hogy a = (4,2),b=(-2,1), v=(-1.72, =2.75),

sot
v=-172-i =275 j =~ (—=0.90) -a+ (—0.95) - b, (1.23)
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vagyis a v vektor koordinatai az ij {a , b} bézisban

W]y =~ [-0.90, —0.95] . (1.24)
A fenti szdmok konnyen ellenérizhetk: (1.23]) alapjdn
4 -2 —-1.7
(—0.90) - { ) } +(—0.95) - { X ] - { By ] ~ . (1.25)

A pontos szamok (magasabb dimenzick esetén is!) a kovetkezd fejezetben
megismerendo "elemi bazistranszformdcico" moédszerrel kaphaték meg, szem-
mérték haszndlata nélkiil.

Lényeges még az Kovetkezmény (tétel) alébb, de sorban kell halad-
nunk.

Rogzitett bazis esetén a miiveletek (6sszeadds és szammal valé szorzas)
ugyanigy végezhetoek el koordinatdakkal mint komponensekkel, de 1ényeges,
hogy a vektorok koordinatdi ugyanabban a bézisban legyenek megadval

Egy nagyon specidlis és nagyon fontos bézis a kovetkezo.

1.15. Definicié. Tekintsiik a kovetkezo (specidlis) ey, ..., e, € R™ vektorokat:

1 0 0 0
0 1 0 0

ei=| 01, ee=]0], es=1]1 s sen=1 0], (1.26)
0 0 0 1

azaz az i -edik vektornak (e;) éppen az i -edik komponense (!) 1, a tobbi
komponense 0 .

Az E := {e1,....en} C R™ vektorhalmazt standard (sztenderd) vagy
kanonikus bazis -nak hivjuk, az ey, ..., e, vektorokat pedig standard bazisvek-
toroknak. U

Hazi Feladat: Nagyon egyszerti és nagyon fontos: FE valéban bazis
("standard" = "alap").

1.16. Példa. Legyen n =5, v =[3,2,0,—1,4|, ekkor nyilvin

1 0 0 0 0 3
0 1 0 0 0 2

310 [+2 |0 |+0 | 1 |+(=1)-]0]|+4-]0|=| 0o , (127
0 0 0 1 0 ~1
0 0 0 0 1 4
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vagyis

3-e1+2-e0+0-e3+(—1)-ea+4-es=v. (1.28)
Ez azt jelenti, hogy v vektornak az E bazisra vonatkozo koordindtds
éppen a v vektor eredeti komponensei! ]

A fenti 6sszefiiggés mindig igaz:

1.17. Allitas. Tetszbleges R™ térben tetszbleges v € R™ vektornak a standard
bdzisra vonatkozo koordindtai megegyeznek v komponenseivel. 0

Megjegyezziik, hogy més bazisokra vonatkozo koordindtdk meghatdrozasa,
vagyis az (1.15]) egyenletrendszer megolddsa nem egyszerti feladat, ezt kés6bb
tanuljuk meg (az elemi bézistranszformacio segitségével).

Az alabbi (fontos!) tételek a kiilonboz6 vektorhalmazok méreteirdl adnak
felvildgositast. Egy technikai eredménnyel kell kezdeniink:

1.18. Tétel. Steiniz féle kicserélési Tétel: Ha G C R" tetszoleges ge-
nerdtorrendszer és L C R™ tetszoleges linedrisan fiiggetlen vektorhalmaz,
akkor barmely u € L vektorhoz taldlhaté olyan w € G wvektor, hogy az
L~A{u}U{w} wektorhalmaz is linedrisan figgetlen (tehdt L -ben u -t kicse-
rélhetjik w -re, és még mindig figgetlen marad). 0

Nekiink azonban ennek a tételnek csak a kovetkezményeire van sziik-
ségiink, amik viszont rendkiviil fontosak mind elméleti mind gyakorlati
problémék megolddsdndl!

1.19. Kovetkezmény.
i) Tetszbleges G gemerdtorrendszer és L linedrisan fiiggetlen vektorhalmazra

L <al (1.30)
ii) tetszbleges G genmerdtorrendszer, L fiiggetlen és B bazis esetén
L] <|B| <G|, (1.31)
ii1) tetszbleges By, Bs bdzisok esetén

| Bi| = |Baf , (1.32)
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iv) tetszbleges B C R™ bazisra
|B|=n, (1.33)
v) tetszbleges G genmerdtorrendszer, L fiiggetlen és B bazis esetén, R™-ben

IL|<n, |Bl=n, n<|G|. (1.34)

Tehat szavakban: R™ -ben linedrisan fiiggetlen L halmazban legfeljebb n,
generdtorrendszer G halmazban legaldbb n, és minden B bézisban pontosan
n elem lehetséges csak !

Minden bézis elemszédma ugyanannyi, és ez n -el egyezik meg. Emiatt
példdul mér az[1.10] Definicié utani 6sszes képletben n elemii bazisokat kellett
volna frnunk, vagyis k =n .

1.20. Definicié. Tetszoleges Uek:tortérbe a bazisok kézos (ugyanannyi) el-
emszamdt, vagyis az -ben szereplo n szamot nevezziik a vektortér di-
menzidja -nak (ami éppen =n). Jelben: n = dim (R") . O

A legtobb vektorhalmaz (ami "keziink tigyébe keriil") dltaldban nem bézis
(bdr néha az is lehet), példdul nem linedrisan fiiggetlen (lésd pl. az [1.§
Alh’tést). Felmeriil a kérdés: ebbdl a vektorhalmazbdl legfeljebb hany vektort
tudunk kivélasztani ugy, hogy a kivalasztott vektorok (rész)halmaza még
linedrisan fiiggetlen legyen

1.21. Definicié. Tetszoleges H C R™ vektorhalmaz esetén H rangja az
a legnagyobb r egész szam, amelyre teljesil: H -ban taldlhato r -elemi,
linedrisan fiiggetlen részhalmaz, vagyis van olyan A C H részhalmaz, amely
linearisan figgetlen, |A| = r és r a legnagyobb ilyen szam. Ezt az r szdmot

r (H) -val jeloljiik. O

) Megjegyzés: Nem csak az R™ halmaz elemei kozott lehetséges dsszeadni és szammal
szorozni, példdul matrixok, polinomok, fiiggvények, sorozatok, ... , kozott is, és ekkor
ezeket a matematikai objektumokat is vektoroknak hivjuk, halmazukat pedig dltaldnos
vagy absztrakt vektortereknek. A linedris algebra tsszes kérdése vizsgalhat6 (és hasz-
nos) absztrakt vektorterekben is, mi ezzel most nem foglalkozunk.

") Egy hasonld probléma: adott tarsasagbdl legfeljebb hany személyt lehet kivalasztani
ugy, hogy a kivélasztott személyek kozott senki nem haragosa senkinek?
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1.22. Allitas. Nyilvan H C R™ esetén

r(H)<|H| ¢és r(H)<n. (1.35)

A fenti definiciét kétféleképpen is lehetne értelmezni vagy kiszamolni.
Egyrészt: ha kivettem néhdnyat (r; db-ot), és mar nem tudok djabbat hoz-
zdvenni hogy a linedris fiiggetlenség megmaradjon (tehdt a kivdlasztott
db vektor részhalmaz tovabb mdr nem bovithetd), akkor ez mar maximum,
vagy mdsrészt: dobjuk vissza a kivdlasztott ry db vektort, kezdjiik djra a
kivalasztést, és lehetséges, hogy mésodjara mar (iigyesebben) r1 -nél t6bb db
vektort tudunk kivélasztani (amik linedrisan fiiggetlenek)!

Szerencsére egy Tétel mondja ki, hogy ha mér a "keziinkben" egy (akar-
milyen), tovdbb mdr nem bovitheto részhalmaz van, akkor ennek elemszdama
mér megadja a(z) (eredeti) vektorhalmaz rangjat.

r(H) kiszdmoldsét a késébbi anyagban tanuljuk meg, az elemi bézistransz-
formdcio segitségével.



2. fejezet

Bazistranszformacio

Célunk ebben a fejezetben adott (tetszoleges) vektorhalmazokrdl eldon-
teni, hogy linedrisan fiiggetlen -/ generdtorrendszert / bazist alkotnak-e,
valamint adott tovabbi vektorok koordindtdinak kiszdmoldsa. Ez a defini-
ci6 alapjdn, linedris egyenletrendszerekkel ugyan megoldhaté, de ebben a fe-
jezetben ismertetett "Elemi Bazistranszformadcié" tdbldzat és algoritmus
segitségével sokkal konnyebben kapunk vélaszt a fenti kérdésekre.

A fejezet harom nagy részre bomlik:
i) a bazistranszformaciés tédblazat és a benne térolt informéciok,
ii) maga a bdzistranszformacié szamoldsa,
iii) a bézistranszformacié alkalmazdsa (a szémolds utén).

Felhivjuk a figyelmet, hogy a tdbldzat nagyon sfiritetten tarol nagyon
sok fontos informéciét, amelyek alapos megértése és megtanuldsa nélkiil nem
tudjuk késébb alkalmazni a "bézistranszformacié" nevii szémolédsi médszert!

Nem maga a konkrét szdamolds (osztom, szorzom, kivonom,...) a nehéz,
hanem a szamolds végén kapott @jabb (végsd) tablazatbdl az eredmények, a
véalasz leolvasdsahoz kell tudnunk értelmezni a tabldzat sorait és oszlopait!

Marpedig a linedris algebra (és a linedris programozas) legtobb kérdéseét,
szamitdsat az aldbbiakban ismertetett Elemi Bazistranszformécid) segit-
ségével oldjuk meg!

1) "transzformdcié" = atalakitas, atformalds

17
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2.1. A bazistranszformacids tablazat és benne
az informacidk

A tablézat dltaldnos alakja (lényeges az oszlopok és sorok jol lathatésdga):

| la Jaz Jas [..[a [0 ]

Uy || 11 | L12 | T1,3 | - | T1k | Y1

Ug || T21 | T22 | T23 | -« | T2k || Y2 (2-1)
% Tnl | Tn2 | Tng | - | Tnk Yn

ahol:

az x;; és y; valés szamok,
az ay,...,a , b és uq, ..., u, vektorok nevei,
specidlisan ha eq, ..., ¢, "feliratokat" ldtunk, akkor azok a standard bézisvek-

torok, vagyis [0,...,0,1,0,...,0] alakuak (4ltaldéban oszlopvektorokra gondolunk).

A fenti tabldzatban szerepld adatok jelentése a kovetkezo:

{ui,...,u, } mindig egy bazis ("aktudlis" bazis) !l , vagyis érvényes r4 az
TTT Tétel,

az a; illetve b felirat (vektor-név) alatti szdmoszlop az a; ill. a b vektor
koordindtdi az {uy, ..., u,} aktudlis bazisra vonatkozoan, azaz (lényeges!) :

5 = 1 Uy Tag o Up oo Ty Uy (2.2)

és
b=y1 i+ Y2 Up+ o+ Yp - Uy - (2.3)

Ezt gy mondjuk, hogy: "az a; ill. a b vektort eléallitottuk az {ﬂ, vy %}
vektorok linedris kombinaciéjaként".

Az {ﬂ , ,%} bézist azért hivjuk "aktualis" -nak, mert a "b&zistransz-
formécio" (bazist atalakité) modszer megvaltoztatja ezt a bazist, és megmu-
tatja, hogy az 1j bazisban mik lesznek a (valtozatlan) a4, ..., ax és b vektorok
koordinatai.
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Hasznos észrevétel:

Ha specidlisan valamelyik a; "betdi" (vektor) szerepel az {ﬂ,...,%}
(aktudlis) bézisban, azaz a; € {m, ...,%}, példaul a; = u, , akkor nyilvin
(az egyértelmiiség miatt)

aj=0-u+..+0-u_1+1-u+0-uy+..+0 u,, (2.4)

vagyis az a; alatti szamoszlop (az a; koordindtédi) csupa 0 és a megfeleld

helyen egy db 1. (Ezt mér az .Alh’tésban is megallapitottuk!)

Ez megforditva is igaz: ha a tdbldzatban valamelyik a; alatti szdmoszlop
csupa 0 és a megfeleld helyen egy db 1, akkor a koordinatak definicidja miatt
nyilvan teljestil, vagyis a; = w, , ami azt jelenti, hogy az a; vektor az
(aktuélis) {ﬂ, ey %} bézis egyik elemel!

Példaul legyenek adottak az a; = [1,2,0, 37, a; = [0,0,0, 1", az =
[0,4,4,0)", ag = [3,2,4,5]" és a5 = [2,8,4,10]" vektorok. Milyen {uy, ..., u,
bézis esetén (és hogyan) tolthetjiik ki a tabldzatot, vagyis milyen Eﬂ ey Un %
bézisra vonatkozé koordindtdit tudjuk az a, , ... , as vektoroknak?

Mint az . Példaban lattuk, ez tetszoleges {ﬂ oy U } bézis esetén nem
egyszeril feladat. Azonban az . Allitgs alapjén az {g s ooy En } standard
bézisra vonatkozé koordinatak egyszeriien a vektorok komponensei, tehat (az
esetek zomében) az indulé téblazat

e [1]0 [0 [3] 2
e [2 [0 |4 2] 8
es |0 [0 |4 |4 | 4
es [3 |1 |0 [5 |10

Ne csak azt jegyezziik meg gépiesen, hogy "a vektorok komponenseit oszlo-
ponként irtuk be a tabldzatba" (mind oszlopvektorokat), hanem inkabb ennek
okait, megismételve:

- egy vektor alatti szdmoszlop a vektor koordindtd: az aktudlis bazisra
vonatkozdan,

- tetszoleges vektornak a standard bézisra vonatkozé koordindtai meg-
egyeznek a vektor komponenseivel.

Tehat, dltaldban egy feladatot mindig gy kezdiink, hogy a tdbldzatot
a standard bazissal irunk fel, majd atalakitjuk (transzformaljuk) a bazist a
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kivant alakra, és végiil a legutols6 tablazatbol leolvassuk az eredeti kérdésre
adandé vélaszt. Ehhez azonban a tdbldzat adatainak jelentését alaposan meg
kell érteniink és jegyezniink!

A fenti példdban vegyiink észre egy specialitdst: az ay vektor oszlopa
csupa 0 és egyetlen 1. Ez nem véletlen: vegyiik észre azt is, hogy ay éppen
az e4 vektorral azonos, ay = e4 , és az ay vektor oszlopdban pontosan az
e4 sordban van az egyetlen 1 , vagyis ap -nek éppen az e4 -re vonatkozo6 ko-
ordindtdja nem nulla. Ez pedig ismét az .Alh’tés miatt van: a, baziselem,
tehat koordinatai (=oszlopa) = " 1x 6nmaga + 0 -szor a t&bbi".

2.2. A bazistranszformacio szamolasa

A bazistranszformdacio szamoldsa konnyen megtanulhatd, de hangsilyoz-
zuk, hogy a végeredményt csak akkor tudjuk leolvasni a legutolsé tablazatbol,
ha a tabldzat adatait értelmezni tudjuk az eléz6 fejezetben lefrtak alapjan.

Teh&t adott egy alakid tablazat, és csak az {m ey Up } bézist val-
toztatjuk meg. Az ay,...,a, és b vektorok viltozatlanok maradnak, de mint
tudjuk, az i bazisra vonatkozé koordindtaik (vagyis az alattuk levd osz-
lopok) megviltoznak - ezeket akarjuk kiszamolni.

A bazistranszformdcio csak igy miikodik, ha a H := {ﬂ ey Un } halmaz
egyik eleme, mondjuk u; helyére valamelyik a; vektort tessziik, vagyis az 1ij
bdzis -

{ﬂ,..., Uis1, G ,%,...%} (2.5)

vagy tomorebben: H ~ {% } U {aj} lesz az 1j béazis. Ezt gy mondjuk,

hogy "u; kimegy és a; kimegy" a bézisbdl, vagyis véltjak egymés. Ezt a
bézistranszformaciét azért hivjdk elem: -nek, mert az dj bézis csak egyetlen
elemben (u; helyett a;) kiilonbozik a régi bézistél. Nyilvan elegendden sok
elemi csere utdn az eredeti bazisnak akirhdny, akdr az osszes elemét is ki
tudjuk cserélni.

Lassuk tehat az 1ij tdbldzat kiszdmoldsdanak maédjat.

2) mint néha a politikusok
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| Ja Ja [as |-Ja [-]a [b Jo |
Uy || T11 | T12 | T13 | - | T14 | Tk || Y1 | U1
Ug || 21 | T22 | L23 | - | T2 | Tok || Y2 | V2

Ui || Tix | Ti2 | T3 | - | | Tig| | - | Tik || Yi | Vi

% Tnl | Tn2 | Tp3d | - | Tny - | Tnk Yn | Un
| |ulefal [o | Jalb]o]
wup |77 |7 0 77
up |7 [7 |7 0 [ ERE

A baloldalon ldthatjuk a régi, a jobb oldalon pedig a keresett 1j tabldzatot.
Figyeljiik meg, hogy a baloldali oldallécekben levé bézisok a régi: H :=

{ﬂ, ...,%}, illetve az 4j: H ~ {&} U {aj} azaz lathato.

Az u; baziselem sordnak és az a; 1j vektor oszlopanak keresztezodésében
levo szzimo bejeloltiik, ezt a szémot hivjuk f6-, generalé vagy pivo
elemnek, és mivel még sokat szamolunk vele, az egyszertiség végett jeloljiik
csak g -vel:

A tabldzatban az a; ,..., ar és a b, v, ... vektorokat elvélaszt6 fiig-
goleges dupla vonal mindodssze csak annyit jelent, hogy az a; ,..., a; vek-
torok valamelyikét akarjuk bevinni a béazisba, a b , v , ... vektorokat pedig
nem. Az aktualis feladatbdl tudjuk majd meg, hogy mely vektorokat kell és
melyeket nem kell bevinni a bézisba. Azonban az aldbb kovetkezd szamold-
sokat mindegyik vektorra (oszlopra) egyformén kell végrehajtanunk, ekkor
nincs jelentésége ennek a fiiggbleges vonalnak.

Az aldbb kovetkezd szamoldsi médszer csak kis részletekben tér el kol-
légdim moédszerétol, az én szamoldsi médszeremet Ok is elfogadjsk.

%) ami egyébként az a; vektornak az u; vektorhoz tartozé koordindtdja!

) A pivot angol sz6 jelentése: tengely, sarkpont, csukld, ... , ami koriil valami megfor-
dul, esetiinkben u; és a; .
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2.1. Tétel. Ha a féelem nem nulla, vagyis

g = xi,j 7£ 0 5 (27)
akkor az a; vektor beviheté a H bazisba az u; vektor helyére (vagyis az g

H~ {% } U {aj} halmaz is bazist alkot), és az 1j tabldzat elemeit a kévetkezd
lépésekben leirt mdodon szamolhatjuk ki.

Hangsilyozzuk, hogy az aldbbiakban nem a matematikai képleteket irjuk
le (minden kényvben megtaldlhatéak, és azok csak a szamit6gép-programoknak
kellenek), hanem a papir-ceruza kézzel szédmolds magyardzatot, amire a zh-
ban lesz sziikségiink.

0.) 1épés: foelem kivilasztdsa (=genersld/pivot elem).
Egyetlen szabdly: nem lehet nulla: g # 0 . Papiron be szoktuk karikdzni,
én inkdbb a szogletes [x; ;| "bekeretezést" ajanlom, mert ndlam a kor alaku

karikdzéas mast jelent majd.

Mint emlitettiik, egyediil csak a baloldali oldalléc valtozott: wu; helyett
a; neve szerepel. Azonban az oszlopok nevei véltozatlanok, hiszen minden
oszlop ugyanannak a vektornak az adatait tartalmazza (csak egy 1j bdzis-
ban). Ezért hangsilyozottan javaslom, hogy a mésodik (és harmadik ...)
tabldzatot az els6 tablazat ald irjunk, mindegyik a, oszlop az eredeti a; os-
zlop ald kertiljon (ekkor mér felesleges az "ay,...,ax,b,0" fejlécet ismét kifrni!),
ez sokban megkonnyiti a szamoldst és az adatok értelmezését! Tehdt :

| o [ [a [~]a [-[a [[b v |
Uy || T11 | T12 | T1,3 T1,5 Tik || Y1 | N1

Ug || 21 | T22 | T23 T2 j Lok || Y2 || V2

Uy Ti1 X522 T3 T 5 Tk Yi U;

Up || Tnl | Tn2 | Tn3 Tn,j Tk Yn Un,
u || 7 ? ? 0 ?

us || 7 ? ? 0 ?

aj ? ? ? ? 2 2

Uy, ? ? ? 0 ? ? ?
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Megjegyzések: Néhany tankonyv a "csere" miatt az wu; vektor nevét
és annak adatait (koordindtdit) irja az a; oszlopaba, ami szerintem rettent®
zavaré, nem javaslom. Ha sziikségiink van az u; vektor 1j koordindtdira,
akkor az aldbbi (*1) megjegyzés szerinti szdmoldst javaslom.

Tovébbd, néhany tankonyv hajlamos "redukalt" tdblazattal dolgozni, ami
azt jelenti, hogy elhagynak néhdny oszlopot, aminek tartalmat konnyen ki
lehet taldlni (ldsd az 1.) lépés megjegyzéseit). Ezt sem javaslom, mert az
oszlopok sorrendje megvaltozik, ami zavaro.

1.) 1épés: a foelem oszlopdban minden elem 0 lesz, kivéve a féelem
helyén 1 lesz.
Ezt mér lathatjuk is a fenti (alsé) tablazatban: az a; vektor (aki éppen

most keriilt be a bazisba) oszlopa az . Allitas alapjan: "ha v a bazisban
van, akkor koordindtai 1 onmaga + 0 tobbi".

Ez nem csak a most bézisba bevitt, hanem az dsszes, régebben bekertilt
a; vektor oszlopéra is igaz (figyeljiik meg a késébbi gyakorlé példdkban!).
Tehdt, ha egy vektor szerepel a tablazat bal oldali oldallécében, akkor annak
az oszlopa a sajat helyén 1, a tobbi elem pedig 0. Emiatt sok szerzé mar le
sem irja ezeket azoszlopokat, de ismétlem, én nem javaslom, mert az oszlopok
sorrendje is megviltozik, és felesleges gondolkodast igényel.

2.) lépés: a foelem sordanak minden elemét végig elosztjuk a foelemmel
(9 = x;; -vel, de ne a képleteket jegyezziik meg, hanem ezt a mondatot):

Uy 0

U 0

a; Ti1 T2 T3 Tik % &
- g g g g g

Uy, ? ? ? 0 ? ? ?

3.) lépés: Most olyan elemek szamoldsa kovetkezik az 1j tablazatban,
amelyek sem a féelem sordban sem az oszlopdban nem szerepelnek.

Jeloljitk meg a régi tabldzatban a kérdéses elemet (amit ki akarunk sza-
molni,mondjuk az a; oszlop-vektor u, baziselem-sor) karikdval. (Gépelési
problémak miatt most csak kerek () zdrdjelbe tettiik.)

A féelem (négyzet) és a kérdéses elem (kor) egy téglalap két &tellenes
csicsa (mint a monitoron szokds), a masik két cstcsot (most x;1 és xs )
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jeloljiik meg hdromszdgekkel (gépelési problémak miatt most csak /...\ jelekkel
jeloltiik):

| Ja Ja [a |-]a  [-fa [[b v |
Uy || T1,1 T12 | 1,3 T1,5 Tik || Y1 | U1
U || (121) | T22 | Ta3 /T2.;\ Tok || Y2 || V2
wi || /Tia\ | Tig | Tig Ti Tig | vi | v
Up || Tn,1 Tn2 | Tn3 Tn,j Tnk || Yn || Un

Ekkor a bekarikazott (kor) elem 1j értéke:

_[mia\ - )\
|

de hangsiilyozom, hogy ne a képletet (indexek) magoljdk be (ez a szdmitogép-
nek kell), hanem a képlet szerkezetét, grafikdjat:

(2.8)

(x271)12j = (:1;271)7'égi

(2.9)

https://math.uni-pannon.hu/ " szalkai/Elbtrafo-z. gif

Ezt a szamoldst a tdbldzat osszes olyan elemére el kell végezniink, ami
nem a féelen sordban vagy oszlopdban van.

A dolgozatban legfeljebb (négy alapmiiveletes) egyszerii szamol6gép hasznal-
hat6, mindent kézzel kell kiszdmolni, rdaddsul egy példdhoz nem csak egy,
hanem 4-5 elemi b&zistranszformécié kell. Javaslom, hogy az elvégzendd

— o /in,l\'/$2,j\ ¢ ¢ . 1 s4 e ~
(2,1) 45 = (T21),60 — szémolasok mindegyikét irjuk le a dolgo

zatba, gy elszdmolds esetén kevesebb pontot vonok le. Zh javitdsakor nem a
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négy alapmiiveleti hibdkat osztdlyozom, azonban igyekezziink pontosan szd-
molni, mert félreszdamolt tdbldzat esetén a feladat kérdésére adandé vilasz,
s6t maga feladat kérdése is megvaltozik, ami mar silyosabb hiba (nem csak
pontveszteség).

Az altaldnos szdmoldsi szabalyokat ("Konnyitoé észrevételek") az aldbbi
példa utan folytatjuk!

2.3. Példa

Legyenek adva az a; = [5,0,2, 1}T, ay = [—1,3,5,3]T, az = [2,1,4,6]T,
ag = [3,-1,-2,2]", a5 = [0, 2,4, —1]" és b= [7,4,1,0]" vekorok. Ekkor
az indulé téblazat:

a1 | Gy | G| Ga| G5 |
e | 5| —1] 2| 3| 07
e | 0] 3[[1]]-1]-2]4
es| 2| 5[ 4] 2|41
es | 1] 3] 6] 2|10

Mivel a féelemmel osztani kell, ezért papir-ceruza-fej esetén 1 -et vilasz-
tunk, legyen mondjuk mdsodik sor harmadik oszlop. (Megjegyzem, hogy
negativ féelem esetén gyakoriak az elOjeltévesztések, kiilonosen a 3. lépés-
ben, tehdt negativ féelemnél erre kiilonosen tigyelniink kell!)

Az 1.) és 2.) lepést elvégezve:

ay |Gz | a3 | Gsa| a5 | b
e 0
az| 0] 3[[1]] -1]-2]4
e3 0
ey 0

A 2. 1épésnek megfelelden a féelem sordnak minden elemét végigosztottuk
a féelemmel, de az szerencsére 1 volt, ezért nem ldtszik (konnyen lefrtuk).

3. 1épés kovetkezik: a maradék 15 elemre egyesével kell kiszamolnunk.
A karikdkat és a hdromszogeket az eredeti tédblazatban kell jelslniink (ceruzé-
val), az eredményeket a masodik tablédzatba kell irnunk.
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. sor 2.

. sor 4.

. Sor D.

. sor 0.

. sor 2.

. sor 4.

. sor H.

. sor 6.

. sor 1. oszlop:

oszlop:

oszlop:

oszlop:

oszlop:

. sor 1. oszlop:

oszlop:

oszlop:

oszlop:

oszlop:

. sor 1. oszlop:

. sor 2. oszlop:

. sor 4. oszlop:

. sor 5. oszlop:

FEJEZET 2. BAZISTRANSZFORMACIO

_ /0N /2\

)y = Oy —5-0=5,
)iy = ("D - — 6=,

oy = B = T =3 (2) =5,
ey = ( Do~ = -
ey = o= 1 = -
iy = o= - \/ ‘o -
(g = i — \/ L -
gy = = \/ L -
gy = Do - \/ Ao -
s = iy — \/ L -
(g = >Tégi—= -
gy = o= \/ L -
Ny = === =

AYEY

(?)vjj = ( )régi -

Y
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4. sor 6. oszlop:  (?)y; =( )y — — = = -

tehat a végso tablazat:

Q1 |G| G| Ga| G5 |0
e 0
az| 0] 3|[1]]-1]|-2]4
e3 0
€4 0

2.4. Konnyito észrevételek

4a) Mint tobbszor emlitettiik: ha egy a;, vektor mar bekeriilt a bazisba
(a szamolasok elérehaladtaval egyre tt)bb_ilyen vektorunk lesz!), vagyis a
baloldali oldallécben is szerepel a, , akkor a; oszlopdban az sszes elem 0,
kivéve sajat sordban 1 van (ismét az . Allitss alapjan).

4b) HA a féelem sordban van egy 0, akkor ennek a 0 -nak az oszlopa
valtozatlan marad, vagyis a kovetkezd tabldzatban ez az oszlop ugyanaz,
mint az el6z6 tdblazatban.

Hasonl¢ allités igaz, ha a fenti mondatban a sor és oszlop szavakat felc-
seréljiik:

HA a féelem oszlopdban van egy 0, akkor ennek a 0 -nak a sora véltozatlan
marad. (Mindkét allitdst konnyen igazolhatjuk a képlet segitségével.)

Ezt a fenti példdban is észrevehetjiik: a féelem sordnak elsé eleme 0, és
valéban, az els6 oszlop valtozatlan maradt.

2.5. A szamolas vége

Altalaban egy feladatban addig kell végezniink elemi bézistranszformé-
ciékat, amig lehet, vagyis annyi a; vektort kell bevinniink a bazisba, amen-
nyit csak lehet. Tehdt nyilvanvalé, hogy akkor akadunk el, ha vagy nincs
mdr tobb beviheté a; vektor, vagy mar nincs kivihet6 e, vektor. Vigydzat:
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ez utébbi nem csak tigy jelentkezhet, hogy az oldallécben nem ldtunk e, vek-
tort, hanem az is lehet, hogy az oldallécben szerepld mindegyik e, vektor
sora csupa 0 -dt tartalmaz. Mert ugye ekkor nem lehet féelemet valasztani,
és nem lehet az e, vektort kivinni a bazisbol!

Egy feladat elkezdéséhez altalaban 4-5 transzformécio sziikséges. Ugya-
nis, mint létni fogjuk: az elemi bazistranszforméciok sorozata csak az 6todik
alapmfivelet, és a legutolsé tabldzatbdl fogjuk leolvasni a feladat végered-
ményét, a kérdésre adandé vélaszt. Ekkor mér szamolnunk nem kell, hanem
csak gondolkodni, ehhez azonban alaposan tudnunk kell a tablazatban tarolt
informéciokat (ldsd az els6 fejezetben).

A honlapomon tobb szamitégép program taldlhaté a "Linedris Algebra"
részben, a abra mellett:

https://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Foelem3g win.zip
amelyekkel ellendrizhetjiik otthon szamoldsunkat, sajnos zh-n nem hasznél-
hatoak.

2.6. Néhany tovabbi megjegyzés

Késébb létni fogjuk, hogy (majdnem) teljesen mindegy, melyik u; vek-
tort cseréljiik ki melyik a; vektorra, ez legtobbszor még a feladat megolddsa
szempontjabdl is mindegy, sét ha (dltaldban) tobb a; vektort kell bevinniink

tobb u; vektor helyére, a be- kivitel sorrendje is lényegtelen. Altalsgban addig
kell a szdmoldst ismételgetniink amig lehet ldsd az el6z6 fejezetet.

Hogy milyen kérdésre, feladatra hasznalhatjuk az elemi bézistranszforma-
ci6t, egy széval valaszolhatunk: (szinte) minden kérdésre, feladatra, csak a
szdmoldst ne rontsuk el. En ugyan a zh-ban a szémoldsi hibskat nem biin-
tetem pontlevondssal, de elszdmolds esetén nagyon gyakran maés tipusi lesz
a feladat, a vdlasz nehézsége is megviltozhat, és ez okozhat pontlevondst!

Ismételten megemlitem, hogy a szdmolds csak az eleje, az utdna valé
gondolkodds a lényeg - ezért is haszndljuk otthoni gyakorldsra a honlapomon
szereplé programokat (azaz ne a szdmoldsban faradjunk ki, hanem legyen
er6nk a lényegre koncentralnil!)

Ne feledjiik, hogy az elemi béazistranszformécié tabldzatok oszlopai val-
tozatlanul ugyanazok a vektorok, csak a koordindtdjuk mds és més. Mivel
barmely béazisban koordindtanként lehet osszeadni és linedris kombindciét
szdmolni, ugyanigy mint a komponensekkel, ezért gyakorlati és elméleti fe-
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ladatoknél is természetesen abban a bézisban szdmolgatunk, amelyben a sz4-
molds egyszeriibb (ez dltaldban a legutolsé taldzat).

Példaul legyen a kezd6 és a legutolsé tablézat:

| Jafalafa] b | Jala|as|al] b
e 1] 1] 0] 0] 3 ai ] 1] 0] 0] O] 2
| 0 1] 0 1| 1|=>lal 0] 0[O0 1] 0],
es| 4] 2] 0] 0 10 a || O] 1] 0] 0 1
el 2] 1] 1] 0] —1 as|| 0] 0] 1| 0 —6

vagyis a; = [1,0,4,2]", ay = [1,1,2,1]", az = [0,0,0,1]", ay = [0,1,0,0]" és
b=[3,1,10,-1]".
A szémolasbdl (utolsé téblazat) nem csak azt létjuk, hogy a

H = {ay, a3, a3, a1} (2.10)

vektorhalmaz bézist alkot (l4tszik a bal oldali oldallécben), hanem az is azon-
nal leolvashat6 (honnan?), hogy

2-a1+ay—6-a3=>0, (2.11)
vagyis a b vektornak a H bazisra vonatkozé (H -beli) koordinétéi
bl = [2,1,-6,0] . 212)

Vigyazat: a b vektornak ugyan a sajat oszlopdban vannak az aktuédlis bazisra
vonatkoz6 koordindtai, és egy bdazist mi mindig vektorhalmaznak emleget-
tiink, de a koordindtak sorrendjének -ben meg kell egyeznie a bézise-
lemek -beli sorrendjével (tehdt mégsem csak egy egyszerii halmaz ...)!
Tehét a egyenlet nagyon megtévesztd lehet!

Vegyiik észre, hogy (2.11)) szerint sikeriilt a b vektort eléallitanunk az
a1, ag, az, a4 vektorokbdl, vagyis megoldottuk az

Ty a1+ Ty G+ T3 a3+ Ts-as =D (2.13)

egyenletrendszert: 1 = 2 , 19 = 1, 3 = —6 és x4 = 0! A legels6
(bevezetd) fejezetben még azt irtuk, hogy egy egy nehéz feladat, de talan négy
elemi bazistranszformécié nem is olyan nehéz?! A linedris egyenletrendszerek
elméletét (akdrhany egyenlet és akarhdny ismeretlen) a kovetkezd fejezetben
targyaljuk részletesen - nem lesz nagyon nehéz!
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A ([2.11)) bsszefiiggés ellendrzése (kotelezd hazi feladat, "koordindtdnként"):

1 1 0 0 3
0 1 0 1 1
2- 4+1- 5 —6- 0 +0- 0= 10
2 1 1 0 -1

de ismétlem. ezt a feladat legelején aligha latjuk!

2.7. Alkalmazasok

: (2.14)

Most csak felsorolunk néhdny kérdést, feladatot, amelyeket elemi bézis-
transzforméciéval tudunk megoldani ("az Osszeset"). A részleteket vagy az

oran, vagy tankonyvekben taldljuk meg.

a) vektorhalmaz linedris fiiggetlen / generatorrendszer / bazis -e,

b) vektorhalmaz rangja,

) adott vektor elallitdsa mas vektorokbdl,

) linedris egyenletrendszer megoldasa,

) métrix reguldris / szinguldris -e, matrix inverze,

) ..

o oo

—h



3. fejezet

Linearis egyenletrendszerek és
megoldasuk

Most csak a lényeget frjuk le roviden.
Az [l oldalon ldthato

" linedris eqyenletrendszer <=> linedris kombindcio "
Osszefiiggés alapjan az egyenletrendszert beirjuk az elemi bézistranszforma-
ciés tabldzhatba. Mivel a egyenletrendszert a standard bédzisban (elsé
tabldzat adataival) nehezen tudjuk megoldani, ezért az a; egyiitthatévektorok
koziil minél tobbet bevisziink a bazisba (mint emlitettiik, a sorrend lényegte-
len), és az utolsé tdblazatban a megoldds a megfelel oszlopban lathat6. Ezt
tapasztalhattuk példdul a. oldalon lev6 példdban és a egyenletrend-
szerben.

No, persze vannak még részletek és buktaték, amiket el6addson meg kell
ismerniink és tanulnunk!

Ismét hangsilyozzuk: a linedris algebrai feladat (linedris kombindcid)
mindegyiok tédbldzatban ugyanaz, csak més szdamokat (koordinatakat) latunk
a tédblazatban. Tehdt az (elemi) bézistrafé azért hasznos, hogy jobb szamokat
lassunk a tabldzatban: sok 0 és 1 miatt a megoldds szinte rdnézéssel megold-
hatd!

Tovabbi részleteket és magyardzhatzokat taldlunk a kovetkezd bemutatéd
9. és 16-25 oldalain:

https://math.uni-pannon.hu/ " szalkai/LinEgyenlet(SK)2d.ppt
https://math.uni-pannon.hu/~szalkai/LinEgyenlet(SK)2d.pdf
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4. fejezet

Tovabbi ajanlott irodalom

Szalkai Istvan: Oktatdi honlap, Linedris Algebra fejezet,
https://math.uni-pannon.hu/~szalkai/
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Targymutato

altaldnos vektorter, [15]

absztrakt vektortér,
aktualis bazis, [I§]

bézis, [9)
aktualis, [1§]

kanonikus,
standard,

coefficient, [4]
dimenzid,

egyiitthato, [

fiiggetlen vektorhalmaz, [6]

foelem, [21]

generald elem,
generator-rendszer, [0]

indulé tablazat,

kanonikus bazis, [13]
koefficiens, [
komponensek, [3]
koordinatéak, [9)

linedris kombindcio, [
trivislis, [6]

linedrisan fiiggetlen, [0]

nullvektor, [10]

oszlopvektor,

pivot elem, [2]]

o(H),
R", [
rang, [15]

rendezett n -es,

sorvektor, [3]
standard bazis,

transzformacio, [17]
transzponalt vektor, [4]

vektor,
eléallitasa, [
transzponaltja, [

vektortér,
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absztrakt,
R", B

v?,

a7,
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