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2. fejezet

Kombinatorika elemei

VEGES HALMAZOK, A KOMBINATORIKA ALAPELVEI, ALTALANOS ELEMI
LESZAMLALASI MODSZEREK (+ ES -). TELJES INDUKCIO.

PERMUTACIOK, KOMBINACIOK, VARIACIOK ES KAPCSOLATAIK.

A STIRLING FORMULA, NAGYERTEK U KIFEJEZESEK BECSLESE, PELDAK.(!)

A kombinatorika a megszdmldldasok, szakkifejezéssel a leszamldldasok tu-
domdnya. Bér véges halmazokkal foglalkozunk, a fejezet végén azt is szem-
léltetjiik, hogy ez j6 par évmillidardunkba keriilhet, ha nem vagyunk eléggé
iigyesek.

A halmazok szdmossagat (elemeinek szamédt) |A| vagy #(A) jeloli.

2.1. Altaldnos médszerek

Egy véges halmaz (mondjuk dtiholmik kirdndulds el6tt ill. utdn) dsszeszém-
ldlasakor mindegyikiink kinosan tigyel az aldbbi két természetes kovetelmény
betartdsara:

2.1. Tandcs (A kombinatorika alapelvei) :

1.) Mindent 8sszeszamoltunk ?
2.) Semmit sem szamoltunk kétszer ? (2.1)
3.) Csak a halmaz elemeit szamoltuk meg ?

1) A cimlapon lathaté dbra a 2.65. Feladat /0/ 6sszefiiggését szemlélteti.
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4 FEJEZET 2. KOMBINATORIKA ELEMEI

Eppen ezért javasoljuk a kedves Olvasénak, hogy ZH irasakor se feled-
kezzen meg a kombinatorika fenti két alapelvérdl! Igen, az 6sszeszdmlédlas ne-
héz, kényes miivelet, nemhidba a kombinatorika ” az dsszeszdmldlds mivészete”.

Az 6sszes lehetOség Osszeszdmldlasakor akar ”gyalogos” mdédon csak fel-
soroljuk az Osszes esetet, akir elméleti alapon szamitjuk ki a lehetéségek
szamat, az aldbbi két médszert szoktunk haszndlni:

2.2.: I. Médszer (Az osszeszamlélds két alapmoédszere):

a) Ha a megszdmldlando eseteket diszjunkt (kiilonallé) halmazokba osz-
tottuk (szortiroztuk, particionaltuk), akkor az egyes halmazokban levd ese-
teket nyilvan Osszeadjuk. (Hiszen a halmazok diszjunkt unidjanak az +
"felel meg”.)

b) Ha a megszdamldlando lehet6ségek tobb 6sszetevébdl dllnak dssze (épiil-
nek fel), és az egyes Osszetevik egymadstol fiiggetleniil vdlaszthatok meg, azaz
barmelyik 7 A” 6sszetevbhoz barmelyik "B’ Osszetevd péarosithats, akkor a
két (vagy tobb) osszetevok lehetséges szamét Osszeszorozzuk. (Hiszen a
halmazok Descartes-szorzatdnak a - ”felel meg”.) [

2.3. Példa: a) Hanyféle lyukasztas lehet a buszjegyek 3 x 3 mezdjében,
ha a lyukasztogép legfeljebb 3 lyukat “készit” ¢

b) A 7francia” kdrtyacsomagbdl 6t lapot osztva hanyféleképpen lehet par
(két azonos figura) a keziinkben (a lapok kiosztdasanak sorrendje nem szamit)?

Megoldas: (Az (}) binomidlis egyiitthatdkat [kombindciok] a 2.3.2 alfe-
jezetben (2.17) -ben ismertet;jiik.)

a) A lyukak szdma ezek szerint 1,2 vagy 3 (0 nem) lehet . Ezek szama
39>< 3 j 9 m;att rendre (?), (g), (g), vagyis a lehetOségek szdma Osszesen
() + )+ () =129

b) A "francia” -csomag = 4 szin x 13 figura = 52 lap. A két azonos
figura (a pdr) a 13 figura barmelyike lehet, ez (113) lehet6ség. Szineiket (3)
-féleképpen valaszthatjuk ki, de még a maradék 50 lapbdl 3 -at kell kivalasz-
tanunk, ez (50) lehet6ség, keziinkben csak ezek utén lesz 6t lap. Vagyis az
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Osszes lehetoségek szama (113) . (3) . (520) .

Tovabbi dltaldanos, a kombinatorikdban gyakran haszndlt médszer az aldbbi:

2.4. II. Médszer (bijekcick): A feladatot atfogalmazzuk, vagyis a kere-
sett lehetbségek halmaza és eqy masik (konyebben ésszeszamolhatd) halmaz
kézott kolcsonosen egyértelmt megfeleltetést (bijekciot) keresink, és az ere-
deti halmaz szamossdaga (elemeinek szama) nyilvan éppen az 1j halmaz szd-
mossaga!
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2.5. Példa: Hdany részhalmaza van eqy tetszoleges n -elemi, halmaznak
dsszesen, azaz mekkora |P(A)| ha |A|=n 7

Megoldas: Ne feledjiik, hogy () és A is elemei P(A) -nak. Irjuk fel A
elemeit {ay, ..., a,} alakban. Minden X C A részhalmazt egyértelmtien jelle-
mez az, hogy az a; elemek koziil éppen melyek elemei X -nek és melyek nem.
Ha minden i < n index esetén 0 jeloli az a; ¢ X és 1 jeloli az a; € X reldciot,
akkor magat az X halmazt kédolhatjuk az xlxg...xg kettes szamrendszer-
beli szémmal, rdaddsul ez a megfeleltetés P(A) elemei és az n hosszisagu
kettes szamrendszerbeli szamok kozott kolcsonosen egy-egy értelmii. Mér-
pedig a legkisebb szam  00...02 = 0, alegnagyobb 11...12 = 2" —1, a kett
kozott mindegyik szdm pontosan egyszer eléfordul, vagyis az n hosszisdgi
kettes szémrendszerbeli szaimok szama 2", ami éppen P(A) pontos mérete.[]

A TI. M6dszer alkalmazasara a 2.23.Allitss bizonyitasaban lathatunk még
példakat.

2.6. Feladat: Szdmitsuk ki hasonldan az

BA:={f:A— B| f fiiggvény } (2.2)

halmaz szdmossdgat!

Utmutatas: Most m -alapi szamrendszerben frjunk fel szamokat, ahol
m = |B| , a szdmok , n -jegyliek. O

Felhivjuk a figyelmet a fenti (2.2) egyenldségben szerepld B4 hatvanyban
a betiik sorrendjére!

Legfontosabb azonban a megoldandé feladat pontos értelmezése! Nehéz
megfogalmazni, eldonteni, hogy pontosan milyen eseteket tekintiink kiilon-
bozonek vagy azonosnak, de még azt is, miket is kell egydltaldban megszam-
ldlnunk! Erre mindig iigyeljiink feladatmegoldéds kozben!

2.2. Teljes indukcié

Nem csak a kombinatorikiban, hanem a matematika barmely teriiletén
taldlkozhatunk a kovetkez6 tipusu allitasokkal:

"Minden n € N természetes szamra igaz, hogy ... ” (2.3)

ésa ... helyén egy (n -tdl fiiggd) valamilyen &llitas van. Ha ezt az allitast
most ®(n) formuldnak hivjuk, akkor bizonyitandé allitdsunk
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"Minden n € N természetes szémra igaz ®(n) . ” (2.4)

alaki lesz. Sok esetben azonban nem minden n € N , hanem csak valamilyen
(de adott!) ng € N szammal kezd6d6en, azaz csak n > ng esetén teljestiil ®(n)
(legaldbbis a bizonyitand¢ &llitas szerint). Vagyis az éltaldnos alak:

"Minden n € N, n >ny természetes szdmra igaz <(n) .” (2.5)

A tovdbbiakban mindig ez utébbi dltaldnos alakra fogunk hivatkozni,
hiszen a (2.4) alak éppen az ny = 0 specidlis eset. 1y pontos értékét legtobb-
szor nem feszegetjiik, ez a feladat allitdsabdl dltaldban kideriil: legkisebb
olyannak vélasztjuk, amelynél nagyobb minden n > ny szamra ®(n) mar
igaz.

Természetesen gy nem igazolhatjuk a fenti (2.5) allitdast hogy rendre
ellendrizziik ®(ng) , ®(no + 1) , ®(ng + 2) ...  értékeit, hiszen végtelen
sok esetet nem is tudndnk véges idén beliil ellenérizni! Egy kicsit gyorsabb
modszert kell vélasztanunk!

2.7. Médszer (A Teljes Indukci6):

1. Kezd6 lépés: Ellenorizzik ®(ng) értékét.

2. Indukcios 1épés: Bizonyitsuk be az aldbbi kévetkeztetés helyességét tet-
szOleges n € N, n >ngy természetes szamra:

” Ha ®(n) igaz, akkor ®(n+1) isigaz . ” (2.6)

Ekkor, a fenti két lépés sikeres elvégzése utdn igazoltuk ®(n) teljesiilését
minden n € N |, n > ng szdmra. [J

A Teljes Indukci6 miikodését (elindulds és kovetkeztetés / indukalds)
szokds végtelen 1épcsdhoz is hasonlitani: "ha a legels6 1épcséfokra ra tudok
lépni, és minden 1épcséfok utdn tovabb tudok menni, akkor ”természetesen”
az Osszes lépesdfokra fel tudok lépni”(?). Béar ez a szemléltetés segithet a
moédszer megértéséhez, az aldbbi 2.8. Tételt nem helyettesiti!

Kozelebb jarunk az igazsdghoz, ha a Teljes Indukcié médszerét a ”Vnd(n)”
tipusu 4llitasok igazoldsanak egy hatékony mdédszerének ("mankd”) tekint-
jik: nem a ®(n) allitast kell igazolnunk (rdaddsul nem az 6sszes n € N ter-
meészetes szamra egyszerre), hanem csak két, jéval egyszeriibb sszefiiggést:
a fenti 1. és 2. lépésben leirtakat.

2) vagy végtelen sok, sorban 116 pletykas vénasszony koziil elég a legelsének elmondani
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A gyakorlatban sokszor az indukciés lépésben ®(n + 1) igazoldsdhoz nem
csak a kozvetlen megel6z6 ®(n) éllitast, hanem (néhany vagy az sszes) el6z6
(i) érteket is fel kell haszndlnunk. Vagyis n > ng esetén

D(ng) N®(ng + 1) Ao AP(n) = P(n+1)

vagy rovidebben

N\ 2@ = @n+1)

no<i<n

alaku indukcids kovetkeztetést (1épést) hasznalunk. A kovetkezd tétel mind-
ezek legalitdsat is biztositja.

2.8.Tétel (Teljes Indukcié Tétele): Ha ®(ng) igaz ("kezddlépés”), és
minden n € N, n > ng természetes szamra igaz a

o(n) = ®(n+1) (2.7)
vagy a
N\ @() = ®(n+1) (2.8)

kovetkeztetés ("indukciés 1épés”), akkor ®(n) igaz minden n > ng ter-
mészetes szamra, azaz 19az a

Vn >ng ®(n)
allitas. O

A Tételt természetesen ugy hasznaljuk, hogy igazoljuk (ellenérizziik) a
O(ng) allitdst ésa  P(n) = ¢(n+1) kovetkeztetést minden n > ny index
esetén, amint az aldbbi példdban ezt részletesen meg is mutatjuk. Felhivjuk a
kezd6 Olvasck figyelmét, hogy a (2.7) illetve a (2.8) kovetkeztetések (”induk-
ci6s 1épés”) igazoldsandl nem a ®(n) vagy a ®(n + 1) allitdst magat, hanem
a’®(n)=&(n+1)" illetveaz” A P(i) = ®(n+1)" kévetkeztetést kell

no<i<n

ellendrizniink! )

3) Emlékeztetiink arra a sokszor nehezen emészthetd tényre, hogy a matematikai
logikdban a h = h és h = i (hamisbdl minden kovetkezik) kdvetkeztetés maga igaz -
nak van elfogadva, még ha a kiovetkeztetés végeredménye hamis is.
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2.9.Példa (Altalénositott haromszog-egyenldtlenség): Igazoljuk, hogy tet-
szoleges zy, ..., z, € C komplex szamokra

|21+ oo+ 20] < 2|+ o 2]

vagy rovidebben

Zzi < Z|Z7,| . (2.9)
i=1 i=1

Megoldas: A kezdolépés nem okozhat gondot: legyen ng = 1, hiszen
n = 1 esetén a (2.9) egyenlttlenség a |z1| < |z;] alakot 6lti, ami trividlisan
igaz.

Az indukciés lépésben ®(n + 1) igazoldsdhoz azonban a megeléz ®(n)
allitas nem elég, fel kell haszndlnunk az n = 2 esetet is, ezért ezt az esetet is
elébb (kiilon) igazolnunk kell. n = 2 esetén a (2.9) egyenltlenség az

|Zl + 22| S |Zl| + |22‘

osszefiiggeést allitja, ami éppen az un. hdromszog-egyenldtlenség. (Gondol-
juk 4t a vektorokra [=komplex szdmok| vonatkozé haromszog-egyenlétlenség
alapjan!)

Most mér rétérhetiink az indukciés lépés igazolasara. ®(n + 1) ekkor a
(2.9) egyenlétlenséget allitja, de eggyel tobb, n+1 komplex szam Ssszegére. A
fels6 becslés (az egyenlétlenség jobb oldala) eléréséhez a bal oldalt alakitjuk
at, az eredeti n -tagui és kéttagu Osszegekre valé bontdsok (az indukcids
feltételek) felhaszndlasaval:

n+1 n n n n+1
ZZz’ = ZZz + 21| < ZZZ + | Zn1] < Z |zi| + |Zng1] = Z |i]
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Ezzel az indukcioés éllitast (lépést) bebizonyitottuk, igy a 2.8. ”Teljes
Indukcié” Tétele alapjan a (2.9) &llitds minden n € N természetes szdmra
igaz. [0

A fejezet végén a feladatok kozott jé néhdny &llitdast sorolunk fel, amik
segitségével a teljes indukcids bizonyitdast gyakorolni lehet. Kiemeljiik azon-
ban, hogy nem csak a jelen fejezetben, hanem a diszkrét matematika szinte
minden fejezetében (s6t az egész matematikdban) lesz segitségiinkre ez a bi-
zonyitasi médszer.
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2.3. Permutaciok, variacidk, kombinacidk

A most kovetkezd alfejezet elsd olvasdsra ugy tiinhet (ami egyébként a
vizsgdzok gyakori hibdja), hogy a permutdciok, varidciok, kombindcidkra
adott képletek "univerzalisak”, ”minden feladathoz” csak meg kell keresniink
ebben az alfejezetben bizonyitott hat képlet valamelyikét és mar is megoldot-
tuk a feladatot ... !?7 Csak meggondolatlanul szabad bédrmelyik feladatra
ravagni, hogy a feladat (mondjuk) ”... ismétléses kombindddddaciéséos” !

Tény, hogy ezzel a hat képlettel gyakran taldlkozunk véges (kombina-
torikai) mennyiségek szémoldsakor, de nem mindig ilyen egyszerii a végered-
mény. Azonban mindossze csak hat 1j alapmilveletrdl van sz6, segitségiikkel
és az eddigi négy alapmiivelettel tudjuk az egyes mennyiségeket (feladatokat)
megszamolni, a 2.1.(” Altalanos médszerek”) alfejezetben lefrt 2.2. T.Mddszer
(és a 2.1. pontban emlitett ”A kombinatorika két alapelve”) tdtmutatdsai
alapjéan.

Még egy utolsé jé tandcs: megtévesztd, hogy az elemi leszdmlélasi méd-
szereket lényegében csak egy rovid alfejezetben (ebben) ismertetjiik. Bar
ebben minden elméleti ismeretet megtaldlunk, a feladatok megolddasahoz gya-
korlatot kell szerezniink, amire nem szabad sajndlnunk a tobb hénapos (!)
gyakorlds idejét !

A kovetkezd fejezettdl kezdddben (a konyv végéig) hasznunkra vilik a
kovetkez6 rovid jelolés és egy egyszerii rekurziv osszefiiggés:

2.10. Definici6: Tetszoleges n € N természetes szamra, n > 1 esetén
nl:=1-2-...-n (2.10)

és
ol:=1

az n szdm faktorialisa. [

2.11.Allitas: Tetszbleges n € N természetes szdmra
(n+1)!=(n+1)-n! (2.11)

Bizonyitas: A definici6 alapjédn azonnal ldthats. [
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2.3.1. Permutaicidok

A permutdcid sz6 latin eredetii, felcserélést, sorbarendezést jelent. A
kovetkezo tipusu feladatokat nevezziik permutédcionak:

7 n elemet hanyféleképpen lehet sorba rendezni ¢ 7

Hangsiilyozzuk, hogy nem feltétleniil kell fizikai, kézzel foghaté targyakra
gondolnunk, hiszen elvont ”akarmiket”, ”valamiket” is sorbarendezhetiink.
Ez jol lathaté a 2.23. Tétel bizonyitdasdanak végén.

Olvaséink hidba edzédtek meg a halmazelmélet kemény megprobéltaté-
sain, most egy n elem{i halmaz elemeirél sem szélhatunk, hiszen a sorbaren-
dezend6 elemek kozott lehetnek azonosak is, és ez esettel is meg kell birkéz-
nunk (késébb) jelen alfejezetben !

2.12. Definicié: Tetszoleges n € N természetes szam esetén n kiilon-
biz6 elem dOsszes lehetséges sorbarendezéseinek szamdat n elem (ismétlés
nélkiili) permutaciéjanak hivjuk, és Py -el jeliljiik.

Ha az elemek kozott azonosak is lehetnek, méghozzd 6sszesen s -féle és
az egyes tipusokbdl rendre ki, ...,ks van (azaz ki + ... + ks = n), akkor az
0sszes lehetséges sorbarendezések szimdt n elem s -edrendii ismétléses
permutdciéjanak  hivjuk, és P (ism) o jelolyik. O

Angolul permutation és generalized permutation az ismétlés nélkiili és az
ismétléses permutdcidk elnevezése.

2.13.Allités: Tetszbleges n,s € N természetes szamokra
(i) n elem ismétlés nélkili permutdcidinak szama

P, =n!

(ii) n elem ismétléses permutdcidinak szama, ki,...ks € N,
ki+..+ks=n esetén

n!

Pkl’m’ks (ism) -
n kql-oc k!

(2.12)

Bizonyitas: (i) Az éllitast legegyszeriibb teljes indukciéval igazolni, ami
hézi feladat.

A kozvetlen igazolds is hasonlé: az n (kiilonb6z6) elem sorbarendezésénél
n helyre kell az elemeket elhelyezniink. Az els6 helyre az n elem barmelyikét
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helyezhetjiik, ez n lehetdség. Béarmelyiket is helyeztiik az els6 helyre, a mé-
sodik helyre mindig n — 1 maésik elemet rakhatunk, sét ez azt is jelenti, hogy
barmelyik (n) els6 helyen levd elem esetén barmelyik n — 1 mésodik helyen
lev$ elemet parosithatjuk, azaz (a 2.2. pontban leirt I.b) Mdédszer alapjén)
az els6 két helyre n - (n — 1) -féleképpen helyezhetiink el két elemet.

A gondolatmenetet folytatva hasonléan ldathatjuk be, hogy az elsé két
hely bdrmilyen betoltése esetén tovdbbi n — 2 -féleképpen tolthetjiik fel a
harmadik helyet, és mivel bdrmelyik n - (n — 1) els6 két helyen levd elem
esetén barmelyik n — 2 harmadik helyen levé elemet tehetjiik, gy ismét az
I.b) Médszer alapjan az els6 hdrom helyre n - (n — 1) - (n — 2) -féleképpen
helyezhetiink el harom elemet az adott n elem koziil.

Tovébb folytathatjuk gondolatmenetiinket, n -szer (n € N tetszleges) a
fenti gondolathoz hasonléan, megkaphatjuk, hogy a lehetdségek széma P =
n-(n—1)-..-2-1 ami valéban n! .

Az n = 0 specidlis esetben az &llitds (pontosabban a 2.11.b)Definicid)
0! = 1 ”sorbarendezés” lehetdségét allitja, ami ”hihetd” is: az elemekhez
hozza sem kell nytlnunk: ez valéban 1 lehet6ség(®) .

(ii) Legegyszeriibb a feladat megolddsat igy megérteni, hogy n (billidrd-
) golydra gondolunk, amik koziil k1 db 1 -szinil, ky db 2 -szinfi, s.i.t., és végiil
ko db s -szintl.

A golyok fizikailag mind kiilonbozoek, tehat a valésdgban ismét n! kiilon-
féle sorrend van, csak mi nem akarunk megkiilonboztetni sok fizikai sorrendet,
mondvéan: "minden sérga szint golyé egyforma”.

Példdul, ha egy (akarmilyen) sorbarendezésnél az 1 -szinfi golydkat egymas
kozott csereberélgetjiik (permutdljuk), ami k;! -féle sorrend, mi ezeket csak
egyetlen sorrendnek vagyunk hajlandéak tekinteni! Mint emlitettiik, ez a
"szemet hinydsunk” (vagyis kq! kilonféle fizikainak sorrendet azonosnak te-
kintiink) AKARMILYEN sorbarendezésnél ugyantigy k! kiilonféle sorrendet
tekint azonosnak. Vagyis az ¢sszes n! fizikai sorrendet csoportosithatjuk:
egy-egy csoportban az azonosnak latszé k! sorrend kertil.

Héany sorrendnek is szamoljuk tehdt az Osszes sorrendet (ha csak az
1 -tipusi golyckat nem kiilsnboztetjiik meg)? Ahdny csoportot az elébb

/. . !
képeztiink, azaz ik

1) Ez nem néz6pont kérdése, hanem tovabbi kombinatorikai sszefiiggéseink (kép-
leteink), pl. a (2.11) rekurziv sszefiiggés csak a 0! = 1 definicié esetén maradnak igazak
minden n € N természetes szamra, a Py = 1 definicid is ezzel van 6sszhangban, ami végiilis
szemléletiinket sem ”bantja”.
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Ha a 2 -tipusi golyékat sem kiilonboztetjiik meg egymés kozott, akkor
— a fenti gondolatmenethez hasonléan — az elébb készitett csoportokat
tovabb csoportosithatjuk nagyobb csoportokra, mindegyik nagyobb csoport
ko! el6bbi kisebb csoportot tartalmaz, vagyis mér csak #112, altalunk megkii-
lsnboztethetd (nagy) csoport van.

A fenti gondolatmenetet mindegyik tipusra elvégezve val6ban azt kapjuk,

hogy az altalunk megkiilonboztethetd sorrendek széma valéban (2.12). O

Az el6z6 éllitasban szerepld (2.12) kifejezés (is) més diszkrét matematikai
Osszefiiggések leirdsdban is el6fordul, ezért mds jelolésiik és elnevezésiik is
haszndlatos.

2.14. Definicié: Tetszoleges n, kq, ..., ks ,s € N természetes szamokra,
ki+..+ks=n, esetén a

n n!
e BT 2.1
<k1k> kil k) (2.13)

kifejezezést polinomidlis egyiitthaténak nevezzik. [

A polinomidlis egyiitthatok egyik alkalmazdsa a 2.36. Polinomidlis Tétel.

2.3.2. Variaciék, kombinacidk

Ismét latin eredetii szakkifejezésekkel taldlkoztunk. Eredetileg a varidcio
sz6 valtozatossagot, a kombindcio kivalasztéast, kivdlogatast, csoportositést
jelent, hétkoznapi haszndlatuk is ennek megfeleld. Felhivjuk azonban a figyel-
met, hogy az aldbbi definiciékban preciz jelentéseket rendeliink e szavakhoz,
vagyis e pillanattél kezdve feladatok, problémédk megolddséndal tartézkod-
junk a feleltlen ”a varidciok szama ...” és hasonlé megjegyzésektol, inkabb
haszndljuk ”a lehetoségek szama ...” széfordulatot.

Mind a varidciékat mind a kombindcidkat jelen alfejezetben egyszerre tar-
gyaljuk, mert nagyon sok hasonléség és a kapcsolat van kozottiik, sét konnyen
Ossze is keverhetok.

Mindkét probléma egy halmaz elemei koziil néhanyuk (6sszes lehetséges)
kivdlasztdsanak szamat kérdezi, bizonyos szempontok szerint. A szemléletes-
ség kedvéért tdrgyak kihizdsdt emlegetjiik, de természetesen bdarmely elvont
halmaz elemeinek kivdlasztdsdra is ugyanazok az osszefiiggések lesznek igazak.
E fejezetben feltehetjiik, hogy az alaphalmaz elemei kiilonbozdek, mert ha az
egyik tipusti elembdl tobb példényt szeretnénk feltételezni, akkor egyszeriien
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tegyliik vissza a kordbban kihiizott elemeket a kalapba, igy ismét kihtzhatjuk
Oket. Persze, a visszatevés el6tt megjegyezziik (vagy felirjuk) a kihizott ele-
mek fajtdjat, sorrendjét, szdmat és egyéb (szdmunkra) fontos adatait. Meg-
nyugtatjuk az Olvasét: az aldbbi definiciok elolvasdsa utéan érthetébb lesz a
fenti gondolatmenet (legalébbis reméljiik).

Alaposan figyeljiikk meg a variaciék és a kombindciok kozotti
hasonlésdgokat és kiilonbségeket, ezt készitjiik eléo az alabbi két
definiciéban!

2.15. Definicié: Legyen A egy tetszbleges halmaz.(®)

Visszatevéses mintavételnek nevezziik azt, ha a halmaz elemeit egyesé-
vel kivessziik, feljegyezziik, de minden kovetkez6 elem kihiizdsa elott az el6z6-
leg kihizott eleme(ke)t visszatessziik a halmazba.

Ha csak a halmaz elemeit hizzuk ki egyesével (persze csak amig lehet), és
az elozoleg kihiuzott elemeket nem tessziik vissza, akkor visszatevés nélkiili
mintavételrol beszélink. [

2.16. Definicié: Tetszoleges n,k € N természetes szamok esetén n
kiilonbozo elem halmazdbol k elem wvisszatevés nélkili mintavételeinek (ki-
hizdsainak) dsszes lehetséges szamdt n elem k -adrendii (ismétlés/vissza-
elemek kihizdsdnak sorrendje lényeges, és VX -el jeléljiik !

Ha a kihizds (mintavétel) visszatevéses, akkor ismétléses/ visszatevé-
ses varidciordl beszélink, vk lsm) o jelolyiik, és ismét a kihiuzott elemek
kihizdsdnak sorrendje lényeges! [J

2.17. Definicié: Ha a fenti definicioban a kihizott elemek kihizdsd-
nak sorrendje lényegtelen, akkor n elem k -adrendii (ismétlés/ vissza-
tevés nélkiili) vagy egyszertien csak kombindciéjardl beszéliink és CK
-val  jeloljik, illetve a masodik esetben ismétléses/visszatevéses kom-

bindciérsl van s26, amit Cx "™ el jelskink. O

Ismételten felhivjuk a figyelmet a wvaridcick és a kombindciok definiciéi
kozotti kiilonbségekre !

Angolul variation és combination az ismétlés nélkiili, mig generalized
variation és generalized combination az ismétléses varidcick/kombindcick el-
nevezése.

5) A halmaz definiciéja szerint elemei mind kiilonbézéek !
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2.18. Allitas: Tetszbleges n,k € N természetes szamok, k > 1 esetén n

elem k -adosztalyd ismétlés nélkili varidacioinak szima
Vi=n-n—-1)-...-(n—k+1) (2.14)

Bizonyitas: Lényegében itt is a 2.13.Allitds (ismétlés nélkiili permuté-
ciék) gondolatmenete mutatja meg a lehetéségek szamat.

Mivel a halmaz elemei, amelyeket egyesével és visszatevés nélkil hizunk
ki egymads utdn, mind kiilonbozoek, ezért az egyes kihtizasok alkalmaval az
egyes lehetéségek szédma rendre n , n-1 , n-2 ,... . Mivel a kihizott ele-
mek kihtizasi sorrendje (varidcié 1évén) lényeges, igy a 2.4.Allitas (permuts-
cidk) bizonyitdsdban leirtakhoz hasonléan belathatjuk, hogy ezen lehetéségek
szaméat dssze kell szoroznunk! De meddig ?

A legutolsé elem, a k -adik kihizdsakor éppen n — (k — 1) elem koziil
valaszthatunk, hiszen el6tte & — 1 elemet hiztunk ki (és persze eredetileg n
elemiink volt.) Ezzel éppen a (2.14) egyenléséget kaptuk, Q.E.D. O

Megjegyzések: Vigyazzunk a (2.14) kifejezés legutolsé szorzétényezdjére:
az nem (n — k) (amit persze megjegyezni knnyebb lenne), hanem

n—(k—=1)=n—-k+1 |,

hiszen, mint a bizonyitasban meggondoltuk: %&£ — 1 elemet vettiink ki a
legutolsé (k -adik) elem elétt. Ha pedig(®) gyorsabban kell a képletet eléven-
niink mint a fenti bizonyitdst meg tudjuk gondolni, akkor csak a kovetkezd
"versikét” motyogjuk el: 7 k targyat = k szorzétényezd”.

Erdemes kiilon meggondolnunk a k > n és a k = 0 eseteket is (a tobbi
esetet a bizonyitdsban meggondoltuk) . k£ > n esetben mind a (2.14) kifejezés
(képlet), mind szemléletiink is V* = 0 -4t ad. Ugyanis a (2.14) kifejezésben
k > n esetén szerepel az n — n = 0 szorzétényezd, mig hétkdznapi (és mate-
matikai) tapasztalatunk szerint tébbet egyetlen halmazbdl sem lehet kivenni
mint amennyi eleme eredetileg benne volt, ha ismétlés nélkili mintavételrol
van szo.

A k = 0 esetben hozza sem kell nyilnunk a halmaz elemeihez, ez egyetlen
lehet6ség. A (2.14) kifejezés is ugyanezt az eredményt adja, hiszen, ha a
szorzat tagjai n -t6l csokkennek n + 1 -ig, akkor egyetlen tagja sincs a (2.14)
-beli szorzatnak, ami pedig megdllapodds (definici6) szerint := 1 .

Vagyis a (2.14) osszefiiggésben k € N tetszoleges termeészetes szam lehet!

6) de csak a gyengébbek kedvéért!
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2.19. Allitas: Tetszbleges n,k € N természetes szamok esetén n elem k
-ad osztdlyu ismétléses varidcioinak szdma

Yk Gsm) — pk (2.15)

Bizonyitds: Mint az el6z6 bizonyitdsban is, az egyes elemek kihiiza-

sainak lehetséges szamat kell meghataroznunk és egyszertien csak 6sszeszoroz-

nunk, hiszen a (kihizott) elemek kihizdsi sorrendje megint lényeges. Mér-

pedig most, mivel visszatessziik mindegyik kihiizott elemet, a soron kévetkezo

mindegyik elem kihtizdasdra mindig ugyanannyi, n lehetoségiink van, azaz az
Osszes lehetOségek szdma most valéban n, amit bizonyitanunk kellett. [

Megjegyezziik, hogy a most bizonyitott Allitdsban szerepld (2.15) kife-
jezésben k € N tetszoleges természetes szam lehet, akdr £ > n vagy akdr
E=0. Ak > n esettel felesleges foglalkoznunk, hiszen (a visszatevések mi-
att) akdrmeddig folytathatjuk a mintavételezést! k& = 0 esetén pedig a (2.15)
képlet ismét 0 -val egyenld, mig a gyakorlatban is ez azt jelenti, hogy hozza
sem kell kezdeniink az elemek kivédlasztasahoz.

2.20. Allitas: Tetszbleges n, k € N természetes szimok esetén n elem k
-ad osztdlyu ismétlés nélkiili kombindcidinak szima

n-(n—1)-..-(n—k+1)

ko
Cn = k!

(2.16)

Bizonyitas: Idézziik csak fel, mi is a kiilonbség a kombindcidk és a vari-
aciok kozott? A kivdlasztott (kihtzott) elemek csak maguk érdekesek, vagy
az is, hogy milyen sorrendben lettek kivélasztva!

Mivel a 2.18.Allitdsban sem tettiik vissza a mdr kivdlasztott elemeket,
akarcsak a jelen Allitasunkban, prébéljuk meg a (2.14) eredményt mostani
feladatunkhoz felhasznélni. Tovabba, a kivdlasztott elemek mind ktilon-
bozoek, hiszen mindig djat huztunk, és az eredeti halmaz elemei is mind
kiilonbozoek voltak.

Tekintsiink egy lehetOséget, azaz a kivilasztott elemek egy halmazét.
Ha a kombinécié szemszogébodl nézziik, akkor ez valéban halmaz, hiszen a
(kivélasztott) elemek sorrendje lényegtelen, vagyis egy lehetdség, mig a va-
ridcio szemszogébol nézve ez tobbféleképpen, tobbféle sorrendben volt lehet-
séges, a kihizott elemek kihizasi sorrendjei tekintetében, vagyis P, = k!
-féleképpen.
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Vagyis a kombindcié minden megszdmldlandé kivélasztdsdhoz a (2.14)
varidcié k! lehet6sége tartozik, rdaddsul kiilonb6zo kivdlasztasokhoz a leheto-
ségek kiilonboz6 (diszjunkt) részhalmazai, ami alapjén

Vk

k_ 'n

O =
majd a (2.14) osszefiiggés miatt

n-n—1)-..-(n—k+1)

k _
Co = k!

amit bizonyitanunk kellett, Q.E.D. [

Az ismétlés nélkiili kombindcidkra elterjedtebb az aldbbi jelolés, a jegyzet
hétralevo részében mi ezt hasznaljuk.

2.21. Definici6é: Tetszoleges n,k € N természetes szamok esetén
bevezetyiik a kovetkezo jeldlést:

<Z> - n-(n—l)m].{;!-(n—k—i—l) (2.17)

amit binomialis egyiitthaténak neveziink és ”"n alatt k” -nak(") olvasunk.0

2.22. Megjegyzések: (i) Ugyeljiink a kombindcidk kétféle jelolésének
frasmodjdra: n és k forditott elhelyzésben van: CF = (Z) !

A kerek (Z) zéardjeles jelolésnél nincs tortvonal, a szamelméletben haszndla-
tos (%) Legendre-szimbdlum -mal ne tévessziik tssze!

(ii) A 2.20.Allitdasban bizonyitott (2.16) dsszefiiggést sokszor gy alkal-
mazzuk, hogy a kivilasztando6 elemeket nem egyesével, egymads utan vessziik
ki az alaphalmazbdl (és uténa feledkeziink el a kihtizasuk sorrendjérél®)),
hanem egyszeriien egyszerre markoljuk meg és vessziik ki 6ket (in. ”merito-
kandl” -mdédszer).

(iii) A binomidlis egytitthat6knal (ismétlés nélkili kombindcioknal) a k
és n paraméterek ismét tetszoleges természetes szdamok: n = 0 , k = 0
vagy k > n esetén mind a képlet mind ”gyakorlati” feladatunk (azaz elemek
kihizdsa) is 0 eredményt ad !

7 s < . 2 » o 2 2 » L
) Vigyazat: angolul nover k7 =%  ¢és n choose k7 = (Z) .

8) mint a hagyoményos ”90 -es” lotté sorsoldsakor is a kihtizds utan &llitjsk ”emelkedd
szamsorrendbe” a kihtizott szémokat



2.3. PERMUTACIOK, VARIACIOK, KOMBINACIOK 17

(iv) A binomidlis egyiitthatok (2.17) definicijaban szerepld képletét tobb-
féleképpen is kiszamolhatjuk, mint példaul

(Z) - #‘_W (2.18)

n\ _n n—1 n—k+1
k)]  k k—1 " 1

és még sok mas moédon is, e képletek azonossdgat minden Olvasé konnyen
beldthatja (HF). A 3.2. ”Binomialis egyiitthatdék tulajdonsdgai” c. alfejezet
elején részletesebben foglalkozunk ezzel a kérdéssel is.

(v) A "binomiélis” és ”polinomidlis” elnevezésekbdl?) valamely kapcso-
latot sejtiink a binomidlis és polinomidlis egyiitthatok kozott. Jol érezziik:
az aldbbi 2.25.Allitasban megmutatjuk, hogy az s = 2 speciélis esetben (két-
féle, de sok elemet kell sorbarendezniink) éppen a binomidlis egyiitthatékat
kapjuk. A megegyezés anndl is érdekesebb, mert a binomidlis egyiitthatokkal
a kombindcicknal (elemek kivalasztdsanal), mig a polinomidlis egyiitthatokkal
a permutdciokndl (elemek sorbarendezésénél) taldlkoztunk. A kovetkezd fe-
jezetben ismertetjiik Newton ”binomidlis” tételét és a ”Polinomidlis” tételt,
melyek még jobban ravilagitanak e két mennyiség kapcsolatara. Hasznélatos
még az s = 3 esetben a trinomidlis egyiitthaté elnevezés is.

vagy

2.23. Tétel: Tetszoleges n, k € N természetes szamok esetén n elem k
-ad osztdalyu ismétléses kombindcidinak szdma

| ko1
O tism) _ <” ‘;_ 1 ) (2.19)

Bizonyitds: Itt sajnos nem hasznalhatjuk fel a varidcidkndl (akar is-
métléses akdr ismétlés nélkiili) igazolt Osszefiiggéseket, mert hidba tudjuk
megszamolni az egyes (bizonyos ismétlédéssel) kihizott elemek kihtizdsi sor-
rendjeinek szamdt, az ismétléses permutdacioknal megismertek szerint: az
egyes sorrendek szama kiilonbozo! | az ismétlodo elemek fajtaitol és szamatol
fiiggben!

A kovetkezd otlettel (”jegyzetlapok”) azonban célhoz érhetiink: mivel n
kiilonb6z6 elem koziil vdlasztunk ki néhanyat, de csak a kihizottak milyen-
sége és nem sorrendje a lényeg, vegyiink elé a hizdsok megkezdése elétt n

9) bi nom = két tag, tri nom = harom tag, poli nom = sok tag (gorogiil)



18 FEJEZET 2. KOMBINATORIKA ELEMEI

jegyzetlapot, az n kihtizhat6 elem mindegyike szdméra egyet-egyet, és a hiizas
folyamédn minden egyes kihtizott elemnél, visszatevése el6tt, hizzunk egysze-
riien egy vonalkdt (striguldt!?)) a megfelelé papirlapra. Most mér csak az a
kérdés, hogy “hdnyféleképpen hizhatunk k vonalat n papirlapra ¢ 7

Mér a fenti gondolatmenetben is a 2.4. pontban jelzett I1.Md6dszert (”bi-
jekciok”) hasznaltuk: elemek kilizésa és rendezgetése helyett papirlapra iro-
gattunk vonalkdkat, és mivel e két halmaznak: elemek visszatevéses de sor-
rend nélkiili mintavételeinek halmaza és a papirlapokra irt vonalka - soroza-
tok halmazanak ugyanannyi eleme van (ijabb HF!), elegend ez utébbi hal-
maz elemeit Osszeszamolnunk!

Ez ut6ébbi probléménkon pedig ismét egy atfogalmazéssal (bijekcio) segit-
hetiink. Hidba raktuk ugyanis sorba az n papirlapot, a rajtuk levo striguldk
sorozata Osszemoséddna, ha a papirlapok (pontosabban a rajtuk levé vonal-
kak) kozé nem rakndnk valami elvdlaszté jelet, mondjuk egy-egy 0 szémje-
gyet. Hat rakjunk, sszesen n — 1 -et!

Igy a kovetkezd tjabb feladathoz jutunk:

” Hany olyan, n+k—1 hosszi, 0 és 1 jelekbdl allo (bindris) jelsorozatunk
van, amelyben n — 1 szdma 0 és k darab 1 jel van ? 7

Természetesen elébb meg kell gondolnunk, hogy a két halmaznak (vonalak
a papirlapokon és a fenti jelsorozatok) ugyanannyi eleme van (djabb HF.) !

Ez pedig mar gyerekjaték, pontosabban ismétlés nélkili kombinécié,hiszen
n+k—1 kiilonb6z6 elem (a jelek pozicidi, a helyiértékek) koziil kell kivalaszta-
nunk n—1 -et, a 0 jelek helyeit, méghozza kivilasztdsuk sorrendje 1ényegtelen,
ez pedig valéban ismétlés nélkiili kombinacio! A 0 jelek véalasztjak el az egyes
papirlapokat. Igy, a 2.20. Allitas alapjdn a lehet6ségek szdma valéban

- B n+k—1
Chlism) — grl = ( o ) . O (2.20)

2.24. Megjegyzések: (i) A fenti bizonyitds végén pozicickbdl (helyiér-
tékekbdl) valasztottunk ki néhanyat, azaz, mint mér kezdettél fogva hangsu-
lyoztuk, legtobbszor nem valédi targyakbol hanem elvontabb elemek koziil
kell kivalasztanunk néhanyat.

(ii) Vegyiik észre, hogy a most megvizsgalt ismétléses kombindcioknal az
n és k paraméterek tetszoleges természetes szdmok lehetnek: mind a (2.19)

10) kis vonal, pipa (német)
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kifejezés (képlet) mind a gyakorlati probléma (huzogatdsok) értelmezhetok,
és a fenti bizonyitds is érvényes.

(iii) Nehéz megjegyezni a (2.19) kifejezésben a betiik pontos helyét és
szamat, foleg ha megemlitjiik az aldbbi alternativat:

(”Zﬁ;1>:("+:_1). (2.21)

Ezt barki konnyen pér perc alatt igazolhatja a (2.18) képlet alapjén (djabb
HF!), bar a ”Binomialis egyiitthaték tulajdonsagai” alfejezet 2.29.(iii) Al-
litdsdban részletesen foglalkozunk a binomidlis egyiitthaték fenti és hasonlé
tulajdonsdgaival.

Visszatérve a (2.19) képlet memorizalasara, sajit tapasztalatunk alapjan
csak egy médszert ajanlhatunk: a bizonyitds fejben (pillanatok alatti) ” végig-
porgetését” .

Mar emlitettiik, hogy a kiilonb6z6 permutécidk, varidciok és kombind-
ciok kozott szoros kapcesolat van. Két egyszeriibb Osszefiiggés igazoldsaval
zarjuk alfejezetiinket, tovabbi Osszefiiggéseket és tulajdonsdagkat taldlhatunk
a kovetkezo alfejezetben.

2.25. Allitas: Tetszbleges n,k € N természetes szamok esetén

Vi =P,
és
0711{ _ Pf,nfk (ism)

(Z> - (k,nn— k)

Bizonyitas: Mint minden kombinatorikai osszefiiggést, a fentieket is bi-
zonyithatjuk mind kombinatorikai okoskodéssal, mind a képletek alakitdsa-
val. Most az egyszer utoljara mind a két mdodszert részletesen ismertetjiik.

V" nem mds, mint n elemet a halmazbdl egyesével kihizunk és a sor-
rendet is feljegyezziik, mondjuk tgy, hogy a kihizés sorrendjében sorban
lerakjuk oket. Ez pedig mindig egy sorbarendezés azaz permutacio, rdadédsul
P, , hiszen mind az n kiilonb6z6 elemet minden lehetséges médon ki kell
vélasztani azaz sorbarendezni.

A képletek alapjan pedig

ami képletben
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Vi=n-(n—1)-..-(n—n+1)=nl=P,

Ck s PE"FU™ mindketten k > n esetén 0 értéket adnak, vagyis
azonosak. (Algebrai bizonyitas vége.)

Legyen tehat 0 < k < n rogzitett. Pr™ % ™) kombinatorikailag azt je-
lenti, hogy kétféle elemiink van, k illetve n — k példdnyban, azaz dsszesen n
elem, amiket sorba kell raknunk (persze az Osszes lehetséges médon). Egy
sorbarendezést pedig ugy is elkészithetiink, hogy el6szor az egyik tipusi ele-
mek helyeit (poziciéit) valasztjuk ki, a kivdlasztds sorrendje lényegtelen mert
mindegyik elsé tipusi elemet azonosnak tekintiink, majd végiill a maradék
madsodik tipusi elemeket egyszeriien csak letessziik az iires helyekre. Maér-
pedig, amikor az elsd tipusi elemek helyeit valasztjuk ki, n kiilonbozo elem
(helyek, pozicick) koziil kell k -t kivalasztanunk, ismétlés nélkiil és a helyek
kivdlasztdasanak sorrendje sem lényeges. Ez pedig éppen egy ismétlés nélkiili
kombindcié, pontosabban C* . (Kombinatorikai bizonyitds vége.)

A képletek alapjdn egyszerii az egyenldség igazoldsa: a (2.13) és (2.18)
Osszefiiggések alapjan

k n n! n k,n—k (ism)
= = - = = _P ’
Cn <k’) k- (n—k)! (k, n— k:> "

amit bizonyitanunk kellett, Q.E.D. [

A fenti bizonyitds alapjén az az érzésiink tamadhat, hogy képletekkel
sokkal egyszeriibb barmilyen osszefiiggést bebizonyitanunk, a kombinatorikai
okoskodds sokkal megeroltetobb. Hidba ismételgetnénk, hogy a kombina-
torika sem a képletek alakitgatdsdnak tudomdnya. Meggy6zobb inkdbb, ha
példaul a 2.2. Feladatot ajanljuk az Olvasé figyelmébe, vagy tobbek kozott a
szerz6 [SzI) 97] feladatgytijteményének 7.11, 7.24, 7.25, 7.27, 7.30, 8.6, 8.7,
8.14, 8.20, 8.21, 8.31 vagy 8.37 feladatait.

2.4. A binomialis egyiitthatok tulajdonsagai

Mint az el6z6 fejezetben lattuk, definicié szerint az (Z) binomidlis egytitt-
haték kombinatorikailag csak 1 < k < n esetén értelmezhetdk. A (2.17) for-
mula alapjan azonban tetszoleges k,n € N természetes szamokra értelmezhe-
tok (csak megismételjiik a (2.17) definiciét):

2.26. Definicié: Tetszoleges k,n € N természetes szamok esetén legyen



2.4. A BINOMIALIS EGYUTTHATOK TULAJDONSAGAI 21

(n) =D —k+1)

. o (2.22)

Konnyen belathato, hogy a fenti kifejezés valéban tetszoleges k,n € N
természetes szamokra értelmezhetd, és 0 < k < n esetén megegyezik a (2.16)
és a (2.18) formulakkal:

2.27. Allitas: Tetszbleges k,n € N természetes szamok, 0 < k < n

esetén fenndll az
n n!
=— 2.2
(k) k- (n—k)! (2:23)

azonossdg. (Emlékeztetiink arra, hogy 0! =1.) O

Megjegyzések: Bar elméleti szamitasoknal dltaldban a (2.23) formula
kényelmesebb, nagy szdmok esetén azonban gyakran a benne szerepld fak-
toridlisok mar el sem férnek a szdmolégépen (70! =~ 1,198 - 1019 vagy gon-
doljunk csak Stirling (2.28) tételére), igy csak a (2.22) képlet a kivitelezhetd.

Példaul a lottéhtizasban szereplod (950) értéke nem szamolhaté ki a =22 mé-

51.85!
don, mig a %ﬁfg'% formula kiszamitdsa mésodpercekbe sem telik.
Még nagyobb szémokra még a (2.23) formuldt is 6vatosan kell alkalmazni.

a1d 4 200\ __ 200-199-...-101 PPN, ., .
Példaul a (100) = S5 a5 szadmitdsi modszer sem jarhato t, de a

(200) 200 199 101

100/ — 100 99 1

atalakitdssal konnyedén célhoz érhetiink: (fgg) ~ 9,05 10%.

2.28. Feladat: Becstiljiik meg a (2.28) Sirling formula segitségével (Z)
értékét nagy n és k esetén! 0O

Az alabbiakban felsoroljuk a binomiédlis egyiitthatok legfontosabb tulaj-
donsdgait. A legtobb azonossdg igazolhaté akar kombinatorikai megfontola-
sokkal, akar a (2.22) vagy (2.23) képletek segitségével. Ahol lehetséges, mi
a kombinatorikai gondolatmeneteket részesitjiik elonyben, de javasoljuk az
Olvasénak a (2.22) és (2.23) képletek alapjan a szamitdsos ”ellendrzést” is!

Hangsilyozzuk, hogy mi csak néhdny elemi azonossdgot ismertetiink,
Gould 1972-ben megjelent konyvében félezer azonossdg taldlhaté, a lista
azota tobbszorosére novekedett. Sok érdekes azonossag taldlhaté még szinte
minden kombinatorikai kényvben.
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2.29. Allitas: Tetszbleges k,n € N természetes szamok esetén igazak az
aldabbi dsszefiiggések:
n n
= =1 i
(0) - ()~ 0

(1) = (5) = 2
(1) = (2 g

(Z) - ha k>n (iv)

Bizonyitas: (i) n elembdl 0 elem kivalasztdsa: hozzd sem nytlunk a
halmazhoz. n elem kivilasztdsa: az Osszeset ki kell venniink Mind a két
alkalommal a lehetoségek szédma 1 .

(ii) n elembdl 1 elem kivalasztasa: valamelyiket kell kivenniink, ez n
lehet6ség. n — 1 elem kivédlasztdsa: pontosan egyiket, valamelyiket kell bennt
hagynunk, ez is n lehetoség.

(iii) n elembdl n—Fk elem kivélasztdsa pontosan azt jelenti, hogy kivélaszt-
juk azt a k elemet, amit a halmazban bennthagyunk, vagyis a tobbi k elemet
tessziik ki a kalapbdl.

A (iii) tulajdonsdgot szokds szimmetria - tulajdonsag -nak is nevezni.

(iv) n elemb6l semmiképpen sem tudunk tobbet kivélasztani (visszatevés
nélkiil) mint amennyien vannak. [

2.30. Allitas: Tetszbleges k,n € N természetes szamok esetén igaz a

kovetkezo Osszefiliggés:
n n n+1
= 2.24
(620) ()= (") 220

Bizonyitas: n régi és +1 1j elembdl k elemet kivdlasztani lehet gy is,
hogy az 1ij elemet is kivdlasztottuk, vagyis méar csak k£ — 1 elem kivalasztasdn
kell gondolkoznunk, ami ( " ) lehetoség, vagy pedig mindegyik kivilasztandé

elem régi, ami pedig ( ) lehet6ség. [J

A fenti azonossdg az alapja az un. Pascal-hdaromszognek, amikor a bi-
nomidlis egyiitthatékat haromszog alakban rendezziik el, szemléltetés céljabol:

(o)
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azaz

A 229, Allitas (i) osszefiiggése szerint mindegyik sor széls6 elemei 1
-ek, tovabbd a (2.24) Osszefiiggés szerint mindegyik elem a ”felette” (balra
és jobbra) levt elemek osszege, igy a Pascal hdromszog akdrmeddig kony-
nyen folytathaté. (A Pascal hdromszog a ” Négyjegytl fiiggvénytablazatok” c.
kozépiskolai segédkonyvben is megtaldlhaté a 14.B. tabldzatban.)

A binomiilis egyiitthatok eddigi és tovabbi tételei is szemléltethetdek a
Pascal hiaromszog soraiban, dtléiban stb., ezek vizsgdlatdra mi most nem
tériink ki.

2.31. Allitas (”Vandermode-konvoltcié”): Tetszbleges k,¢,n € N ter-
mészetes szamok esetén igaz a kiovetkezo 6sszefliggés:

> ()= o

Bizonyitds: Hasonlit a (2.24) sszefiiggés bizonyitasahoz.
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Az n+/ elem koziil n elem Jéska tulajdona mig ¢ Marié. Ha k elemet kell
toliik kolesonkérniink, akkor valamennyit, mondjuk ¢ -t Jéskatél, mig k —7 -t
Maritol kapunk, kiilon-kiilon ez (7;) ill. (ki) -féle lehettség rogzitett i ese-
tén. Mivel egymadstdl fiiggetleniil kapunk toliik, ezért kell e két mennyiséget
Osszeszorozni, és mivel kiilonboz6 ¢ -kre ezek mds-més esetek, ezért lehet
osszeadni. (Lasd még az ”Osszeszamldlds két alapmoédszerét” a 2. fejezet
2.2. pontjdban.) O

A most bizonyitott Osszefiiggés valéban a (2.24) altaldnositdsa, hiszen
¢ =1 véalasztassal az 6sszegnek csak két tagja van: ¢ =0és 1.

2.32. Allitas: Tetszoleges k,n € N természetes szimok esetén igaz a
kovetkezo Osszefiliggés:

W ()@= e

Bizonyitas: Hanyféleképpen lehet az 1,2, ..., n+1 szdmok koziil £+ 1 -et
kivdlasztani? Szdamoljuk kiilon azon esetek szerint, amikor is a legnagyobb
kivalasztott szam k + 1 (kisebb nem lehet), k +2 , ... vagy n + 1 . Ekkor a
maradék k szdamot a legnagyobb szam alatt lehet kivdlasztani, rendre a k |,
k41, .. ,n szamok koziil, ami pedig rendre (Z) , (k;gl) Y e (Z) lehetOség.
Az 6sszeszémolt lehetdségek mind kiilonbozoek. [

Felhivjuk a figyelmet, hogy a fenti ¢sszeg

zn: (z) B (n + 1)

— \k kE+1
alakban is frhat6, hiszen a 3.9.(iv) osszefiiggés alapjan i < k esetén az
osszeadandé tagok mind 0 -ak !

Mint emlitettiik, a binomidlis egyiitthatékra vonatkozé Gsszefiiggések az
egyiitthatok (2.17) vagy (2.18) képlete alapjdn szamol4ssal is igazolhatok. A
fenti (2.26) osszefiiggés példaul a (2.24) alapjan is igazolhatd, n -re vonatkozo
teljes indukciéval.

2.33. Allitas: Tetszbleges n € N természetes szam esetén az (7;) bi-
nomidlis egyiitthatok 0 < i < ng esetén szigorian monoton novekednek mig
(%W <1 < n esetén szigorian monoton csokkennek.
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Bizonyitds: A trividlis

Osszefiiggés alapjdn az éllitds konnyen belathats. [

Megjegyezziik, hogy a 3.9. Allitas (iii) osszefiiggése szerint elegendd
csak a jelen &llitas egyik felét igazolni. Vagyis az (’Z) egyiitthatok (rogzitett n
esetén) a sorozat kdzepéig monoton nének, majd szimmetrikusan csokkennek.
Emlékeztetiink arra, hogy a sorozat két szélén (g) = (Z) =1¢és (71‘) = (n’_ll) =
n &ll, mig a kozepén elhelyezkedd legnagyobb elem, <n72) értéke az elozo

fejezetben megismert (2.28) Stirling- formula alapjan

5 =
5 - 2mn

2.5. Binomidlis és polinomialis tételek

Kozismert az (a + b)? = a® + 2ab + b* képlet, vagyis tetsz6leges kéttagui
(binom) osszeget (majdnem!) "tagonként” tudunk hatvanyozni. Természete-
sen a és b tetszOleges valds vagy komplex szamok, esetleg kvaternick'!) | vagy
akdr polinomok, tetszoleges fiiggvények stb. is lehetnek. Hasonléan konnyt{i
tobb tagt Gsszeget (polinom('?)) is magasabb hatvanyra emelni. (Az egysze-
riiség miatt mi csak komplex szamokkal foglalkozunk.)

Kezdjiik a binomidlis tétellel.

2.34. Tétel: (Newton('*) binomidlis tétele) Tetszoleges a,b € C komplex
szamok és n € N természetes szdam esetén

(a+b)" = Xn: (7;) Al (2.27)

=0

1) a kvaternick szamteste Q = {a + bi + cj + dk : a,b,c,d € R} ahol % =j2=k>=
—1 és ij=—ji=k, jk=—kj=1, ki=—ik=j, és természetesen C CQ.

12) g5r6g széosszetételek, sz6 szerinti forditdasban bi nom = két tag, tri nom = hdrom
tag, poli nom = sok tag

13) Tsaac Newton (1643-1727) kozismert angol matematikus és fizikus
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Bizonyitas: A tételt dltaldban n -re vonatkozo indukciéval szokas bi-
zonyitani, a 3.10. Allitds (2.24) osszefiiggése alapjan. (Javasoljuk az Olvasé-
nak gyakorldsképpen azt a bizonyitast is d&tgondolni.) Mi inkdbb egy kozvetlen
szamoldsi médszert vdlasztottunk, ami egyrészt a tétel felfedezésének élményét
is adja, mdsrészt a kombinatorikai fogalmakkal valé kapcsolatat is jobban
felfedi. Szamoljuk ki tehdt a hatvanyt a definicié alapjdn (n-tagu szorzat):

(a+b)"=(a+b)-(a+b)-...-(a+D) .

Persze minden tagot mindegyikkel megszorzunk. De nem el6szor csak az
els6 két zardjelet, majd a szorzatot a harmadik zdaréjellel szorozzuk be és
igy tovdbb! Hanem az n zéréjelet egyszerre: mindegyik zaréjelbdl minden
lehetséges médon kivesziink vagy a -t vagy b -t, és ezeket a tagokat szoroz-
zuk Ossze egymdssal (vagyis valéban a'b"" alaki tagokat kapunk minden
lehetséges 0 < i < n értékre), és persze a végén az azonos hatvanyokat
osszegylijtjiik egy > -ba.

Hényféleképpen kaphatunk a’b"~* alaki szorzatokat rogzitett i esetén?
Vagyis az adott n zardjel koziil kell ¢ -bdl az a tagot kivdlasztanunk, és a
maradék n — ¢ zaréjelbdl vélasztunk ki b tagot. (Vagyis tényleg 0 < i < n.)
Miérpedig tudjuk, hogy n kiilonbozo6 ” valami” koziil i -t kivdlasztani pontosan
(") -féleképpen lehet. O

Newton (és téle fiiggetleniil Bolyai Jénos is) altaldnositotta a fenti ered-
ményt tetszoleges a € R kitevore.

A 3.1. Tétel egy érdekes viltozata az aldbbi, amely viszont teljes induk-
ciéval igazolhat6 konyebben (ezt is javasoljuk az Olvasénak atgondolni.)

2.35. Tétel: (Newton) Tetszbleges n természetes szamra és f,g: R — R,
x -ben n -szer differencidlhato fiigguényekre teljestil:

(f(SC)'g(:v))("):Z(@)'f(:c)(”-g(@(”") -

- (3
=0

Lassuk a tobbtagiak hatvanyait:

2.36. Tétel: (Polinomidlis tétel) Tetszdleges ay,...,as € C komplex
szdmok és s,n € N természetes szamok esetén fenndll az

@+ +ay= Y (kl " k) R

0<kq,....,ks<n
k1+...+ks=n
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osszefiiggés.

Mint az el6z6 alfejezetben lattuk, s = 2 esetén az (k:k2) = (kl,:*kl)
polinomiélis egyiitthaté éppen az (,?1 ) binomidlis egyiitthatéval egyezik meg,
vagyis tényleg a 3.1. Tétel altaldnositdsdrdl van szé. Az altalunk adott
bizonyitds is ennek megfeleléen hasonlé a 3.1. Tétel bizonyitdsdhoz: ismét

nem teljes indukciét, hanem csak a hatvianyozds definicidjét hasznéljuk.

Bizonyitds: Szamoljuk ki a hatvinyt a tanult médon, amint a 2.34.Tétel
bizonyitdsédban is tettiik (n -tagd szorzat):

(a1 + ... +as)" = (a1 + ... +as) - (a1 + ... + as) - .. - (@1 + ... +ay) .

Minden tagot mindegyikkel megszorzunk,mégpedig az n zardjelbol egy-
szerre: mindegyik zardjelbél minden lehetséges médon kivessziik valamelyik
a; -t, és ezeket a tagokat szorozzuk 6ssze egymaéssal. Vagyis valéban a’fl w..eaks
alaki tagokat kapunk ahol 0 <ky,....ks<nésk;+..+ks=n. A végén
az azonos hatvanyokat Osszegyiijtjiik egy > -ba, amihez mar csak azt kell
meggondolnunk, hogy hényféleképpen kaphatunk alfl ...-aks alaku szorzatokat
rogzitett, fenti tulajdonsdgu kq, ..., ks kitevok esetén?

Az adott n zaréjel koziil kell tehdt ky -bol az a; tagot kivdlasztanunk,
ko -bol az as -0t, és igy tovdbb, és a maradék kg zardjelbdl az ag tagot.
(Persze k; = 0 vagy k; = n is lehetséges, de ismételjik: k1 + ... + ks = n ,
és most a ki, ..., ks kitevok rogzitettek.) E feladathoz legegyszeriibb, ha n
zsetont elovesziink, ezek koziil ki -re a; -et frunk, ks -re as -6t, és igy tovdbb,
a maradék k, zsetonra pedig a, -et. Sorbarakjuk a zsetonokat a zardjelek
ald, és mindegyik zardjelbdl azt az a; szamot valasztjuk ki, amely a zsetonra
van frva. Maérpedig e zsetonok sorbarakdsa ismétléses permutécié. Igy a
lehetoségek szama a tanultak szerint éppen az (klnk) kifejezés, amit most
mar joggal hivhatunk polinomidlis egyiitthatonak. U

Specidlis esetként mér taldlkoztunk a binomidlis (s = 2) egyiitthatokkal
(ellendrizziik!), haszndlatos még a s = 3 esetén a trinomidlis egyiitthato
elnevezés is.

2.6. Binomidlis egyiitthaték Osszegei

Mar a binomidlis és polinomidlis tételekbdl is egyszerfien nyerhetiink
fontos Osszefiiggéseket:
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2.37. Tétel: Tetszoleges n € N természetes szam esetén

()

no (—1) - (:‘) =0. (ii)

Bizonyitas: Newton (2.27) binomialis tétele alapjan kapjuk, hogy

arar=3 (1) v

=0

illetve

== (7)o

=0
valamint hasznéljuk fel az 1 +1 =2 és az 1 — 1 = 0 osszefiiggéseket is. [

Miés széval, ha a Pascal haromszog (barmelyik) sordban osszeadjuk az
elemeket, 2 megfelelé hatvanydt kapjuk, illetve a tagokat viltakozoé eldjellel
osszadva 0 -d4t kapunk. Péaros n esetén ez azonnal kovetkezik a binomidlis
egyiitthatok 3.9.Allit4s (iii) -ben ismertetett szimmetria tulajdonsdgabél, de
péaratlan n -re ez mar nem olyan nyilvanvalé.

A fenti eredményt ismét lehetne teljes indukciéval is igazolni.

(i) kombinatorikai igazoldsa a véges mennyiségek kozotti jobb eligazodést
is segiti, ezért érdemes vele is megismerkedni:

(i) kombinatorikai bizonyitasa: Hény részhalmaza van egy n -elemii
halmaznak? Persze pontosan 2" de részletesebben: vannak 0,1,....7,...,n
elemii részhalmazok, melyekbdl rendre (”), (”), s (@), s (Z) van. Egyazon

0 1 7
mennyiséget kétféleképpen szdmolva ugyanaz (éltaldban) az eredmény, vagyis

2n =" ("), amint allitottuk. O

A 3.12. Tétel (2.26) dsszefiiggésében a () binomialis egyiitthatsk ”felss”
tagja szerint, mig jelen Tételben az alsé tagok szerint tortént az osszegezés.

Tovabbi egyenldségeket nyerhetiink, ha az analizis fegyvereit is bevetjiik.
Ismételjiik: a bizonyitdsban ismertetett médszer az, amit elsésorban az Olvasé
figyelmébe ajdnlunk!
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2.38. Tétel: Tetszoleges n € N természetes szam esetén

iz (ZL) =n-2"" (i)

és

y 2 (i

—~ i Cn+17

Bizonyitas: Megint Newton binomidlis tételébol indulunk ki, de honnan
eredhetnek az i szorzé- ill. osztétényezok? Az a fliggvények derivdldsdbol
ill. integraldsdbol! Ezért, mivel n rogzitett, tekinthetjiik az

f@) = (1+2)" = ZO <n) "

fiiggvényt ahol x € [0,1], és most kivételesen legyen 0° = 1. Ekkor az
egyenloség mindhdrom oldalat derivalva ill. integralva kapjuk, hogy

Pl =n- ey =) <") o

/ f( ) (1 4 m)n—f—l -1 n (77,) zi-ﬁ-l
xTr) = = .
0 n + 1 0 1 i+l

(az egyértelmfiiség miatt vettiink O-ban eltiing integrélt). A fenti egyenlt-
ségekbe x helyére 1-et helyettesitve kapjuk a bizonyitandé 6sszefiiggéseket.[]

és

Tovabbi azonossdgok felfedezéséhez tekinthetjiik még a

g(x) = (1 —xz)"
fiiggvényt is, komplex szamokat is alkalmazhatunk, tovabbi ttleteket taldlunk

meég az [SzI, 97| feladatgy(ijteményben is.

2.7. A Stirling formula

Miar eddig is gyakran kellett alkalmaznunk képleteinkben az n! meny-
nyiséget, s6t a binomidlis egyiitthaték ”f6 alkotérészének” is tekinthetjiik.
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Ezért is hasznos szémunkra a J.Stirling altal felfedezett aldabbi kozelitod for-
mula, mely n! nagysdgrendjét nagyon is pontosan adja meg:

2.39. Tétel (J.Stirling!'") ”- formula”): Elég nagy*® n € N természetes
s$zam esetén

nl & (ﬁ)n V2 (2.28)
e

sot kicsit pontosabban

(@y 2 - eTwmE <l < (@)" omn-em . O (2.29)

e e

Mi elsésorban a binomidlis egyiitthatok, (Z) és (n;Lz) értékének, valamint
O(2") és O(n!) futdsidejii algoritmusok dsszehasonlitdsdra hasznaljuk a fenti
formulakat.

2.8. Nagyméretii feladatok

A kombinatorikdban a kisméret?, (parmilli6 alatti) végeredmények a meg-
lep6ek, most néhédny szemléletes példat sorolunk fel a nagysagrendek érzékel-
tetésére. A feladatok megolddsa és elemzése a jegyzet végén talalhato.

2.40. Példa Egy n -jegyti N szdm primtényezos felbontdsat keressiik.
Egy tanult médszer: a pératlan szdmokat probaljuk ki v/ N -ig. Hany osztdst
kell elvégezniink?

a) Ez mennyi id6 lenne n = 20, n = 30, n = 40 és n = 50 esetén egy 5 GHz
-es gépen futtatva (ha csak az osztdsokat szamitjuk egy-egy lépésnek)? (A
mai titkosirdsoknédl, pl. https -nél tobbszézjegyii szamokkal kell szdmolni.)

b) Mennyire cstkkenne a futdsid6, ha a V/N alatti primszémokat egy
tombben (tabldzatban) tdrolnank, és csak e primszamokat prébalngnk ki ?

2.41. Példa a) Hény szorzést kell elvégezniink egy n x n -es métrix
determindnsdnak kiszdmitdsahoz (a definicié szerint)?

Ez mennyi id6 lenne n=15, n=20 és n=25 esetén egy 5 GHz -es gépen
futtatva (ha csak a szorzdsokat szémitjuk egy-egy lépésnek) 7

Becsiiljiitk meg a kapott eredmény nagysdgrendjét n — oo esetén!

14) James Stirling (1692-1770) skot matematikus, elsdsorban statisztikdval, végtelen
sorok konvergenciajaval, mechanikival foglalkozott.

15) fiiggvények aszimptotikajanak pontos definicijat analizisben tanuljuk, itt most nem
foglalkozunk vele.
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b) Ugyanekkora métrixok szorzdsahoz, illetve n -edik hatvdnyanak kisz&-
molédsdhoz hény szorzést kell elvégezniink? Ezeket is szdmoljuk &t mp —re, 5
GHz —es gépet feltételezve !

2.42. Példa Legyen f : RP — R egy tetszoleges p -valtozos, n -szer
derivélhaté fiiggvény.

a) Hanyféle n -edik derivéltja van? (Ne feledjiik Schwarz tételét!)

b) Hény tagbdl all az f (x) fiiggvény N -edrendii Taylor polinomja?

c¢) Hany n -edik derivéltja van az olyan g : R? — R fiiggvényeknek,
melyekre nem igaz Schwarz tétele (azaz D;g # D;g ha i # j) ?

2.43. Példa Tekintsiink egy n -védltozés f logikai fiiggvényt.

a) Hény sorbdl éll igazsdgtdbldzata? Mennyi id6 alatt értékelné ki egy 5
GHz -es gép, ha minden érajel alatt egy-egy sort tudna kiértékelni ?

b) Ha feltessziik, hogy az f fiiggvény értékeinek kb. 50% -a igaz, akkor
hany karakterbél all az f fiiggvény Diszjunktiv Normalforma (DNF) alakban?

Mennyi ideig nyomtatnd a karaktereket egy 5 GHz —es gép, ha minden
orajel alatt egy-egy karaktert nyomtatna ki?

Hény oldalon illetve hany kitetben (hény méter polcon) férne ki ez a DNF
4 pt -os bettiméretben, 152 sor, soronként 225 karakter, "biblia"-papiron
1500lap = 4cm ? (Indexes vétozokat hasznaljunk: p; ... p, , vagyis mind-
egyik viltozora két-két karaktert szdmoljunk. A tagadds miiveletét jeloljiik
feliilvondssal, vagyis ez nem kiilon karakter. Lehetd legkevesebb zardjelet
hasznaljunk: (V... V) A (V... V) ... alakban.)

¢)* Atlagosan milyen hosszi egy DNF, ha csak a legfeljebb 50% -ban igaz
fiiggvényeket tekintjiik ?

2.44. Példa o) Hény egyszerii graf van n csicson ?

a) Két n -elemii halmaz kozott hdny bijekcié van ?

b) Ha "favdgé" -médon két n -csicsi egyszerii graf izomorfidjat ugy
keresnénk, hogy cstcshalmazaik kozott az Osszes bijekcié éltartésagat el-
lenériznénk, akkor ez mennyi idét venne igénybe egy 5 GHz —es gépen, ha
minden 6rajel alatt egy-egy él-ellenérzést végezne?

2.45. Példa o) Egy n -elemii és egy k -elemil halmaz kozott hény tet-
szOleges fiiggvény van?

a) A "favagé" maédszer alkalmazdsdval mennyi id6 alatt tudnédnk eldonteni
egy n -csicsu gréafrél, hogy 3-kromatikus -e, azaz k = 3 j6 -e (5 GHz-es gép,
minden érajelben ... ) ?

b) Mi a helyzet a k = 2 esetben ?

2.46. Példa Hény tagbdl ll az (x1+x2+...4x,)" kifejezés (a polinomidlis
tétel szerint kifejtve)? Ez mennyi példdul n=10 és p=>5 esetén?
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2.47. Példa Hanyféleképpen lehet az z; — 29 — ... — z, kifejezést
zardjelezni? Mennyi ideig nyomtatnd a végeredeményt egy 5 GHz-es gép
(minden 6rajelben ... ) 7

2.48. Példa Az 1,2,...,100 szdmok koziil héanyféleképpen lehet kivélasz-
tani harmat dgy, hogy a kivdlasztott szamok tsszege oszthaté legyen 3-mal?
(XVII. Bétaszéki matematikaverseny, orszagos dontd 7.oszt., 2006.)

2.49. Példa Tekintsiik a természetes szémokon a kovetkezd (végtelen)
grafot: K = (N, F) ahol (m,n) € F ha m és n relative primek. Mutas-
suk meg, hogy ekkor tetszoleges G = (V, E) graf pontosan akkor feszitett
részgrafja K -nak, ha G tetszoleges P € V cstcspontjara a G \ I'(P) graf
kromatikus szdma véges (itt I'(P) jeloli P szomszédainak halmazat G -ben,
a feladat dltaldnositdsat [Sz1,’91] -ben taldlhatjuk).

2.50. Példa Hény tagbdl all a logikai szitaformula n részhamaz esetén?

2.9. Gyakorlé feladatok

A szerzd [SzI, 97| feladatgyiijteményének 5. és 6., de még inkdbb a 7.
és 8. fejezeteiben sok valtozatos és megolddssal ellatott feladatot taldlunk
gyakorlds céljara.

Ismételten felhivjuk a figyelmet, hogy hidba kevés elméleti eredménnyel
taldlkoztunk jelen fejezetben, de a gyakorlati problémdak megoldasahoz sziik-
séges ligyességet csak hosszi hénapok alapos gyakorldsdval szerezhetjiik meg!
A kezd6k orok dilemméja és hibalehetsége: ”6sszeadni” vagy ” 6sszeszorozni”
"kell”, lehet-e egydltalan valamelyik képletet hasznélni és melyiket, vagy csak
”gyalogosan” fel kell sorolni az 6sszes lehetdséget, esetleg valamely szempon-
tok szerint csoportositva, kicsit megkonnyitve a tengernyi eset felsoroldsat, és
a legfontosabb: Mindent 6sszeszédmoltunk? Semmit sem szamoltunk kétszer?
Csak a halmaz elemeit szamoltuk meg(*6) ?

2.51.Feladat: Igazoljuk az aldbbi sllitdsokat(!") teljes indukcicval :

/0/
n(n+1)(2n+1)
6

(a cimlapon lev6 dbra ezt az Osszefiiggést szemlélteti).

12422+ ... +n%=

16) Lasd a fejezet legelején frt (2.1.) jétandcsunkat !
17) Természetes szamok barmely hatvanyainak Gsszegére a fentihez hasonlé zért formuldk
(képletek) ”gydrtasat” [SzI, 00] -ban tanulhatjuk meg.
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" 13 +23 4 +n3—<w>2
= 5

/2/ Han > 2, akkor

+
W
2|~
AV
o3

/3/

3

Klok=m+1)—1

/4/ ( |
k 2 n nn+1
E:(_l).k;._(_l) o

/5/ Ha a € R olyan val6s szém, amelyre a+ 1 egész szdm, akkor minden
n € N természetes szamra a”™ + (%n is egész szam.

n24n+2
2

/6/ n egyenes a sikot legfeljebb részre osztja.

/7/ Az 1,2, ..., 2" szamok két azonos méretii és diszjunkt A, B csoportba
oszthatok gy, hogy az egyes csoportokban levé szdmok 6sszege azonos legyen.

/8/ Az elsd n paratlan természetes szdm Osszege pontosan n? .

/9/
n-(n+1)-(n+2)

1-242-34+..4+n-(n+1)= 3

/10/
n "1
HQn Z 1+ § ahol Hk = ;1 E

(tin. ”harmonikus” szdmok1*))

/11/
H+..+H,=(n+1)-H,—n

/12/
1 1 1
1+E+%+...+% > 2(\/7L+1—1>

18) Euler tétele szerint lim (H,, —In(n)) = C ahol C ~ 0, 5772 az tin.Euler-féle konstans.

n—oo
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/13/
1-3 3.5 7 (2n—-1)-(2n+1) 2n+1
/14/
u 1 1
; ]
—~ (i+1) n
/15/

1 1 1
T+-) - (14=)- (14=)=n+1
1 2 n
/16/ Tetszdleges a,q € C rogzitett komplex szamokra
qn+1 -1

2=

(mértani sorozat Osszegképlete).

/17/ Minden n -elemfii halmaznak 2" részhalmaza van, azaz
|P(A)|=2" ha |Al=n

/18/

n < 2" <nl

/19/ Tetsz6leges Ay, ..., A,, halmazokra

és

(dltaldnositott De Morgan szabalyok)

/20/ A 2" x 2™ méretii sakktdbla bal fels6 mez6jét elhagyva a maradék
tabla mezo6i hidnytalanul és egy rétegben lefedhetdk 3 négyzetbdl 4116 L alaki
lapocskédkkal.

/21/ n® — n oszthaté 3 -mal, azaz 3|n® —n .



2.10. A FELADATOK MEGOLDASAI 35

/22/ Tetszbleges ay, ..., a, € R pozitiv valés szdmokra

a + ... +an,
n

> \Jar ... an

(szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenldtlenség).

/23/ Tetszbleges n € N, n > 12 Forintot ki lehet fizetni 4 - és 5 - Forintos
érmékkel.

2.52. Feladat: Hany nemnegativ megolddsa van az
Nn+..+ty=n

egyenletnek tetszoleges n € N szdam esetén 7

2.53. Feladat: Legfeljebb hiany metszéspontja lehet egy konvex n -szog
atléinak a sokszog belsejében?

2.10. A feladatok megold&sai

2.40. a) Ha az N szadm n -jegyii, akkor értéke koriilbeliil N ~ 10"
(pontosabban 10"~ < N < 10", de nem érdemes ezzel a szamitdsokat bonyo-
litani). Ekkor az osztdsok szama v/N /2. Ez és 5GHz és

n=20 esetén  5-10° 1épés = 1 mp ,

n=30 esetén 5-10' lépés = 10° mp =~ 27 éra 46 perc,

n=40 esetén 5-10% 1épés = 10'° mp ~ 317 év 35 nap 18 éra,

n=50 esetén 5-10%* lépés = 10 mp ~ 31.7 milli6 év ... .

b) Jeloljiik tetszoleges = szdm esetén 7 (x) -el az x -nél kisebb prim-
szdmok szamat! A "Nagy Primszémtétel" (Hadamard és de la Vallée Poussin,
1896) szerint 7 (x) ~ z/In(x) . Ekkor az osztdsok szdma 7 (W) ~

VN/In (m) . Ez 5GHz és
n=20 esetén  ~4.3-10% lépés < 1 mp ,
n=30 esetén ~2.9-10"3 1épés ~5790 mp ~1 éra 36 perc,
n=40 esetén ~2.2-10'8 1épés ~4.4-10° mp ~13 év 281 nap,
n=>50 esetén ~1.4-10? lépés ~1.7-10** mp ~5.5 milli6 év ... .

2.41. A szorzésok széma n+n(n—1)+n(n—1)(n —2) + ...+ n!, vagy
mésképpen: n!-(14+1/114+1/2!1+...+1/(n—1)!) , a Stirling -formula szerint
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ez aszimptotikusan:
~n"v2mnfe" - (1+1/11+1/21+ ..+ 1/(n—1)) = (nfe)*-e-V2mn .
n=15 (és 5GHz) esetén ez kb.

1519/307 /et =~ 3 534 937 201 323 lépés
= 706 986 mp ~ 196 éra ,
n=20 esetén  20%°\/407/e'® =~ 6 585 813 029 813 853 679 lépés
= 1 317 162 605 962 mp ~ 365 878 501 éra ~ 41 767 év !!!
n=25 esetén  25%/507/e** ~ 3,35299-10%* 1épés

2.42. a) Egy derivalt Dy Dys...Dy, f alaki, ahol a 0 < ky, kg, ...k, < n
egész szamokra teljesiil, hogy k1 + ks + ... + k, = n . Az ilyen k; szdmok
szédma ismétléses kombindci6 (1d.pl. [Sz1,'97] 8.6.b) feladat), azaz

- +n—1
Cm(zsm): p
A

b) A Taylor polinom tagjainak szama

i(p—i—n—l) B (p—l—N) A
p—1 P P!

n=0

c) Ha Schwarz tétele nem teljesiil, akkor a derivaltak lehetséges szdma

: 2114 SR n (ism
1smet1eses variacClo: ‘/;7 ( ) = pn .

2.43. a) Az igazsdgtéblazat 2™ sorbdl all.

n=10 esetén ez 2% / 5GHz = 1024/5%10° mp = 2,048 * 10~" mp,

n=20 esetén ez 2%° / 5GHz ~ 2,097 * 10~ mp,

n=30 esetén ez 20 / 5GHz ~ 0,215 mp,

n=40 esetén ez 2*° / 5GHz ~ 219,902 mp =~ 3.6 perc,

n=>50 esetén ez 2°° / 5GHz ~ 225 180 mp ~ 62.5 6ra ~ 2.6 nap,

n=60 esetén ez 2% / 5GHz ~ 2,306*10® mp ~ 6 405 6ra ~ 7 év 3.5 hénap,
n=70 esetén ez 27° / 5GHz ~ 2,361*10'! mp =~ 6,559*107 éra ~ 7 508 év!
n=80 esetén ez 2% / 5GHz ~ 2,418*10' mp ~ 7 688 020 év ! ...

b) Minden igaz sorhoz egy (p1A ... A pn)V jelsorozat tartozik (a tagadas
miiveletét nem szémoljuk), ami 2 4+ 2n+n — 141 = 3n + 2 hosszd. Mivel a
DNF 2"/2 igaz sort tartalmaz, ezért a DNF hossza 2" - (3n +2)/2 .

n=20 esetén ez 2'9%62 / 5GHz ~ 0,006 mp,
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n=30 esetén ez 2*°*92 / 5GHz ~ 9,89 mp,

n=40 esetén ez 2%9%122/ 5GHz ~ 13 414 mp ~ 3 éra 43,5 perc,

n=>50 esetén ez 249%152/ 5GHz ~ 1,711*10” mp ~ 6.5 hénap,

n=>60 esetén ez 2°°*182/ 5GHz =~ 2,098*10'° mp ~ 667 év 2.5 hénap,

n=70 esetén ez 299*%212/ 5GHz =~ 2,503*10'® mp ~ 795 830 év ! ,

n=380 esetén ez 27°*242/ 5GHz =~ 2,926*10'® mp ~ 930 250 459 év ! |

a karakterek szdama pedig:

n=20 esetén 219% 62 / (152+225)

n=30 esetén 229% 92 / (152+225)

n=40 esetén 29%122/ (152%225)

n=50 esetén 299%152/ (152%225)

n=60 esetén 2°9%182/ (152*225)
( )
( )

~ 15,3 oldal,
~ 1 444 214 oldal =~ 38,5 m,
~ 1,96*10° oldal ~ 52,26 km,
~ 2,5%*10'2 oldal ~ 16 680 km,
~ 3*10' oldal ~ 81 805 736 km,
~ 3,66*10'® oldal ~ 97 577 163 194 km,
~ 4,28%10'8 oldal ~ 1,14*10™ km
~ 0,012 fényév !!! -nyi (vastag) konyv.

n=70 esetén 209%212/ (152%225
n=80 esetén 279%242/ (152*225

2.46. A 2.42/a) feladat alapjén a kifejezés Cpp ™ = (* ;f;l) taghol 4ll.

2.47. A lehet6ségek szama éppen az n-edik Catalan szam ([SzI, 00]) :

1 (2n)\ _ VA
n+1 ( n ) T Vo
a kozelités a Stirling -formuldval tortént.

n= 3 esetén ez = 2 lehetoség,
n= 5 esetén ez = 42 lehetdség,
n= 8 esetén ez = 1430 lehetdség,

n=10 esetén ez = 16 796 lehetdség,
n=20 esetén ez kb. ~ 6,56*10° lehetéség.

2.48. A felsorolt szamokat 3-mal val6 osztdsi maradékaik szerint csopor-
tositjuk: 33 szdm maradéka 0, 34 maradéka 1 és 33 maradéka 2. A kivélasz-
tott szamok osszege akkor oszthaté 3-mal, ha hdrom azonos maradéki, vagy
egy l-es, egy 2-es és egy 0-4s maradéki szamot valasztottunk ki. fgy a

lehetoségek szama 2 - (333) + (334) + (313) (313) (314) =53922 .

2.50. A 2.37. Tétel alapjan a tagok szdma 2".

2.52. A feladat éppen egy ismétléses kombindcié: az egyenlet jobb
oldaldn levé n -et kell k részre szétosztanunk az vy, ..., y, valtozék kozott,
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Vag?fis k kiilonbozo név koziil kell visszatevéssel n -szer hiiznunk, igy a valasz
o ism) __ (n+k—1)
k — k=1 /)

2.53. (Z) mert a sokszog barmely négy cstcsat kivdlasztva pontosan
egyféleképpen (keresztben) tudjuk dket dtlokkal 6sszekotni ugy, hogy az &tlok-

nak a sokszog belsejében legyen metszéspontjuk.

2.11. Torténeti megjegyzések

A matematikai indukcié mddszerét legeloszor Francesco Maurolico
(1494-1575) olasz matematikus hasznélta egyik konyvében annak igazoldséra
hogy az els6 n paratlan szdm 6sszege pontosan n? (HF!). Maurolico egyébként
geometridval és optikdval foglalkozott behatdan.

Blaise Pascal (1623-1662) francia matematikus és fizikus nevéhez fiiz6dik
a modszer legels6 pontos leirdsa. (Pascal -t a 3. fejezetben, a 3.10. Allitasban
bemutatott ” Pascal-hdromszog” kapcsan méltatjuk.)

Giuseppe Peano (1858-1932) olasz matematikus az aritmetika és a
szamelmélet (réla elnevezett) axiémarendszerében a Teljes Indukciét axié-
mdnak tiinteti fel, és megmutatja, hogy ezek segitségével az aritmetika és a
szamelmélet valéban teljes egészében felépithetok.

Gottlob Frege (1848-1925) német matematikus igazolta elészor 1884
-ben a teljes indukcié moédszerének helyességét (azaz a 2.8.Tételt), a hal-
mazelmélet axiémdinak (ZFC) felhasznédldséval.

Gerhard Gentzen (1909-1945) német matematikus, 6 vezette le elészor
az aritmetika (PA = Peano Axiémarendszer) ellentmondéstalansagat a hal-
mazelmeélet (ZFC) axiéméaibol.

Pélya Gyorgy (1887-1985 magyar matematikus) az ismétléses permuté-
ciok elméletét toviabbfejlesztve, komoly algebrai és kombinatorikai segédeszkozok
mesteri 6tvozésével rendkiviil hatékony 6sszeszamldlasi médszert dolgozott
ki, amely-lyel kémiai vegyiiletek kiilonboz6 izomerjeinek szaméat és egyéb
kombinatorikai feladatokat tudott sikeresen megoldani. Mdédszerérél Harris-
Hirst-Mossinghoff konyvében a ” Pélya’s Theory of Counting” fejezetben,
vagy Pélya és Read eredeti cikkeiben olvashatunk bévebben.

A Binomialis Tételt tobbek kozott mar Omar Khajjam (1048-1131)
perzsa és Hiasszedin arab matematikusok, sét Blaise Pascal (1623-1662)
is ismerték. Newton érdeme viszont a tétel dltaldanositdsa, mely eredményeket
az alfejezet tobbi tételében ismertettiink.
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Blaise Pascal (1623-1662) francia matematikus, fizikus aki filozéfidgval és
irodalommal is behatéan foglalkozott. Tobbek kozott a valészintiségszamitds-
ban, projektiv geometridban, differencidl- és intergralszamitdsban, szamelmé-
letben vannak fontos eredményei, a teljes indukcié médszerét 6 hatdrozta meg
el6szor precizen. 16 évesen méar dolgozata jelent meg a kipszeletekben irhaté
hatszogekrol.

Alexandre Théophile Vandermonde (1735-1796) francia zenész, mér-
nok, politikus, mindossze az 1771-72 években foglalkozott matematikaval.
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