2. FEJEZET
KOMPLEX SZAMOK
Mirél szol ez a fejezet?

Tekintsiik az x? — 4x + 13 = 0 egyenletet. Ennek - mint tudjuk - a valos szamok
kérében nincsen megoldasa, mert a diszkriminansa: 16 — 52 =-306 negativ.

"Hozzunk létre" azonban egy 2 + 3i alakd szamot, ahol az i betiivel egy olyan
szamot jeloltiink aminek a négyzete —1, azaz i> = ~1 (ilyen i szamunk eddig nem
volt, most vezettikk be). Fogadjuk ezt el normalis szamnak; végezziink vele
miiveleteket Ggy mint a valés szamokkal, azzal a megkotéssel, hogy ¥* = -1.

Helyettesitsiik be a 2 + 3i szamot a fenti egyenlet baloldalaba, a

(2 +3i)2— 42 + 3 +13
alaka  kifejezéshez jutunk. Végezzik el a miveleteket (6sszeg négyzete,
konstanssal valo szorzas):
4+12i+9i2-8-12i+13=4-9-8+13=0
Azt tapasztaljuk, hogy a 2 + 3i szam kielégiti a masodfoki egyenletet, hiszen
(2+3ip—-4(2+3i)+13=0.

Konnyen meggy6zidhet az olvaso, hogy 2 — 3i is kielégiti az egyenletet. Tehat, ha
szamfogalmunkat kibovitjiik ilyen alaku szamokkal, akkor a masodfoku egyenlet-

nek mindig van megoldésa.
Az a + bi alaka szamokat, ahol a, b valosak (az elébb a = 2, b = 3 volt)
komplex szdmoknak nevezzik.

Az alabbiakban ezekkel az (ij szamokkal foglalkozunk. Megmutatjuk majd,

hogy egy « + bi komplex szam r(cos o +isin o ), 1ll. relP alakban is felirhaté és
mindegyik alakra definidljuk majd az alapmiveleteket.

2.1 A komplex szam fogalma (az algebrai alak)

Mint ismeretes a valds szamkorben nem tudjuk értelmezni a V-1 "szamot",
hiszen ennek négyzete: —1. (A valos szamok kozott nincs olyan szam, amelynek
négyzete negativ.) Tekintsiik ennek ellenére a V-1 et "szamnak", és jeloljik i-vel;
azaz legyen i = J=1. Ez a "szam" a képzetes immagindrius egység. Az'i "szam"
tehat olyan, hogy i’ = —1 (négyzete: —1).

Legyen a és b két valos szam. Az a + bi alakii "szamot" komplex szamnak
nevezzik. (P1. 2,5 + 3i; 6 — 52i stb.) Az a szamot a komplex szim valos
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részének, b-t pedig képzetes részének hivjuk. Jeloljik az a + bi komplex szamot
roviden z-vel. Ezt az alakot a komplex szam algebrai alakjanak hivjuk. Késébb
két tovabbi alakjat is megadjuk a komplex szamoknak .

2.1.1 Miiveletek komplex szamokkal

Definidljunk miveleteket a komplex szamokra a kovetkezOképpen. Legyen:
Z=a+bijz,= c+di

a) Osszeadds:
ztz,=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b +d)i(Az 6sszeg valds része a valos
részek, a képzetes része a képzetes részek osszege.)
PELDA, Legyen z, =3 - 2i, z,=4+3i, akkorz,+z,=7 +i

b) Kivonds: ,
-zr,=(@t+bi)y-(c+di)=(a-c)+(b-di (A kilonbség valds része a
valos részek, a képzetes része a képzetes részek kiilonbsége. )
PELDA. Legyen z, = 5 +2i, z,=1 + 3i, akkorz —z, =4 — i

) Szorzds:

2, - z,=(a+ bi)(c + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i ’

MEGIEGYZES. A képletet nem kell megjegyezni. Ugy kaptuk, hogy (a + bi)-t
"formalisan" megszoroztuk (¢ + di) -vel és figyelembe vettiik, hogy i# = -1.
Konkrét szamitasoknal is igy érdemes elvégezni a miiveletet.

PELDA. Legyen z, = 2 + 3i, z, = 4 + 5i, akkor
z, 2, = (2x4 — 3x5) + (2x5 + 3x4)i = ~7 + 22i. Vagy formalis szorzassal’
2,2,=(8+12i+ 10i + 15i2) = 8 —15 + 22i = —7 + 22i.

d) Osztas:
Z, _a+bi_ac+bd bc—ardi
z, c+di A +d® S +d?
MEGIJEGYZES. Ezt a képletet sem kell megjegyezni. Ugy kaptuk, hogy mind a
'szamlalét mind a nevezdt beszoroztuk ¢ - di-vel. Konkrét szamitasoknal 1s igy
érdemes elvégezni a szamitasokat.

’ — 3 2
PELDA. Legyen z, =2+ 3i, z,= 4 — 5i, akkor 2L = =251 __ 23 2.
z, 4 - Si 41 41

vagy a tortet 4 + 5i - vel szorozva: ‘
—2+3i 4+5i _ -8+12i-10i+15° -8-15+2i _-23 2.
4-5i 4+5i 16-20i+20i-25°  16+25 41 41
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2.1.2 Komplex szam konjugaltja

A z = a + bi komplex szam konjugaltja a z = a — bi komplex szam.
A konjugéltak osszege: z + z = (a + bi) + (a - bi) = 2a,
szorzata: zxz = (a+ bi)(a — bi) = a* — b? valds szam.

Az alapmiiveletek birtokaban kénnyen meg tudjuk mutatni, hogy a komplex
szamok jol hasznalhaté "értelmesen” altalanositott szamok.

Vegyilk az x2 ~ 4x + 13 = 0 masodfok egyenletet, ¢s "helyettesitsik" be a 2 +
3i komplex szamot:

(2+3i) - 42 +3)+13=4+12i-9-8-12i+13=0

Azt kaptuk, hogy 2 + 3i kielégiti masodfoku egyenletinket (azaz gyoke az
egyenletnek).

Erdekes dolgot figyelhettiink meg. Egyenletink diszkriminansa negativ (-36)
tehat a valos szamok kozott nincsen gydke. Az x; = 2 + 3i komplex szam viszont
gyoke az egyenletnek. (Behelyettesitéssel konnyen meggy6zddhetiink, hogy az
x, =2 — 3i komplex szam is gyoke az egyenletnek). ‘

Erdemes tehat kibévifeni a valds szamkort a komplex szdmokkal, mert igy a
negativ diszkriminansu masodfoku egyenletnek is van gydke. (Természetesen csak
a K komplex szamok korében.) A gyokot ugy kapjuk meg, hogy a masodfoku

egyenlet "megoldoképletében” a "gyokos részt” Jd =\/|d}(—1) = Mi alakban
irjuk fel (feltételezziik, hogy d < 0). Egy¢bként az i képzetes egység azx2+ 1 =0

masodfoku egyenletnek a gyoke.
A komplex szamok a (fbleg fizikai, miszaki) jelenségek leirasaban nagyon

fontosak.

2.1.3 A komplex szamok abrazolasa

Az a + bi komplex szam valos és képzetes része egy (4, b) pontot jelol ki a
koordinatarendszerben. (2.1.dbra) Geometriailag tehat minden komplex szam egy
pont a sikon. Ezért a sikot komplex szamsiknak nevezhetjiik, az x tengelyt valés
tengelynek az y - t képzetes tengelynek hivjuk. '
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2.1 dbra

(Az i képzetes egység az y tengely 1 pontjara keriil, ugyanis az i két koordinataja:
0,1, mivel i =0 + 1i)

A 2.1 dbrdan a komplex szamot &brazolé pontot az ongodval osszekotd
egyenesnek az x tengellyel bezart ¢ szogét is megjeloltiik. Az abrabol latszik, hogy
ennek a szOgnek a tangense b/a - val egyenld, tehat a szog

b
@ = arctg —
a

(ahol az arctg fliggvény a tg figgvény inverze). Igy tehat a komplex szamot
abrazol6 pontot a ¢ szog és az r tavolsag is egyértelmiien meghatarozza.

2.1.4 A komplex szam abszolut értéke

A z=a+ bi komplex szam abszoliit értékén a
{zl =va® +5*

valos szamot értjiik. Mint a 2.1 dbrdn lathatjuk .az abszolt érték éppen a komplex
szamot abrazolé pontnak az origotél valé r tavolsigat jelenti ( az a, b befogdju
derékszogli haromszog atfogojanak a hossza). Ezért az abszolut értéket a komplex
szam hosszanak, nagysaganak is nevezik. A komplex szamok korében nem lehet
beszélni kisebb, nagyobb relaciorol, de abszolut értékeik dsszehasonlithatok.

Konnyen be lehet latni, hogy az abszolut értékekre érvényesek az alabbi
egyenloségek:

I‘IZ]ZZ'ZIZIHZ2‘ 2. 121[:’_21—] (12, #0) 3.0 =]z

z| |z

2.2 A komplex szam trigonometrikus alakja

Mint a 2.1 dbrdn lathatjuk, a z = a + bi komplex szam valés része @ = r cos o,
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a képzetes rész pedig b = r sin ¢ alakban is felirhato, ahol r = va® +4°

¢ = arctg —. Bz viszont azt jelenti, hogy minden z komplex szam

a
z=r(cos @ +isin @)
alakban is megadhato. Ezt az alakot a komplex szam trigonometrikus alakjanak
3

PELDA. Irjuk fel a z= 3 +3i komplex szamot trigonometrikus alakban.

nevezzik.
Az abszolut érték: r = v3* +3% = Jig = 32 A ¢ szOg: tg @ = — =1, tehat:
¢ = /4, mert a /4 szOg tangense 1.(azaz arctg 1 = n/4).
A trigonometrikus alakban adott komplex szamokkal végzett miiveletekre jol

Azt kaptuk tehat, hogy z = 342 (cos m/4 + i sin m/4)
r,(cos @, +isin @,)

kezelheto formulak adhatok.
2.2.1 Miiveletek
Legyen z, = (cos @, +1isin @,); z,
1. Szorzat
2, 2, = 1, 7(008(@, + ¢,) T isin (¢; +0,))
Mint latjuk: két komplex szam szorzasanal az abszolit értékek szorzodnak, a
PELDA. Legyen z, = 3(cos /2 + i sin w/2); z, = 4(cos /4 + 1 sin n/4). Akkor:

szogek pedig 6sszeadodnak.
z, z,= 12(cos(n/2 + n/4) + i sin(n/2 + n/4)) = 12(cos 3/4x + i sin 3/4r)

2. Hanyados
zF . .
__—1 = (COS ((Pl - (pz) +1 Sln((P1 - (Pz))
Mint latjuk: két -komi)lex szam hanyadosanak abszolit értéke az abszolut
értékek hanyadosa, szoge pedig a szogek kiilonbsege.
PELDA Legyen z, = 4(cos /2 + i sin m/2); z,=2(cos n/4 + i sin n/4). Akkor
(cos(r/2 — T/4) + i sin(n/2 — 7/4)) = 2(cos /4 + i sin T/4)

4

1

ta |t1

2.
, 2
3. Harvany
Ha z = (cos ¢ + i sin @) akkor
7" ={(cosn @ +isinn Q)
Tehat: az abszolut érték n-edik hatvanyat, a szog n-szeresét vesszilk.
PELDA. Legyen z = 5(cos n/3 + i sin @/3), akkor:*z* = 5%(cos 4/37 + i sin 4/3w)
k=012, .,n-1

(o+27rk)

+2xk ., .
L +1sin
n

4. Gyock
n
Mint latjuk: egy komplex szamnak » db # - edik gyoke van.
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PELDA. Legyen z = 8(cos m/3 + i sin 1/3), akkor:

%:%(cos%+isin(ﬂé%2ﬂ)) k=0,1,2
azaz a harom gyok:
x/3Y .. (#n/3 . .
zy = 2| cos = +isin 5 =2(cosz/ 9 +isin 7l9)

m3+27 . w3427 7.7 )
z, = 2| cos +1isin = 2| cos—w+isin—rx
3 3 9 9
w/3+4n .. m/3+4n 13 .. 13
z, =2 COS+3—+]SIH“3— =2 cos—9—7z+1sm—9—7r

MEGIJEGYZES. Ezek a miiveletek kovetkeznek az algebrai alakra definialt
muveletekbdl.

2.3 A komplex szim exponencialis alakja

Az r abszolut érték és a ¢ szog segitségével minden z = a + bi komplex szam
z=rel @
alakban is felirhato.

Ez a feliras nem természetes, ugyanis eddigi ismereteink alapjan nem tudjuk
megmondani mit érisiink az e irracionalis szam i - edik hatvényén, ahol i nem valos
szam, Ebbe nem is megyiink itt bele; fogadjuk el, hogy egy komplex szam ilyen
alakban is megadhat6. Erdemes elfogadni, mert a milveletek egy része ebben az
alakban adott komplex szamok esetén kénnyen elvégezhetd.

PELDA. Trjuk fel a 4 — 4i komplex szamot exponencialis alakban.

MEGOLDAS.

Szamitsuk kir -t r=v4* +4° =32 =442 Ao szogre tg ¢ = ~4/4 = ~1; az
a sz0g aminek a tangense —1: ¢ = —m/4  (arctg(~1) = — 7/4). Tehat 4 - 4i
exponencialis alakja:

4 ‘/5 e—if[/4

2.3.1 Miiveletek

ig ig
Legyenz, =rie ' ; z,=r,e 2
1. Szorzat:
i(p +¢ )
zz,=pr,e !
PELDA. Legyen z,=2¢"" 4 ; z,=3e " s , akkor:

. =6 ei(]r/a—frls)=6 e-iyr/n
-1 42
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2. Hanyados:

PELDA. Legyenz, =6 ! *

?

z iso® iz /3
“L =31 =3¢

y

2

3. Hatvany:
Legyen z = rel ¢ | akkor:
P
PELDA. Legyenz =2 e 7P , akkor:
2 =25 7P —3pin
4. Gyok:
Legyen z = rel® | akkor:

Ptk x
W‘Zwe 7 k=031727“'7n_1

PELDA. Legyenz = gel” /6, akkor:

_(71’/6+2k7l’)

il

3

Yz=8e ; k=012 azaz

=9

z,=2e
mletam 13
( ) I
z=2e 3 =2el®
L mle+arm 25
i( X
z.=2e 3 =28

MEGJEGYZES.Nyilvanvalo a trigonometrikus és az exponencialis alak kézotti
alabbi osszefugges:

ret® =r(cos @ +1isin @)
azaz

e = cos @ +isin @
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MIROL SZOLT EZ A FEJEZET?

1. A komplex szam
Algebrai alak: a + bi, ahol i a képzetes egység. (i2 = —1)
Trigonometrikus alak: z = r(cos @ + i sin ), ahol #=va? +b2 , ¢ = arctg b/a.
Exponencidlis alak: z = rel®, ahol r = v a? + b2 , ® = arctg b/a.
Abszolut érték:

|z|=+a>+b2

Konjugalt: a + bi konjugaltja a - bi.

2. Muaveletek:

Algebrai alak Trigonometrikus alak Exponencidlis alak
. . . i
z,=a, +bji z,=r, (cos @, +ismQ,) z,=r e
. . 19
z,=a,+ b z, = r,(cos ¢, +isin ¢,) z,=r,e 2
Osszeg:
ot =( ta)+
+ (b, + )i — —_—
Kilénbség:
=2 '—22:(‘71 °az) +
+(b, - b,)i —
Szorzat:
o _ ( _ i(p+e
H5n={aa, —b b))+ 2, 2, =1 r(cos(@; + @) + L5 ThRe 12
+(a, b,+a,b)i +isin(e, + 9,) :)
Hanyados:
z, aa,+bb z, F z, n o i{e-p)
__1.:_1__:-'___‘17_2__*_ _l_:_l Cos((pl_(P2)+ _lz_le 1 2
z, a; +b} z, 5 z, 1
a,b —ab, . . ‘
e +isin(, - ¢,)
a; +br
Hatvany:
. ing
z' =r/" (cosno, tisinng) 2t =re "1
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Gyok: _
gpl +2k 7

—)

fo . +2k 7
_ T {9t ]
—_— i sm%——'———————n ?

FELADATOK
1. Legyen z; =3 + 5i, z, =2 — 4i. Végezzik el a kovetkezd miveleteket!
a)z, +z, b)z -z, c) 3z,
2. Végezziik el a kovetkezé miveleteket!
a) (2 +3i)(3 —2i) b) (6 — D)(11 + 5i)
I+i 2+i
c) —— d e) (3 - 2ip
15 ) 1+3i A
3. Behelyettesitéssel gy6zodjiink meg, hogy gyoke-e 3 +2iaz x? - 5x + 6 =0
egyenletnek
4. Irjuk fel trigonometrikus alakban a kovetkezd komplex szamokat:
a)—ﬁ+\/§i b)-1+i c)%+§i d) ~1+4/3i

5. Legyen z, = 3(cos m/3 + isin m/3) , z,= 5(cos n/4 + i sin n/4)
Végezziik el a kovetkezd miveleteket!

2z 7, b)z, /2, 0) z,° d) 3z,
6.) Irjuk fel exponencialis alakban a kovetkezd komplex szamokat:
a) 1/2 - V/3/2i b) 3 + 4

7.) Legyen z, = 5 el z,= 4¢70,31
Végezziik el a kovetkez6é milveleteket!

a)z, z, b) z, /z, c)z,* d) iz,
MEGOLDASOK
1. a)5+i b) 1+9i ) 9+ 15i
2. a) 12 +5i b) 71 +19i c)i
dy1/2-1/2i e)5—12i
3. Nem.
4. 2) 2(cos 3n/4 + i sin 37/4) b) v2 (cos 3x/4 + i sin 3m/4)

¢) cos /3 + i sin /3 d) 2 (cos 2n/3 + i sin 2n/3)
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3. a) 15(cos 7n/12 + i sin 71/12) b) %(cos /12 +isin n/12)
¢) 81(cos 4n/3 + i sin 47/3)

k . 4
d) %(cos——ﬁﬂ/éljz ﬂ+ism——————ﬁ/ +2kﬂ) k=0,1,2,3
RELF .
6. a) e s b) Seo1
7. a) 20e271 b) 5/4 ¢ 33 ¢) 625 ¢ 121

d) %/Z_e(—o,mzk )73
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