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Véges csoportok osztalyozasa

Minden adott n T N természetes szam esetén kérdezhetjiik, hogy hany, paronként nem
izomorf n-elemii (azaz n -edrendii) csoport van, és melyek ezek? Ezt a kérdéskort nevezik a
véges csoportok osztalyozasanak, mely nagyon nehéz, még mais csak elszért (Un. sporadikus)
tételeket ismerlink. Most csak alegegyszeriibb eredmenyeket ismertetjik. (Z; vagy C; mindig at
-edrendii ciklikus csoportot jeldli, t T N.)

n = p (primszam) :
1.TETEL: Primrend: csoport (n = p primszam) mindig ciklikus, azaz csak Z, |ehet.
BIZONYITAS: Lagrange tétele miatt. o

n = p® (primnégyzet)
2. TETEL : Minden primnégyzetrendii csoport (n = p?) kommutativ.
BIZONYITAS: Nem biz. o

3.TETEL: Primnégyzetrend:i csoport (n = p?) csak Z» vagy Zp © Zp lehet.
BIZONYITAS: A 2. tétel ésigy avéges Abel-csoportok alaptétele miatt, afaktorok csak
Z.65Z, lehetnek. o

n = 2p (kétszer prim, p paratlan)
4TETEL: n = 2p (p péaratlan primszam) rend: csoport csak Z,, vagy D, (diédercsoport)
lehet. (Nem biz.) o

5.MEGJEGYZESEK: (a) Z2, @Z2~ Zp hiszen p pératlan, ésjolismert az atény (1L.HAZI
FELADAT), hogy tetszélegesm,n 1 N természetes szamokra Zy @Zm~ Zn pontosan akkor
ham és n relativ primek.

(b) Kénnyen beléthat6 (2.HAZI FELADAT), hogy tetszéleges n természetes szam esetén D,
(vagyis asikbeli szabdlyos n-szdgek transzforméci o- [egybevagdsagi] csoportja) két elemmel
generdlhat6 (22 szogii elforgatés és tengelyes tilkrozés): D, = [a,b] az a" =b? =baba = 1
feltételekkel, azaz

D, =[ab: a" = b? = baba = 1]
(vagy més széval D, akét elem dtal generdlt F, szabad csoportnak az a" = b? =baba = 1
egyenl 6ségek dltal generdlt kongruencia- relécio szerinti faktora. Ne feledjik, hogy Dy
elemeinek szama 2n !

Hasonl6an |&thatd be, hogy

Dy :=[a,b: b? = baba = 1]
un. végtelen diédercsoport az egész szamok egybevagdsagi transzformaciéibél al (eltolas és0
-raval 6 tukrozés). Dyck tétele szerint Dy -nek mindegyik véges D\, diédercsoport (egy
valamilyen) faktora. o

n = p* (primkob)
6. TETEL: p®-rendii kommutativ csoport csak Z s , Z. © Zpvagy Zp " Zp " Zp lehet.
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BIZONYITAS: A véges Abel-csoportok alaptétele miatt. o

7. TETEL: 8 -adrend: nemkommutativ csoport csak D4 vagy Q (a kvater nidesoport) lehet.

BIZONYITAS: Nem biz., de megemlitjiik a bizonyitasban kulcsszerepet jatsz6, masuit is
hasznos eredmeényt:

8. ALLITAS: Ha egy csoport minden eleme méasodrend:7, akkor a csoport kommutativ.
(Nem biz.) o

9. MEGJEGYZES: A kvaterniécsoport Q = {1,- 1,i,j,k-i,-j,- k} ahol ij = k, jk = i,

ki=j,ji =-ij, k =-jk, ik =-ki, -la’szokdsos’, i?=j?>=k?®=-16és(-1)? =10
n=12
10. TETEL: 12 -drendii csoport csak Z12 , Z2 ~ Zs , A4 (alterndl6 csoport), Dg vagy a
kovetkezs

[ab : a®=Db?1 1,b* =baba=1]
csoport lehet. (Nem biz.) o

n=15
11. TETEL : 15 -drend: csoport csak Z 15 (a ciklikus csoport) lehet. (Nem biz.) o

n=16
12. TETEL: 16 -drendsi (paronként nemizomorf) csoport 14 -fée van: 6t kommutativ, a
nemkommutativak kdzil 6t exponense 4, négynek az exponense 8. (Nem biz.) o

3.HAZI FELADAT: Soroljafel az 6t kommutativ, paronként nem izomorf 16 -odrendi
csoportot!

n=18
13. TETEL : 18 -drend: (paronként nemizomorf) csoport 6t -fée van. (Nem biz.) o

4HAZ| FELADAT: A 20 -nd kisebb n £ 20 természetes szamokra soroljafel az 6sszesn
-edrendi csoportot!

5.HAZI FELADAT: Soroljon fel legaldbb tiz-tiz olyan természetes szamot, amely - rendii
csoportokrél afenti tételek egyaltaldban nemilletve csak részben szdlnak!
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