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Leképezések

Legyenek A és B halmazok.

Definicio:

Az A x B Descartes-szorzat részhalmazait A-bol B-be torténd
megfeleltetésnek nevezziik. Az A halmazt a megfeleltetés indulasi
halmazanak, a B halmazt pedig a megfeleltetés érkezési halmazanak
hivjuk.
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Leképezések

Legyen X = {1,2} és Y = {a, b, c}.
p1 = {(17 a)’ (1a b)v (27 a)a (27 C)} és p2 = {(27 a)’ (27 b)} megfeleltetések
X-bol Y-ba. A megfeleltetéseket nyildiagrammon dbrazolhatjuk:

X Y X Y

o0 o\ /o

\ k o 0
!
) o \eo
p1 nyildiagrammja p2 nyildiagrammja
Bevezetés a matematikaba I. - VEMIMAP146B: |l. Leképezések 2018 3/28

Hartung Ferenc



Leképezések

p3 =0 és pg = X x Y megfeleltetések X-bdl Y-ba.
X Y X Y

o) o, /o
o X<[2o
e °— o

p3 nyildiagrammja pa nyildiagrammja
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Leképezések

Definicié:

A p C A x B megfeleltetés értelmezési tartomanyan azon A-beli a elemek
halmazat értjiik, amelyhez létezik olyan b € B, hogy (a, b) € p.

A p C A X B megfeleltetés értékkészletének nevezziik azon B-beli b
elemek halmazat, amelyhez létezik olyan a € A, hogy (a, b) € p.

A p megfeleltetés értelmezési tartomanyat D(p) az értékkészletét R(p)
Jeloli.

Példa:

Legyen X = {1,2} és Y = {a, b,c}, p1 = {(1,a),(1,b),(2,a),(2,¢)} és
p2 ={(2,a), (2, b)} megfeleltetések X-bdl Y-ba.

Ekkor p;1 értelmezési tartomdnya a D(p1) = {1,2} C X halmaz,
értékkészlete az R(p1) = {a, b,c} C Y halmaz.

p2 értelmezési tartomdnya a D(p2) = {2} C X halmaz, értékkészlete az
R(p2) = {a,b} C Y halmaz.

| A
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Leképezések

Definicié:

Egy A-bdl B-be torténé p C A X B megfeleltetést leképezésnek vagy
fliggvénynek hivunk, ha barmely a € A elemhez pontosan egy b € B elem
létezik, amelyre (a, b) € .

Egy A-bdl B-be definialt ¢ leképezést a v : A — B képlettel is jeloljiik.
Ekkor ha (a, b) € ¢, akkor a b elemet az a elem képének, az a elemet
pedig a b elem &sének hivjuk. Az (a, b) € ¢ Osszefiiggést pedig a p(a) = b
mddon is irjuk.

v

Megjegyezziik, hogy a matematikai analizisben a ¢ : A — B fuggvény
fogalmat egy kicsit altaldnosabban is szokds értelmezni: olyan
megfeleltetésként, amelynél egy elemnek legfeljebb egy képe van. Ekkor a
fuggvény értelmezési tartomanya a

D(p) = {a € A: létezik a-nak képe}

halmaz. A fenti (algebraban megszokott) definicid szerint egy leképezés
értelmezési tartomanya mindig megegyezik az induldsi halmazzal, azaz a

leképezést a lehet6 legszlikebb halmazon definialjuk.
Hartung Ferenc Bevezetés a matematikaba |. - VEMIMAP146B: Il. Leképezések 2018 6 /28



Leképezések

Véges értelmezési tartomanyon definialt leképezést megadhatunk a
hozzarendelési szabaly, azaz az (a, b) pérok felsoroldsdval:

Példa:
Legyen A = {1,2,3,4,5}, B={a, b,c,d}, és legyen

Y1 = {(L b)a (27 a)v (3a a)? (4’ C)v (57 a)}

Ekkor 1 : A — B leképezés, mivel minden A-beli elemnek pontosan egy
képe van B-ben.

A 1 leképezés értelmezési tartomdnya a D(p1) = A halmaz, értékkészlete
pedig az R(¢1) = {a, b, c} C B halmaz.

Hartung Ferenc Bevezetés a matematikaba |. - VEMIMAP146B: Il. Leképezések 2018 7 /28



Leképezések

Haszndljuk az aldbbi jelolést is az elébbi leképezés megadasara:

p1:A—B, 1l—b 2+—a 3—a 4—c, 5— a.

A leképezés nyildiagrammos dbrazolasa:

Egy ¢ : A — B leképezés nyildiagrammjaban minden A-beli pontbdl

pontosan egy nyil indul ki.
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Leképezések

Példa:
Legyen A= {1,2,3,4,5}, B={a, b, c,d}, és legyen

w2 = {(1, b),(2,2),(2,b),(3, ), (4, ¢),(5,a)}-

Ekkor wo A-bdl B-be definidlt megfeleltetés, de nem leképezés, mivel a 2
elemnek két képe van a megfeleltetésben.
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Leképezések

Példa:
Legyen A= {1,2,3,4,5}, B={a, b, c,d}, és legyen
¥3 = {(1’ b)v (27 a)v (47 C), (5a a)}

Ekkor (o3 A-bdl B-be definidlt megfeleltetés, de nem leképezés, mivel a 3
elemnek nincs képe a megfeleltetésben.
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Leképezések

Szdmhalmazok kozott definidlt leképezést képlettel is definidlhatjuk:

Példa:

Legyen ¢ : R — R, (x) = x2. Ekkor a ¢ leképezés az Gsszes lehetséges
(x,x?) alalakii pontparokat tartalmazza, azaz egy x valés szdm képe az x
képletii valds szam.

A ¢ leképezés értékkészlete az R(p) = [0, 00) intervallum.

2

Hasznalhatjuk az alabbi jelolést is a leképezés megaddsara:

p: R =R X = x2.
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Leképezések

Az alabbi példakban a fliggvény fogalmat az analizisben megszokott
dltalanosabb értelemben hasznaljuk:

Példa:

Legyen f : R — R, f(x) =+/x (vagy f : R = R, x — /x).
Ekkor f egy fliggvény, amelynek értelmezési tartomanya D(f) = [0, o),
értékkészlete R(f) = [0, o).

Legyen g : [0,00) — [0,00), g(x) = v/x (vagy

g :[0,00) = [0,00), x — /x).

Ekkor g egy leképezés, amelynek értelmezési tartomanya D(g) = [0, o0),
értékkészlete R(g) = [0, 00).

Definicid:

Két leképezést azonosnak tekintiink, ha az induldsi halmazuk, az érkezési
halmazuk és a hozzdrendelési szabalyuk is azonos.

A fenti példaban szerepld f és g leképezések (fiiggvények) nem azonosak.
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Leképezések

Leképezéseket szovegesen is definidlhatunk.

Legyen A a jelen kurzus hallgatéinak halmaza, és jeldlje ¥1(a) az a
hallgaté életkorat. Ekkor 11 : A — N alaku leképezés.

Legyen X az adott félévben meghirdetett kurzusok halmaza, és jelolje
1o(x) az x kurzust felvevd hallgatdk létszamat (a regisztracids iddszak
lezardsakor). Ekkor 11 : X — Ny alakd leképezés.

Legyen Y egy lizem dolgozdinak a halmaza, és jeldlje ¢3(y) az y dolgozd
anyja nevét.
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Leképezések

Legyen ¢ : A— B és 1y : B — C leképezések. Ekkor a © és 1) leképezések

s s s

Yop:A—=C,  (Pop)(x)=1(p(x))

képlettel definidlt leképezést értjiik. A ¢ o ¢ fliggvényt Osszetett
fliggvénynek is hivjuk, ahol p a belsé fiiggvény, a i pedig a kiilsé
fliggvény.

O
A 1) o p szorzat leképezés egy a € A elemhez a ¢ € C elemet rendeli, ha
b = p(a) és c = (b).
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Leképezések

Példa:
Legyen X ={1,2,3}, Y ={a,b,c,d} és Z = {+, —, A}.

Ap= {(17 a)v (2a a)? (37 d)} és i) = {(aa _)a (ba A)a (Cv _)a (da +)}
leképezések szorzata a o : X — Z, Yoo ={(1,-),(2,-),(3,+)}
leképezés.

X Y y4 X y4
> /?\ ° 1-
e T
3
07/
® (7 Yoy

Megjegyezziik, hogy a ¢ o 1) szorzat nem definilt.

v
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Leképezések

Legyen f: R — R, f(x) = x2, és g : R — R, g(x) = 3x — 1. Ekkor

(gof)(x)=3x>—1, (fog)(x) = (3x — 1)

Legyen f : R — R, f(x) =sinx, és g : R — R, g(x) = 2*. Ekkor

(gof)(x)=25" (fog)(x)=sin2".
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Leképezések

Legyen A egy halmaz.

Definicid:

Az A — A, a— a leképezést az A-n definidlt identikus leképezésnek
hivjuk, és ida-val vagy egyszeriien id-del jeloljiik. Ekkor ida(x) = x
minden x € A-ra.

Konnyen ellenérizhetd, hogy

ha ¢ : A — B leképezés, akkor

poida =g, idg oy =¢.
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Leképezések

Definicio:

Valds szamok egy a1, ap, as, ..., an, ... végtelen sorozatan egy N — R
leképezést értiink.

(Egy No — R leképezést pedig az ag, a1, a2, ..., an, ... jeloléssel szokds
leirni.)

Definicio:

Valés szamok egy a1, a2, as, ..., an véges sorozatan egy {1,2,...,n} - R
leképezést értiink.

(Hasonléan, az ag, a1, ay, ..., an jeldlésen egy {0,1,2,...,n} - R
leképezést értiink.)
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Leképezések

Definicid:

Azt mondjuk, hogy ¢ : A — B injektiv leképezés vagy injekcio vagy
kolcsonosen egyértelmii leképezés, ha minden B-beli elemnek legfeljebb
egy bse van. (Azaz kiilénb6z8 A-beli elemeknek kiilbnbézé a képe.)

Példa:

Legyen A= {1,2,3,4}, B={a, b,c,d, e}, és

w1 ={(1,b),(2,e),(3,a), (4, c)}. Ekkor ¢1 injektiv leképezés, mivel
kiilonbozo elemeknek kilonbozé a képe.

.

Egy injektiv leképezésnél minden B-beli pontba legfeljebb egy nyil mutat.
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Leképezések

Példa:
Legyen A= {1,2,3,4}, B={a, b,c,d, e}, és
w2 ={(1,b),(2,€),(3,b),(4,c)}. Ekkor o> leképezés, de nem injektiv,
mivel p2(1) = b = 2(3), azaz a b elemnek két kiilonbozé Gse van.

A

Egy nem injektiv leképezésnél van olyan B-beli pont, ahova legaldbb két
nyil mutat.
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Leképezések

Definicié:
Azt mondjuk, hogy ¢ : A — B sziirjektiv leképezés vagy sziirjekcio vagy

raképezés, ha minden B-beli elemnek van 8se. Azaz ¢ sziirjektiv, ha
R(¢) = B.

| A\

Példa:

Legyen A= {1,2,3,4,5}, B={a,b,c,d}, és

v3 ={(1,b),(2,d),(3,a),(4,¢),(5,a)}. Ekkor @3 sziirjektiv leképezés,
mivel minden B-beli elemnek van 8se, azaz R(p3) = B.

A,

Egy szirjektiv leképezésnél minden B-beli pontba mutat nyil.
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Leképezések

Legyen A= {1,2,3,4}, B={a, b,c,d, e}, és
w2 = {(1,b),(2,€),(3,b),(4,c)}. Ekkor o leképezés, de nem sziirjektiv,
mivel az a és d elemeknek nincs 8se, azaz R(p2) = {b, c, e}.

Egy nem szurjektiv leképezés nyildiagrammjiban létezik olyan B-beli pont,
ahova nem mutat nyil.
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Leképezések

Definicié:

Azt mondjuk, hogy v : A — B bijektiv leképezés vagy bijekcio vagy
kélcsondsen egyértelmii raképezés, ha injektiv és sziirjektiv. (Azaz minden
B-beli elemnek pontosan egy &se van.)

| A

Példa:

Legyen A= {1,2,3,4,5}, B=1{a,b,c,d, e}, és

wa = {(1,b),(2,d),(3,a),(4,¢c),(5,e)}. Ekkor wa bijektiv leképezés,
mivel injektiv és sziirjektiv is.

./
—‘\\\

00000
)
0OOOO™

A,

Egy bijektiv leképezésnél minden B-beli pontba pontosan egy nyil mutat.
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Leképezések

Legyen A= {1,2,3,4}, B={a,b,c,d, e}, és
w2 ={(1,b),(2,e),(3,b),(4,c)}. Ekkor o> leképezés, de nem bijektiv,
mivel se nem injektiv és se nem szirjektiv.
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Leképezések

Tekintsiik az f : R — R, f(x) = x3 fiiggvényt. Ekkor f injektiv és
szlrjektiv is, azaz bijektiv leképezés.

Példa:
Tekintsik a g : R — R, f(x) = sinx fliggvényt. Ekkor g nem injektiv és
nem szirjektiv.

Példa:

Tekintsiik a h: R — [—1,1], h(x) = sinx fliggvényt. Ekkor h nem
injektiv, de sziirjektiv.

| \

.

Tekintsik a k: [0,7/2] — [0,1], k(x) = sinx fuggvényt. Ekkor k
injektiv és szlirjektiv is, azaz bijektiv.
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Leképezések

Legyen ¢ : A— B, ¢ : B — C leképezések. Ekkor

Q ha ¢ és v injektiv, akkor 1 o ¢ Is injektiv;
@ ha ¢ és ) sziirjektiv, akkor v o @ is szlirjektiv;
© ha ¢ és v bijektiv, akkor v o ¢ is bijektiv.
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Leképezések

Definicié:

Legyen ¢ : A — B bijektiv leképezés. Ekkor definidljuk a ¢! : B — A
leképezést a kovetkez8 médon: legyen ¢~ 1(b) = a, akkor és csak akkor,
ha p(a) = b. Ezt a leképezést a ¢ leképezés inverzének nevezziik.

Példa:

Legyen A= {1,2,3,4,5}, B={a,b,c,d, e}, és tekintsiik a

wa = {(1,b),(2,d),(3,a),(4,¢),(5,e)} leképezést. Mivel 4 bijektiv
leképezés, definidlhatd az inverze:

i B A ¢t ={(b1),(d,2),(a,3),(c,4), (e,5)}.

| A\

A B A B B A
o 0 o 0 o O
Q.| {’9 Q.| {’@ @‘\ /@
o8 \ohe) 1o
e/ \e g/ _l\e e/ —1\6
va Pa 4
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Leképezések

Legyen ¢ : A— B, : B — C bijektiv leképezések. Ekkor

@ ¢! is bijektiv leképezés,

Q@ v lop=idy éspop!=idg,

Q@ (v ) t=p Wop)l=¢ptoypl
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