Hatvanysorok

Elmélet

Definition 1 (Definicié) Legyen adva egy xog € R szdm és egy {ax }32, valds sorozat. A

o0

Zak(m —20)" = ap + ay(x — 1) + az(z — 30)? + ...
k=0

fligguénysort xq korili hatvanysornak nevezziik. Az xy szdm a hatvanysor kézéppontja, x pedig

a valds vdltozo.

Definition 2 (Definicié) A hatvinysor konvergenciatartomdnydn a

o0

K = {c €ER| a Zak(c — x0)* szdmsor konvergens}

k=0
halmazt értyiik.

Nyilvanval6, hogy zy € K, tehat K # 0.

Theorem 3 (Tétel) Legyen K a > axn(x — x0)F hatvanysor konvergenciatartomdnya, és
k=0

r=sup{|c— x| | c € K} € [0, 0.

Har =0, akkor K = {zy}. Har = +o0, akkor minden c € R esetén a Y a(c—xo)* hatvdnysor
k=0
abszolut konvergens, és igy K = R. Ha pedig r € (0,00), akkor minden olyan c—re , amelyre

o0

lc — x| <7 (Jc— 20| > 1) a > ar(c— x0)* hatvdanysor abszolit konvergens (divergens), s ezért
k=0

(xog —ryx0+71) C K C g — 1,20 + 7).

Mivel a hatvdnysor konvergenciatartomédnya az r = 0 esettdl eltekintve intervallum, a
konvergenciatartomdany helyett a konvergenciaintervallum elnevezés is hasznélatos.

o0

Definition 4 (Definicié) Az el6z6 tételben szerepld r szimot a > ap(x — x0)* hatvdnysor
k=0

konvergenciasugaranak nevezzik.

Theorem 5 (Tétel) (Cauchy—Hadamard-képlet) Legyen r a > an(x — x0)F hatvdnysor
k=0

p = limsup+/|ax|.

k—o0

konvergenciasugara, és

FEkkor
0, ha p=+00

1
r= > ha p € (0, 00)
400, ha p=20
A hatvénysor konvergenciatartomanydnak meghatdrozasara gyakran jol hasznalhaté a kovetkezd

tétel.

Theorem 6 (Tétel) .Legyen r a
Zak(m —x0)F

k=0



hatvdnysor konvergenciasugara. Teqyiik fel, hogy ar # 0 véges szami kivétellel, és valamely
A € [0, 00] szdmra

A = lim ‘akJrl‘
koo fag| -

FEkkor
0, ha A = 400

1
"=\ T ha X € (0,00)
400, ha A=0

Definition 7 (Definicié) Legyen K a >~ ap(x —x0)* hatvdnysor konvergenciatartomdnya. Az
k=0

= Zak(:c —20)", wEK,
képlettel definidlt s : K — R fiigguényt a > ay(x—1x0)* hatvdanysor dsszegfiigguényének mondjuk.
k=0

Theorem 8 (Tétel) (Tagonkénti differencidlds). Ha a > an(x — x0)* hatvdnysor r
k=0
konvergenciasugara pozitiv, akkor a hatvanysor s 0sszegfiigguénye akdrhdnyszor differencidlhato

a konvergenciaintervallum belsejében, és n—edik derivdltja a hatvdinysor n—szeri tagonkénti
differencidldasdval kaphaté meg, azaz

o0

s'(z) = Zakk(x—lfo)k_la

k=1

s"(x) = Zakk (k—1) (z — x0)" 2,

s (x) = D ak(k—1) .. (k—n+1)(z —z0)* ",
valahdnyszor |x — xo| < 1.

Theorem 9 (Tétel) (Tagonkénti integrdlds). Ha a Y a(x—x0)* hatvanysor konvergenciasugara

pozitiv és [a, b] Tésze a hatvanysor kom)ergenciaintervallum_dnak, akkor a hatvanysor s 6sszegfiigguénye
tagonként integralhatd [a,b]—n, azaz

b

z — ) k+1 b
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Feladatok

1. Adja meg az aldbbi sor konvergenciatartomanyat!
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2. Adja meg az aldbbi hatvdanysor konvergenciatartomany&t és osszegfiiggvényét!
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