Matematikai feladatmegold6 verseny 2008 /09
3. fordul6 — megoldasok

1. Legyen
f(z) = 2x arctg = — In(1 + z?), z € R.

Azt kell belatni, hogy f(x) > 0 minden x € R esetén. Mivel
f/(z) = 2 arctg z, r € R,

ezért f'(x) <0,hax <0és f'(x) >0, hax > 0. Azt kapjuk, hogy f monoton csokkené a (—
és monoton névekedé a [0, 00)-en. Tehdt z = 0 az f fliggvény minimumbhelye, azaz f(z) > f(
minden x € R esetén.

0

00, 0]-4n
)

2. A sorozat n-edik tagja n'/" = f(n), ahol

f(z) = 2'/% = exp <llna:>, x> 1.
x

Minden z > 1 esetén

f(z) = exp (1 In :v) L1 -ma).

x x?
Az f fiiggvény folytonos, f' > 0 az [1,e) intervallumban és f' < 0 az (e, o0) intervallumban. Ezért
f szigorian monoton névekedd az [1,e] intervallumban és szigorian monoton csokkend az [e, 00)
intervallumban. Mivel 2 < e < 3, azt kapjuk, hogy a szorzat legnagyobb tagja vagy f(2) = V2,
vagy pedig f(3) = /3. A nyilvanval6
6
(V3) =9>8=(v2)

6

egyenl6tlenségbél /3 > /2 kovetkezik. Tehét a szorzat legnagyobb tagja /3.

5 6 0 0
4 5 2 0
det(As) = 3 - det(As) — 2 - det( 0 1 3 2 ) =3-det(As) —2-det(As)

0 0 0 1

5 6 0 0 0

4 5 2 0 0

det(Ag) =3 -det(As) —2-det(| 0 1 3 2 0 |)=3-det(As)—2-det(As)
0 0 1 3 2
0 0 0 0 1

Az As és Ag métrixok determindnsat az utolsé oszlop szerint fejtettiik ki, majd a masodik részmétrix
determinansat az utolsé sor szerint.

igy
dos1 =3 dp— 2 dpy



4. a) Egy lehetséges konstrukcié:
A bézisban 1év6 ay, a3 és a4 € R* vektoroknak szabadon vélaszthatunk harom darab R*-beli
linearisan fliggetlen vektort.
Példaul legyen

ag = (17 ]-7 17 ]-)7 as = (]-7 17 170)7 a, = (]-7 17070)

(Konnyen ellenérizhetd, hogy a fenti vektorok valéban linedrisan fiiggetlenek.)
A téblazat adatai alapjan:

al:_1'Q2+3'Q3+1'Q4:(3>372a_1)7
Q5:1'Q2+1'Q3+2'Q4:(4>472>1)>
b:2g2+4g3+3Q4:(9,9,672)

fgy a linedris egyenletrendszer:

31 4+ X9 + X3 4+ x4 + 4x5 9
31 4+ X9 + x3 4+ x4 + 4dx5 = 9
2x1 + X9 4+ X3 + 2x5 = 6
-X1 + X9 + X5 = 2
b) A megolddképlet alkalmazasaval:

X4 3 1 2

x3 | =14 |-|3 1 [ 1 ] ,

X 2 101 *5

azaz
x4 = 3 — (x1 + 2x5)

x3 =4 — (3X1—|—X5)
X9 = 2 — (—X1+X5)

A megoldashalmaz:
M = {£€R5|x1,x5 eER, z9o=2+x1—25, x3=4-—311 — T5, x4:3—1‘1—2x5}

c) A homogén egyenletrendszerre:

X4 0 1 2
x3s |=]0 -3 1]- [ 1 } ,
X2 0 11 5
AZaZ

X1 1 0 1 0

X2 1 -1 ] 1 -1

X3 = -3 -1 . Xl =x1-| -3 +x5- | -1 ,

X4 12 > 1 2

X5 0 1 0 1

ahol z1,z5 € R.
Léathaté, hogy a homogén egyenletrendszer megoldasvektorai eléallnak két nem parhuzamos

(azaz linedrisan fiiggetlen) vektor linedris kombindcidjaként, igy két dimenzids alteret alkotnak
R5-ben.

5. Alakitsuk 4t eldszor az X — Y = (-X) VY és a De Morgan azonossigokat hasznélva a kifejezést:
(FAB)— (-4)) = ((A— (-B)) = F)
= ((-F)V(=B)V(=4)) = ((mA) A (=B)) — F)
(=F)V (=B)V (-4)) = ((AV B) VF)
(FANBNA)V ((AVB)VF).

Ez utébbi kifejezés azonosan igaz, ha példaul az F' = —(A Vv B) formulédt valasztjuk. Egy masik
lehetséges valasztds, ha F' maga is tautoldgia, példdul FF = AV (—A).



6. Tekintsiik eldszor az

/
- - o1\ (412w — 1) — (@™ 1)
N P -
k=1 k=0
nx™t —nz® — 2" + 1
(x —1)?

Osszefiiggést. Ebbol az €™ = 1 azonossdgot felhasznalva kapjuk, hogy

Zn:k:k_l ne™l —npe" —e"+1 ne—-n-1+1 n
£ = = = .
Pt (e —1)2 (e —1)2 e—1



