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Bevezetés
A kémiai reakcidk, mint példaul a legegyszeriibb
2H, + Oy = 2H,0 (1)

a valésdgban nem egyetlen lépésben torténnek, hanem nagyon sok koztes
atomesoport ("molekulakezdemény", mint pl. H, Hy, O, O,, O3, H2O, HyOo,
HO, HO,) kozott végbemend tobb reakciélépés (elemi reakcid) bonyolult
sorozataként (mechanizmus), igy (1)-et Ssszetett reakciénak hivjuk').

Mind az elméleti kutatas, mind a gyakorlati technolégidk szempontjabdl
nagyon fontos megoldando feladatok a kovetkezok:

I) Adott atomcsoportok kozotti dsszes lehetséges elemi reakcié listézdsa,
vizsgalata, majd a kapott elemi reakcick dltal megvalésithat6 osszetett (végsd)
reakciok megkeresése.

IT) Adott kiinduldsi és végtermékek (termindlis molekuldk) kozotti
reakciokat (mint pl. (1)) eredményezd Osszetett reakcick megkeresése (az
els6 feladat "megforditasa").

Az els6 feladathoz hasonlé fontos probléma még: adott (kémiai) reakciok
egymads utdni sorozata éltal alkotott mechanizmusok, és e mechanizmusok
altal végsd soron létrehozott (Osszetett) reakciok megkeresése. (Példdkat a
dolgozat végén taldlunk.)

A résztvev) lehetséges elemi reakcidk és mechanizmusok nagy (exponen-
ciélis) széma miatt a feladat még a mai gyors szémitégépekkel sem egyszerti.

Természetesen az egymadasbdol nem levezethetd, vagyis minimdlis reak-
ciokat és mechanizmusokat keressiik.

A matematikai nyelven megfogalmazott fogalmakat (linedris algebrai szimp-
lexek) és eredményeket, valamint a kifejlesztett algoritmust a fizika, mat-
roidok (gréfok), hipergrafok korében is alkalmazhatjuk hasonlé problémak
kezelésére (14sd a PhD dolgozat 1.3. " Fizikai dimenziok" és 5. " Matroidok és
hipergrafok" (al)fejezeteit).

A kiilonb6z6 szinteken levé vektorok és szimplexek kozotti kapcesolatokat a
6. Fejezetben vizsgaljuk. Ha az atomoknak /reakciéknak nem csak mennyiségi
(anyagmegmarad4s), hanem tovabbi kémiai, fizikai jellemz6it (pl. égéshd) is
figyelembe vessziik, amit kiértékelési operdtornak neveziink, akkor a linedris
algebra jol ismert tételeinek kapjuk tjszeri alkalmazdsait.

1) Réaddsul a vegyészek kozott sincs egyetértés (1) részleteit illetden, Téth,J.,
Nagy,A.L., ZsélyI.: Structural Analysis of Combustion Models (arXiv:1304.7964
preprint, 2013) cikkiikben tobbféle elméletet is részletesen dsszehasonlitanak.
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1. Matematikai definiciék és a fobb problémak

A reakciékban szerepld atomok rogzitése utdn minden atomcsoport egy-
egy R™ -beli vektor, a reakciok ezen vektorok linedris kombinéciéi. Ha-
sonlé a helyzet rogzitett minimadlis reakciék kozotti mechanizmusok esetén
is. Amennyiben minimdlis reakciot illetve mechanizmust keresiink, akkor a
kivdlasztott vektoroknak minimdlis dsszefiiggo rendszert kell alkotniuk:

1. Definicié. (1.3.D.?)) Egy tetszbleges S C R"™ wektorhalmaz (linedris
algebrai) szimplex, ha minimélis Osszefiiggd, vagyis S (linedrisan) dssze-
fiiggo, de barmely T ; S walodi részhalmaza fiiggetlen. [

(A geometriai és affin szimplexek definici6it a PhD dolgozat 1.5., 1.6. és
1.7. pontjaiban (40.Def.) taldljuk, a kiilonb6z6 szimplexek kozotti kapcsola-
tot 4.18.D., 4.19.A. -ban (38.Def., 39.All.) frjuk le. A kiilonbz6 szimplexek
osszefoglaldsa és alkalmazédsaik bemutatdsa [2012b] kozleményiinkben taldl-
haté.)

A linedris algebrai szimplexek alaptulajdonsdgait a PhD dolgozat 1.5. alfe-
jezetében ismertetjiik.

2. Jelblés. Egy dsszefiiggd S = {by,...,br} C R™ vektorhalmaz kézvetleniil
megfeleltetheto eqgy

k
7=1

homogén linearis egyenletrendszernek, melynek van nemtrividlis x = [x1, ..., x]
€ R* gyoke. O

2) Az x.y.*. alaku 6sszetett hivatkozdsok a PhD dolgozat pontjaira mutatnak
(*¢ {A,D,L,S,T} és x. a fejezet sorszdma), mig az z.*. egyszerfi hivatkozdsok a jelen
Tézisfiizet pontjaira.



Dolgozatunkban els6sorban a kisvetkez6 kérdésekre kerestiink vélaszt (rész-
letesebben ldsd a PhD dolgozat 1.6. alfejezetében):

3. Probléma. (1.17.P.) Adjuk meg a (2) linedris egyenletrendszer megoldds-
halmazdnak részletes szerkezetét abban a specidlis esetben, amikor S = {by, ..., by}
C R" szimplex.

4. Probléma. (1.18.P.) Legyenek ay, ..., a,, € R™ tetszdleges, rogzitett vek-
torok. Ha ismertek a } -, cs;-a; =0 (homogén) linedris egyenletrendszerek
megolddshalmazai az dsszes S S {ay,...,a,} szimpler esetén, akkor ezek-
bol elo lehet-e dllitani a Z;nzl xj-a; = 0 homogén linedris egyenletrendszer
megoldashalmazat, és hogyan?

5. Probléma. (1.19.P.) Tetszbleges adott H = {vi,v,,...,v,,} C R"
(véges) vektorhalmaz esetén keressiik meg gyors algoritmussal a H -ban taldl-
hato osszes minimdlisan dsszefiiggo S C 'H részhalmazt, azaz szimplezet.

Algoritmusok futédsidejének kritikus pontja a lehetséges megolddsok (jelen
esetben a szimplexek) szdma:

6. Probléma. (1.20.P.) Adjunk also és felso becsléseket egy tetszoleges,
m -elemft H C R"™ vektorhalmazban tartalmazhaté S © H szimplexek lehet-
séges szamdra. (A dimenzid (n) rogzitése azt is jelenti, hogy H teljes dimen-
7i6s, vagyis kifesziti az egész R™ teret.)

Az alsé becsléseknél a parhuzamos vektoroknak (izomer molekuldk, tobb-
szoros adagok) lényeges negativ szerepiik van (1d. 34. Tétel), ezért fontos és
nehéz a kovetkezo:

7. Probléma. (1.21.P.) Adjunk also becslést egy tetszoleges, m -elemi
H C R™ vektorhalmazban tartalmazhaté S € H szimplexek lehetséges szamdra,
ha még azt is kikotjiik, hogy H -ban nincsenek parhuzamos vektorok és 'H tel-
jes dimenzios.

A fenti 6. és 7. Problémékkal kapcsolatos vizsgdlatokbdl kitiinik, hogy
mind a problémdk mind a megolddsok altaldnosabb struktirdkban is felvet-
hetok és kezelhetok:

8. Probléma. (1.22.P.) Adjuk meg a szimplex fogalmdanak megfeleléjét mat-
roidokban, majd adjunk also és fels6 becsléseket eqy tetszoleges, m -elemi
H részhalmazban tartalmazhaté S © H szimplexek lehetséges szamdra, ha H
teljes rangu.



9. Probléma. (1.23.P.) Adjuk meg a szimplex fogalmanak megfelel6jét hi-
pergrafokban, majd adjunk also és felso becsléseket eqy tetszoleges, m -elemi
H részhalmazban taldlhatés S € H szimplexek lehetséges szdmdra, a H -ra tett
megfelelo feltételek esetén.

Az atom-reakcié-mechanizmus-... hierarchidban a "magasabb rendii" vek-
torok az "alsébb szinten" lezajlé folyamatok outputjai.

10. Probléma. (1.24.P.) Adjunk matematikai definiciét a széchiomet-
riat hierarchia dltaldnos fogalmdra, majd tanulmdnyozzuk annak matema-
tikai tulajdonsdgait és kémiai, fizikai kovetkezményeit.

11. Probléma. A linedris kombindcickon til vegyiik figyelembe a reakciok
és mechanizmusok eqyéb kémiai és fizikai jellemzoit.

2. Az algoritmus és valtozatai

Az 5.Probléméra keresiink megoldést ¢és alkalmazasokat ([1991], [2000a)).

Az algoritmus

R"-ben minden szimplex legfeljebb n+1 elemii, egy m-elem{i vektorhalmaznak
dsszesen 1 (™) = (’:Ll) —1 ~ m""? legfeljebb ekkora méretii részhalmaza
van. Az osszes m™*? részhalmazt nem kell mind megvizsgdlnunk, mert:

12. Allitas. Figgetlen halmazok barmely részhalmazai is figgetlenek. O

A PhD dolgozat 2.1 alfejezetében ismertetett algoritmusunk a megvizsgélt
részhalmazok iigyes kivdlogatdsaval (PROCEDURE MODIFY eljdrds) az m" "2
részhalmaz helyett csak m™ ™! vizsgdlatot végez. H elemei természetesen sor-
barendezettek, a megvizsgdlandé S & H részhalmazok kivalasztdsa lexiko-
grafikus sorrendben torténik, a modositast pedig az "oda-vissza" ("back and
forth”) algoritmus mintdjara oldottuk meg: lehetbleg S utolsé elemeit toroljiik
és H kovetkezd elemével bovitjitk S-et. A PROCEDURE MODIFY eljérds rész-
letes leirdsa a 2.1. alfejezetben, forrdaskddja a 2.5. alfejezetben taldlhato.

A 12. Allit4s miatt az algoritmus véltozatlan forméban miikodik leszllé
hipergréfokban, tehdt matroidokban és gréafokban is.

13. Definicié. (2.5.D.) (i) A H = (V,E) hipergrifot leszdllonak nevez-
ziik, ha tetszbleges E, F €V részhalmazokra E € € és FF C F esetén F € £,
(i) H nem torz, ha {v} € & minden v € V esetén,



(iit) a fentiek esetén E elemeit fiiggetleneknek nevezziik,
(iv) eqy S C V részhalmaz szimplex, ha S dsszefiiggo (S ¢ E) de S barmely
valodi T ;Ct S részhalmaza fiiggetlen. [

14. Tétel. (2.2.T.) (i) Az algoritmus egyetlen szimplexet sem keriil el és
eqyiket sem sorolja fel kétszer; egyetlen részhalmazt sem vizsgdl meg kétszer.
(ii) Az algoritmus futdsa minden adathalmazra a lehetd leggyorsabb, vagyis
minden H adathalmaznak csak a legsziikségesebb részhalmazait vizsgdlja (lexi-
kografikus sorrendben). [

15. Tétel. (2.4.T.) H CR", |H| = m esetén az algoritmus legfeljebb m™ !
részhalmazdt vizsgdlja meg H -nak, a lépésszam legfeljebb O (m™ ). O

Az algoritmus tehdt polinom idejii. O (m"™!) &ltaldban nem csokkent-
hetd, hiszen az output szélséséges esetekben éppen ekkora, a 32. Tétel és a
33. Kovetkezmény szerint.

A tapasztalatok szerint az dtlagos méretii feladatok (néhany tucat vektor
10—20 dimenziés térben) a modern szamitégépeken mésodperc toredéke alatt
megoldhatok, futdsi eredményeket a PhD dolgozat 7. Fejezetében ismerte-
tiink.

Kiterjesztések és alkalmazasok

Az eredeti algoritmus inputjinak apré moédositdsdval és az output alapos
(nem bonyolult) elemzésével tobb, kapcsol6dé probléma is azonnal megold-
hat6, ezt a PhD dolgozat 2.2. alfejezetében ismertetjiik ([2000al).

A dimenzié csokkentése

(a) Ha egy vektor linedrisan fiiggetlen a tobbitél, akkor elhagyands. Ez a
vizsgalat csak O (m?) 1épés, mig a megtakaritott idé majdnem O (m™).

(b) Ha egy vektorban pontosan ketté nemnulla koordindta szerepel, akkor
ezt a vektort elhagyhatjuk és az Osszes maradék vektor dimenzidgjat tudjuk
1 -gyel csokkenteni. A kémia nyelvén egy ilyen vektor egy A = AB tipusi
reakciot jelent, tehat az 6sszes reakciéban A -t helyettesithetjiik AB -vel, ter-
mészetesen az algoritmus futdsa utdn a redukalt térben kapott minden M~
mechanizmust vissza kell alakitanunk az eredeti tér M mechanizmusdva. A
problémat és megolddsat a 2.2.0. alfejezetben matematikai szempontbdl is
megvizsgaltuk (2.6. Segédallitas és Kovetkezménye). (a) és (b) alkalmazdsa-
val a 7.7. Példa idéigénye 93mp-r6él 0.01mp-re zsugorodott!



Kozvetlen reakcidk keresése

Adott néhény X7, ..., X;, € RY reakcié, melyekben mind termindlis molekuldk
(nyersanyagok és végtermékek), mind nemtermindlis atomcsoportok szere-
pelnek. Olyan Y = Zle A X; mechanizmusokat keresiink, amelyeknek vég-
eredményei, az Y = R(A) overall reakcidk csak termindlis molekuldkat tar-
talmaznak. Kiemeljiik, hogy az Y overall reakciét sem ismerjiik!

A PhD dolgozat 2.2.1. alfejezetében két megoldést is adunk a problémara,
a két megoldds ekvivalencidjat is bebizonyitjuk a 2.3. alfejezetben.

Ko6zvetlen mechanizmusok keresése

Ismert egy vagy tobb R eredmény-reakcid, és ehhez a reakci6hoz vezetd
minimaélis mechanizmusokat akarjuk megkeresni. Ha csak egyetlen R reak-
ciénk adott, akkor az adott H := {Xjy,..., Xy} vektorhalmazt bovitsiik az
1ij Xga1 := R vektorral, és csak az R -et tartalmazé szimplexeket keressiik
meg. Ez elegendd, hiszen minden Z;tll Aj - X,; = 0 minimalis linedris kom-
bindciéban A; # 0 . A kapott M := ﬁ Z?Zl Aj - X; mechanizmus nyilvan
minimélis. A mdédszer tobb adott Ry, ..., R; végso reakcié esetén is konnyen
hasznalhaté. A részleteket a PhD dolgozat 2.2.2. alfejezetében taldlhatjuk.

Sem terminalis atomcsoportok sem reakciok nem ismertek

A legnehezebb eset, amikor a termindlis atomcsoportok nem ismertek, de
az 0sszes végso reakciora van sziikségiink. Futtassuk le egyszertien az algo-
ritmust az eredeti vektorhalmazra, ekkor a kapott szimplexekbol az 6sszes
végsd reakcié konnyen kiolvashatd, sét ekdzben a megfelelé minimélis me-
chanizmusokat is megkapjuk. Részletesen ldsd a PhD dolgozat 2.2.3. alfe-
jezetében.

A PhD dolgozat 7. " Szamitégépes eredmények" fejezetében kiilonbozo ese-
tekre taldlunk példdkat és futtatdsi eredményeket, magyardzatokat.

Algoritmusunkat és kiterjesztéseit az irodalomban talélt tobb més eljardsa-
val is 0sszehasonlitottuk a 2.4. alfejezetében.

I. TEZIS

i) Polinomidlis algoritmust adtunk adott H C R™ (sot H SV ha H =
(V,E) leszdlls, nem torz hipergrdf) szimplexeinek lexikografikus sorrendben
torténd felsoroldsara (PhD dolgozat 2.1. alfejezet).

ii) Bebizonyitottuk, hogy az algoritmus minden adathalmaz esetén a legrovi-
debb ideig fut, mindig polinomidlis idoben (2.2. és 2.4. Tételek).



iii) Megmutattuk, hogy a dimenzid esetleges csokkentésével a futdsidéd
bizonyos esetekben lényegesen lerovidithetd (2.2.0. alfejezet).

iv) Az algoritmus haszndlhatdsdagat kiterjesztettiik kozvetlen reakcick és
mechanizmusok keresésére, arra az esetre is, amikor sem termindlis atomc-
soportok sem reakciok nem ismertek (2.2.1., 2.2.2. és 2.2.3. alfejezetek).

v) Szamitégépen megualdsitottuk az algoritmust, tébb irodalmi példara
alkalmaztuk, és eredményeinket 6sszehasonlitottuk mds szerzok mddszereivel

(7. és 2.4. (al)fejezetek). W

3. Linearis egyenletrendszerek

Most a 3. és 4. Problémékra keresiink vélaszokat ([2012a},[2012b]). El6re-
bocsajtjuk, hogy homogén és inhomogén egyenletrendszerekre nagyon kiilon-
boz6 tsszefiiggések teljesiilnek.

16. Jelolés. Az A-x =0b és A-x = 0 alaku linedris egyenletrendszerek
megolddshalmazait My, ill. Mayg jeloli (A € R™™™, b e R"). Az A mdtriz
oszlopvektorait jeldlje a;, as, . . .,a,, € R", vagyis A = [a;,ay, . ..,a,,) . O

r=m

17. Feltétel. (32.F.) 0) MA,Q 7é {Q} és |MA7Q| >1 ,

i) A -ban nincsenek parhuzamos oszlopvektorok, specidlisan
1) A egyik oszlopvektora sem O ,

1it) A -ban nincs b -vel parhuzamos oszlopvektor. [

18. Definici6. (3.3.D.) (i) z € R™ esetén

supp (z) == {i <m:x; # 0} (3)

z tartohalmaza (support), specidglisan supp (0) =0 .

(i) Tetszoleges M C R™ esetén a z € M nemnulla vektornak M -re nézve
minimalis tartdja van, ha nincs olyan y € M nemnulla vektor, amelyre
supp (g) S supp (2) teljesiilne, z € M minimalis (M-re).

(tit) Tetszoleges M C R™ esetén

M™" .= {z € M : z minimdlis tartdji} . (4)

(iv) Mj{tién és Mﬁ“’g‘ az Myyp és Myo minimdlis tartdji elemeinek hal-

mazai, M;‘n’ién és MEB“ elemeit az A -z = b illetve az A -x = 0 egyenlet-
rendszerek minimalis megoldasainak nevezziik. O

A fenti minimalis- és a linedris programozasban fontos bdzismegolddsok
kozotti kapcsolatot és kiilonbséget a 30. Megjegyzésben részletezziik.



19. Allitas. (3.17.A.) Legyen z € MR, vagyis z egy minimélis (nem-
nulla) megolddsa az A - z = 0 egyenletnek. Ekkor az A egyiitthatomdtrixz z
dltal "haszndlt" oszlopvektorainak halmaza

S, ={a; i € supp ()} CR" (5)
minimalis (linedrisan) dsszefiiggd halmaz, vagyis (algebrai) szimplex. [
20. Definicié. (3.7.D.) x € R™, A e R™™ és H C {1,...,m}, |H| =h
esetén x és A megszoritasa a H halmazra:

zlg : =[v:i€ HeR" (6)
Alg : =la;:i€ H € R, O

Homogén egyenletrendszerek

21. Tétel. (3.10.T.) Legyen z € Mﬁl’ign eqy tetszoleges minimdlis megolddsa
az A-x =0 egyenletnek, z # 0 . Ekkor az

(A |supp(5)) y=0 (7)

egyenletnek (konstans szorzotdl eltekintve) egyetlen y € R" (h = |supp (2)])
megoldasa van, mégpedig

Y= - Z |3upp(£) ()\ S R) O (8)
Tehét a (7) egyenlet megolddsa egyértelmii (skaldrszorzo erejéig), ameny-
nyiben z € M;ﬁign minim4lis. (Ld. még az 1.13. Tételt és 3.19. Koévetkezményét,
a 3.21. Kovetkezményt és a 3.22. Allitdst a PhD dolgozatban.)
22. Tétel. (3.20.T.) Tetszoleges A € R™™ mdtriz a,, a,, . . ., a,, 0szlopvek-
torai kozil kivdlasztott tetszoleges S € {ay, ay, .. .,a,,} szimplexhez az Ax =
0 homogén linedris egyenletrendszernek van olyan x megolddsa, amely pon-
tosan S elemeit haszndlja, azaz
S={a;:i€supp(z)} . O (9)
A 4. Probléma megoldésa:
23. Tétel. (3.13.T.) Az M}§ S R™ halmaz generdlja az Mo S R™ al-
teret, tetszoleges A € R™™ mdtriz esetén. [
24. Kovetkezmény. (3.15.K.) Az A-x = 0 egyenletrendszer barmely x €

M 4o megolddsdnak tartshalmazat lefedik a minimdlis megolddsok (tartohal-
mazai):

supp (z) €| J {supp (2) : z € M3Y} . O (10)

25. Megjegyzés. M;{fg‘ nem parhuzamos elemei lehetnek linedrisan 6ssze-
fliggoek. Hasznos lenne Mﬁl’ign egy bdzisdt felderiteni. [



Inhomogén egyenletrendszerek

26. Tétel. (3.23.T.) Legyen z € M;ﬁg‘ egy minimalis megolddsa az Az = b
(b # 0) inhomogén egyenletrendszernek és legyen H := supp (z) . Ekkor az

(A |H)QZZ_) (11)
egyenletrendszer egyetlen megolddsa y =z |z . 0O
A 4. Probléma (egyik) altaldnositasa és megolddsa a kovetkezo:

27. Probléma. (3.24.P.) Az A-x = b inhomogén egyenletrendszer 0sszes

i

megoldasa elodllithatd-e minimdlis megolddsokbol, azaz Mfg‘ elemeibol?

28. Tétel. (3.25.T.) Mindegyik z € My vektor felirhato mint M3 néhdny
vektoranak affin kombindcidja plusz a homogén A - x = 0 egyenletrendszer
eqy megolddsa, vagyis

I I
T = Z @iz, Yy ahol Z a; =1 (12)
i=1 i=1

és z; € MY minimdlis megolddsok (a; € R) ésy € MaoU{0} . O
29. Kovetkezmény. (3.26.K.) MYy U MRYF generdlja Myy -t. O

Ez altalanositdsa a jol ismert My = z + M Osszefiiggésnek, minimdlis
megolddsvektorokra.

30. Megjegyzés. (3.18.M.) Minimalis- és bézismegoldédsok kapcsolata:
Inhomogén egyenletrendszereknél az x bdzismegolddsok az A egyiitthato-
mdtriz - mint oszlopvektorainak halmaza - bézisainak felelnek meg, vagyis
mindig A -nak r db oszlopvektordhoz tartoznak ahol r = r (A) az A matriz
rangja. Mivel fiiggetlen vektorokbsl barmely b vektor legfeljebb egyféleképpen
allhat elo, ezért egy bézismegoldas pontosan akkor minimadlis, ha nemdege-
neralt.

Homogén egyenletrendszereknél eqy bdzismegoldds mindig tartalmazza A -
nak egy bazisat plusz A -nak pontosan egy tovdbbi (oszlop)vektordt. Tehdt
homogén esetben minden bdzismegoldds pontosan r + 1 elemiti, A -nak 6ssze-
fiiggo oszlopaira "hivatkozik". Marpedig adott (r + 1) szama dsszefiiggd vek-
tor nem mindig minimdlis (azaz szimplex). Megforditva: A -nak egy mini-
mdlis megolddshoz tartozo oszlopvektorai ugyan mindig minimdlis dsszefiiggo-
ek (azaz szimplex), de gyakran r + 1 -nél kevesebben vannak. [
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II. TEZIS

i) Részletesen meguizsgaltuk a homogén és az inhomogén linedris egyenlet-
rendszerek minimélis (lesziikitett) megolddshalmazainak szerkezetét, a szimp-
lexekhez és a teljes megolddsokhoz vald viszonyukat (3.4.- 3.10.Alh’tésok).

ii) Homogén egyenletrendszereknél beldttuk, hogy a minimdlis megoldasok
(MR generdljak az dsszes megoldast (3.13. Tétel).

iii) Inhomogén egyenletrendszereknél beldttuk, hogy M A elemet felirhatok
Mjfibn néhdny vektoranak affin kombindcidja plusz Ma g egy eleme dsszegeként
(3.25. Tétel).

iv) Leirtuk a minimdlis- és bazismegoldasok kapcsolatat (3.18. Megjegy-
zés). M

4. R" szimplexeinek szama

A 6. és 7. Problémékra keresiink vélaszokat. ([1995], [1998], [2011])

31. Jelolés. (4.2.J.) simp (H) jeloli a H C R™ halmazban levd S C 'H
szimplexek szamat. [

A maximum

A szimplexek Sperner-csalddot alkotnak, igy Sperner jél ismert tétele
felsé becslést ad simp (H) értékére. Azonban benniinket a széls6séges H
vektorhalmazok linedris algebrai szerkezete érdekel.

32. Tétel. (4.5.T.,/1995]) Tetszbleges, adott elemszami H C R™ részhal-
mazra, ami kifesziti R" -et, simp(H) pontosan akkor mazximdlis, ha H
barmely n vektora linedrisan filiggetlen. 0

33. Kovetkezmény. (4.6.K.) Tetszbleges m -elemtt H CR™ részhalmazra,

amely kifesziti R™ -et
m
' < 13
simp < (1) 13

és a becslés éles, vagyis van olyan H amelyre (13)-ban = teljesil. [

Az adott atomok tehdt az egyes vegyiileteket nagyon "ssze-vissza" meny-
nyiségben kell, hogy felépitsék (pl. Vandermode determinéns mintéjara).
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A minimum parhuzamos vektorokkal

34. Tétel. (4.7.T.,[1995]) Tetszdleges, adott elemszdmi H CR™ részhal-
mazra, ami kifesziti R" -et, simp (H) minimdlis, ha H vektorai n db ekvi-
valencia osztdlyba sorolhatok a "pdrhuzamossag” reldcio alapjan, ezek az 0sz-
talyok méretei legfeljebb 1-gyel térnek el eqymdstdl, és az osztalyok (reprezen-
tansai) linedrisan figgetlenek, vagyis bazist alkotnak R™ -ben.

|H| > 2n esetén ez az egyetlen minimdlis konfigurdcic. O

35. Kovetkezmény. (4.12.K.) Ha feltesszik, hogy H kifesziti R"-et és
‘Hl|=m=an+b (0<b<n), akkor

b (“TN b by () < simp(H) | (14)
(5) roen- ()

és a becslés éles. m > 2n esetén a szélsoséges H halmaz szerkezete egyértelmii.
Amennyiben m oszthaté n -el, az alsé korldt egyszeriibb alakot vesz fel:

m

n- (g) < simp(H) . O (15)

Megjegyezziik, hogy n +1 < m < 2n — 1 esetén a minimadlis szdmud szimple-
xeket tartalmazé H halmazok szerkezete nem egyértelmi:

36. Példa. (4.14.P.) Legyen n+1 < m < 2n — 1 . Rogzitsink eqy K =
{ﬁ, ...,e_n} C R" tetszbleges bazist, és legyen 11 = {1y, ..., Iy} egy tetszbleges
particidja K -nak, |Z;| > 2 ésm =n+{ < 2n—1 . Legyen j < { esetén
vj = Ziezj e tetszbleges vektor, ahol a p; # 0 . Mivel az 1.11. Segéddllitds

szerint az
S; ZZIjU{ﬁ} =0
halmazok mind szimplexek, ezért a
Hin = {ex, - enf U{v1, - ve}
halmazra |Hp| =n+{0=m és simp(H)=(. O

Az als6 korldtot a kizdrdlag parhuzamos vektorokbdl (izomer molekuldk
vagy tobbszoros adagok) allé H vektorhalmazok érik el, tehét kézenfekvt a
parhuzamos vektorok kizdrdasa.



12

III. TEZIS

i) Altalanos felsé éles becslést adtunk adott dimenzids és elemszamaii
vektorhalmaz szimplexeinek szamdra: simp(H) < (nﬁl) és lefrtuk a szél-
so6séges H halmazok egyértelmil szerkezetét (PhD dolgozat 4.5. Tétel).

ii) Altalanos alsé éles becslést adtunk adott dimenzids és elemszdmaii vek-
torhalmaz szimplezeinek szamdra: b- (“3') + (n —b) - (3) < simp(H) , és
bebizonyitottuk, hogy m > 2n esetén a szélsoséges H halmazok szerkezete

egyértelmi (4.7. Tétel). W

A minimum parhuzamos vektorok nélkiil

A tovabbiakban a kovetkezo feltétel mellett vizsgédljuk a szimplexek széaménak
lehetséges legkisebb értékeit:

37. Feltétel. (4.16.F.) A H C R" vektorhalmazban nincsenek pdrhuzamos
vektorok, specidlisan 0 ¢ H . O

A dimenzié csokkentése

‘H vektorait azok skaldrszorosaival helyettesitjiik, majd R" egy alkalmas
hipersikjaval elmetszve a probléma n — 1 dimenziéba kertil:

38. Definicié. (4.18.D.) Tetszbleges h € R" vektorra és H C R™ halmazra
Ah:={N-h:XeR, N#0}, AH:={Ah:hcH}

és tetszoleges n — 1 -dimenzids P C R™ hipersikra, ami nem pdrhuzamos 'H
egyetlen elemével sem HP := AHNP . O

Az n — 1 -dimenziés P hipersikot természetes médon azonositjuk R"!-gyel.

Amennyiben az S C R™ halmaz (linedris algebrai) szimplex, akkor annak
S? c R*! képe affin szimplex (ld4sd a PhD dolgozat 1.5. alfejezet 1.5., 1.6.
és 1.7. Definiciéiban).

39. Allitas. (4.1 9.4. ) Természetes modon taldlhato egy bijektiv megfelel-
tetés H? C P (azaz HP C R™™') és H C R™ kdzitt, hasonldan H” affin és H
linedris algebrai szimplexei is megfeleltethetoek eqymdsnak, kovetkezésképpen

('H”| =|H| and simp, (H”) = simp,(H) . O (16)

(Tovabbi részleteket a PhD dolgozat 4.3.1. alfejezetében taldlunk.)

Az n = 3 és n = 4 esetek szemléletesen is megfogalmazhatdk:
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40. Definici6é. (1.7.D.) (i) Tetsztleges sikbeli S C R? ponthalmaz affin
> 3 -elemi szimplex, ha S hdarom, eqy egyenesbe esé pont,
> 4 -elemt szimplex, ha S néqgy tetszoleges pont, de kozilik semelyik hdrom
nem esik eqy egyenesbe,
> R? -ben nincs tébb affin szimplex.

(i1) Tetsz6leges térbeli S C R? ponthalmaz affin
> 3 -elemi szimplex, ha S hdrom, eqy egyenesbe esoé pont,
> 4 -elemt szimplex, ha S néqy, eqy sikba esoé pont, és koziilik semelyik
harom nem esik eqy egyenesbe,
> 5 -elemi szimplex, ha S it tetszbleges pont, de kézilik semelyik négy
nem esik eqy sikba,
> R3 -ben nincs tébb affin szimplex. [

R3 szimplexei

H C R3 térbeli vektorok helyett tehét sikbeli pontokrdl beszélhetiink.

41. Tétel. (4.20.T.,[1998]) Tetszbleges, adott elemszdmi H C R3 wvek-
torhalmazra, ami kifesziti R® -et, H -ban nincsenek pdrhuzamos vektorok
és 8 < [H| , simpi(H) pontosan akkor minimdlis, ha H elemei két (H -
ban) metszo sikon helyezkednek el, és az egyik sikon pontosan hdarom H -beli
vektor taldlhats. (Vagyis vannak uq,us,us € H linedrisan figgetlenek: H
-nak pontosan eqy tovdbbi eleme esik [u1,us] -be, H 0sszes maradék vektordt
[ug, us] tartalmazza.) 0O

Atfogalmazva sikbeli affin szimplexekre:

42. Tétel. (4.20.T.) Tetszbleges, adott elemszdmii H C R? ponthalmazra,
ami nem egy egyenesre esik és 8 < |H| , simpq,(H) pontosan akkor mini-
mdalis, ha H elemei két (H -ban) metsz6 egyenesen helyezkednek el, és az
eqyik egyenesen pontosan hdarom H -beli pont taldlhats. [J

43. Kévetkezmény. (4.22.K.) Amennyiben H CR? kifesziti R® -et, H -
ban nincsenek parhuzamos vektorok és 4 < |H| , akkor

(m;2> +1+ (m2_3> < simp(H) < <T> ,

és mindkét becslés éles. [

A 8-nél kevesebb elemii optimélis ‘H halmazok felsoroldsat a PhD dolgozat
4.3.2. alfejezetének végén talaljuk.
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R* szimplexei

44. Tétel. (4.23.T., [2011]) Tetszbleges, adott elemszdmi H CR* vektorhal-
mazra, ami kifesziti R*-et, H -ban nincsenek pdrhuzamos vektorok és 24 <
|H| , simpe(H) pontosan akkor minimdlis, ha H elemei két diszjunkt,
2 -dimenzids sitkon helyezkednek el, és a két sikon levo wvektorok szamdnak
eltérése legfeljebb 1. (Masképpen: vannak uy, us, us, uy € H linedrisan fiiggetlen
vektorok, amelyekre az [uy,us] és [ug,uq| sikok H-nak |m/2| illetve [m/2]
vektordt tartalmazzak.) O

A dimenzié cstkkentése miatt ezzel ekvivalens:

45. Tétel. (4.24.T.) Tetszbleges, adott elemszdmi H CR? ponthalmazra,
ami nincs eqy stkon és 24 < |H| , simp,(H) pontosan akkor minimdlis, ha
H elemer két kitéro egyenesen helyezkednek el, és a két eqyenesen levd pontok
szdmdanak eltérése legfeljebb 1 . [

46. Koévetkezmény. (4.25.K.) Amennyiben H CR* kifesziti R* -et, H -
ban nincsenek parhuzamos vektorok és 24 < |H| , akkor

<Lm3/2J) . ((mg/ﬂ) < simp (H) |

és a becslés éles. [

A 4 < |H| < 23 eseteket szamitégéppel lehetne megvizsgédlni. Eddig csak
a legfeljebb 8 -elemii H halmazokra sikeriilt ellendrizniink, hogy a szélsdséges
halmazok szerkezete csak a 44. Tételben leirt lehet.

Tovabbi problémak és sejtések

A 7. Probléma n > 5 esetén mdig megvilaszolatlan. Az dltaldnos sejtés 1998
-ban, szamitégépes kisérletezések utdn fogalmazédott meg:

47. Sejtés. (4.27.S., [1998]) Tetszbleges, adott elemszamai H CR™ részhal-
mazra, ami kifesziti R™ -et, 'H -ban nincsenek pdrhuzamos vektorok és 'H
elemszama megfeleloen nagy, simp(H) pontosan akkor minimadlis, ha

1) paros n esetén H -ban vannak olyan us, ...,u, linedrisan fiiggetlen vek-
torok, amelyekre H dsszes tobbi eleme az [uy,ug| , [us,usg] .., [Up_1, U]
stkokon helyezkedik el, mégpedig ezek a sikok H -nak majdnem ugyanannyi
vektordt tartalmazzdk (az eltérés legfeljebb 1).

2) paratlan n esetén H -ban vannak olyan us, ..., u, linedrisan figgetlen vek-
torok és egy tovdbbi v € [u,_1,u,] vektor, amelyekre H 0Osszes tobbi eleme
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az [ug,ug] , [ug,ug] ... , [Un_2,un_1] stkokon helyezkedik el, mégpedig ezek a
stkok H -nak majdnem ugyanannyi vektordt tartalmazzak (az eltérés legfeljebb
1), és a nagyobb indexti vektorok dltal kifeszitett sikokon van esetleg kevesebb
vektor. [

A probléma &dltaldanositasa a gyakorlatban is fontos lehet: csak a legaldbb
k molekula esetén létrejovo reakciokat keressiik:

48. Probléma. (4.28.P.) a) wvdltozat: Adott n,m,k € N esetén azon
H C R, |H| = m -elemf vektorhalmazok esetén, melyek kifeszitik R™ -et,
mennyi simp (H) legkisebb értéke HA csak a legaldbb k -elemi szimplexeket
szamoljuk, és milyen szerkezettiek ezek a szélséséges H halmazok?

b) wvdltozat: ugyanaz, mint a), de feltessziik még, hogy H -ban nincs is k
-ndl kisebb mérett, szimpler. [

Lasd még a 68. és 71. Sejtéseket alabb. Algoritmusunk mdédositdsaval
(PhD dolgozat 2.2. alfejezet) kapcsolatban meriil fel a kovetkezo:

49. Probléma. (4.29.P.) Tetszoleges rogzitett V := {vy,..., v} C R™ vek-
torhalmaz és m € N esetén mennyi lehet a H C R", |H| = m -elemi
vektorhalmazokban (melyek kifeszitik R™ -et) a legaldbb egy V -beli elemet
tartalmazd, vagyis az SNV # () feltételt kielégito S C H szimplexek (akarmi-
lyen mérettiek) minimadlis illetve maximadlis szdma, és milyen a szélsdséges
értékeket add H halmazok szerkezete? (Az SNV # () feltételt kielégité S C 'H
szimplexek szamat jelolje simpy (H).) O

IV. TEZIS

i) Csokkentettiik a dimenzidt parhuzamos vektorok kizdrdsa esetén (PhD
dolgozat 4.3.1. alfejezet).

ii) R® -ban éles alsé becslést adtunk a szimplexek szdmdra pdrhuzamos
vektorok hidnya esetén, és meghatdroztuk a szélsoséges halmazok szerkezeteit,
amely |H| > 8 esetén egyértelm (4.20. Tétel, [1998]).

iii) R*-ben éles alsé becslést adtunk a szimplexek szdmdra pdrhuzamos
vektorok hianya esetén és meghatdroztuk a szélsoséges halmazok egyértelmi

szerkezeteit |H| < 8 és |H| > 24 esetén (4.23. Tétel, [2011]). W

5. Matroidok és hipergrafok

A 8. és 9. Problémadkra keresiink valaszokat.

50. Jelolés. Altalaban m jeloli az M = (X, F) matroid (vagyis alaphal-
mazdnak) méretét, n pedig rangjat, 0 <n <m . O
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Maximum matroidokban

A PhD dolgozatban leirt 1. Konstrukcio segitségével kionnyen beldthatjuk:

51. Tétel. (5.4.T.) m = n+ 1 esetén barmely matroidban pontosan 1 kor
van. Az m > n + 1 esetben csak az U,,, uniform matroid tartalmazza a
legtébb kort, (";1) szdmait. O

52. Tétel. (5.7.T.) Csak U,,,, -ben lehet mazimdlis szami bézis: (Tg) dv.OJ

Minimum matroidokban

53. Tétel. (5.8.T.) Tetszbleges m és n esetén, ha a matroidban megenge-

diink hurkokat is, akkor egyetlen M matroidban van a lehets legkevesebb
bézis, nevezetesen 1 bdzis van M, -ban. O

54. Tétel. (5.9.T.) Tetszbleges m ésn esetén barmely, m elemt és n rangi
matrotdban legaldbb n—m kor van. Egy matroidban pontosan akkor van n—m
kor, ha a matroid kérer pdronként diszjunktak. 0]

55. Megjegyzés. (5.10.T.) Az 53. Tétel bizonyitdasdban definidlt M)
matroidban szintén m — n paronként diszjunkt kor (hurok) taldlhats. O

A dolgozat 2.Konstrukciéjat hasznéaljuk, ha hurkokat nem engediink meg.

56. Tétel. (5.13.T.) Tegyiik fel, hogy M -ben sem nagy korck sem hurkok
nincsenek. Legyen {ai,as, ..., a,} eqy rogzitett bazis, és jeldlje ¥; az a; elem-
mel parhuzamos elemek szamdt (a; -t is beszamitva, i = 1,2,...,n). FEkkor
M pontosan akkor tartalmaz minimdlis szama kort, ha |9; — ;| <1 (i # j).

57. Kovetkezmény. (5.14.K.) Az m elemi, n rangi, hurokmentes mat-
roidok kérében a korok minimélis szdma (m = an+0b , 0 < b < n esetén)

m

b- (agl) +(n—>)- (g) , és ha m oszthaté n -el: n - (5) . 0
A minimalis szamui kort tartalmazé matroidok szerkezete csak m > 2n
esetén egyértelmii:

58. Tétel. (5.15.T.) Az m méretli és n rangi, hurokmentes matroidokban
pontosan akkor van minimdlis szamai kor, ha

a) m < 2n esetén: a korok paronként diszjunktak,

b) m > 2n esetén csak 2 -elemi korék (parhuzamos elemek) vannak, és a
parhuzamossagi ekvivalenciaosztdlyok méretei legfeljebb csak 1 -gyel térnek el
egqymastol. U
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59. Tétel. (5.21.T.) Az m méretti és n rangu, hurokmentes matroidok-
ban pontosan akkor van minimalis szami bdzis, ha van olyan {ay, as, ..., a,}
bazisa, amelyre M barmely mds eleme parhuzamos a; -gyel. O

60. Kévetkezmény. (5.23.K.) Hurokmentes matroidokban a bdzisok mi-
nimdlis szdma m—n+1 , a szélséséges matroid szerkezete egyértelmt. [J

A fenti szdmos eredmény ellenére a matroidok bézisainak és koreinek
szamét illetden az altaldnos eset még nyitott probléma, amit a PhD dolgozat
5.5. alfejezetében ismertetiink.

Hipergrafok

Hipergréfok esetében mar a probléma megfogalmazasa sem konnyti, most
csak egy egyszerli viltozatot ismertetiink meg és igazolunk, altaldnosabb
eredmény [2013al-ban varhaté. H = (V, &) egy hipergraf, V # 0, £ C P (V).

61. Definicié. (5.24.,5.25.D.) Tetszoleges k € N természetes szam esetén
(i) & ak -elemi élek halmaza: & :={F €& : |E| =k},

(ii) V barmelyik k -elemi részhalmazat k -csicsnak nevezziik,

(1ii) V azon S C V csucshalmazait, amelyeket egyetlen € -beli él sem fed le:

SZE minden E € £ esetén, (17)

altalanos helyzetueknek nevezzik |

(iv) a (17) feltételt kielégito k -csicsok neve k -guldk,

(v) a4 -csicsokat quadnak, a 4 -guldkat pedig tetraédereknek is nevezziik,
(vi) az S C V részhalmaz4 -(elemi) szimplex, ha S quad de nem tetraéder:

SCE walamely E € & -re, (18)

Sy a 4 -elemt szimplezek halmazdt jelols.

(vii) a T CV  b-csics 5 -(elemil) szimplex, ha egyik részhalmaza sem
4 -elemi szimplex:

FZT barmelyik F € Sy -re, (19)

vagy mdsképpen: T minden £ -beli E élet legfeljebb 3 pontban metsz:
TNE| <3 (E€&), azh -elemi szimplexek halmazat Ss jeloli. [

62. Feltétel. (5.27.,5.29.F.) i) & =0 hal<3,
11) Tetszbleges F1, Ey € £ |, Ey # Ey élekre (mérettol fiiggetlendil)

EyNE)|<2. O (20)
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63. Probléma. (5.28.P.) Mekkora az

s (m) := |Sa| + |S5| (21)
0sszeg minimalis értéke, ha m := |V| rogzitett?
64. Tétel. (5.30.T.) A 62. Feltételek és m > 58 esetén
1
s(m) > (ZL) - éClmS — 0 (m? (22)
ahol Cy < 17 ésm > 58 . L]

Tovabbi kérdések matroidokban és hipergrafokban

65. Probléma. (5.33.P.) Hatdrozzuk meg rogzitett méreti, és rangi, hurok-
és pdrhuzamos elemek nélkiili matroidokban a bazisok és kordk minimdlis
szamdt, és keressiik meg a szélsbséges matroidok szerkezetét!

66. Definicié. (5.34.D.) Egy (tetszbleges) matroid derékbdsége a legrivi-
debb (legkisebb) korének hosszdt jelenti. O

67. Probléma. (5.35.P.) Mennyi a bdzisok és korék minimdlis széma azon
matroidokban, amelyek derékbosége k ahol k € N réogzitett? O

Oxley [097] egyik idevonatkozo sejtése a kivetkezo:

68. Sejtés. (5.36.S., [097]) Tetszdleges m elemi és k derékboségt M mat-
rotdok esetén minimdlis szdmi kére az U,,_3 i uniform matroidnak van, igy

1+3~(Z:f’>+3~(72__§’)+(z__§>gsz’mp(/\/l). O (23)

Végiil megprébaljuk a 64. Tétel eredményét is dltaldnositani.

69. Definicié. (5.37.D.) Tetszbleges k € N szamra az E € &1 élt majd-
nem-szimplexnek (semi-simplex) nevezziik, ha E -ben nincs Ey-beli él,
azaz B 2 F ha F €& . Ak+ 1-elemt majdnem-szimplexek halmaza legyen

&, . O (24)

70. Probléma. (5.38.P.) Tetszbleges rogzitett m,k € N, m = |V| szdmokra
keressiik meg az aldbbi dsszeqg minimélis értékét:

sk (m) =&l + €| - (25)
71. Sejtés. (5.39.5.) A (20) feltétel esetén, tetszoleges k szdmra

s (m) > (’Z) —o(m*Y) . O (26)

Tovébbi eredményeinket [2013a]-ben tervezziik kozzétenni.
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V. TEZIS

i) Eles felsé becslést adtunk adott rangi és méretis matroidokban a korok
és bazisok szdmdnak lehetséges értékére és meghatdroztuk a szélsoséges matroi-
dok szerkezetét (PhD dolgozat 5.4. és 5.7. Tételek).

ii) Eles als6 becslést adtunk adott rangi és méretti, matroidokban a kiorok
és bazisok szamdnak lehetséges értékére, ha hurkok lehetnek a matroidban, és
meghatdroztuk a szélséséges matroidok szerkezetét (5.8. és 5.9. Tételek).

iii) Eles als6 becslést adtunk adott rangi és méretti matroidokban a kiorik
és bdzisok szamdnak lehetséges értékére, ha parhuzamos elemek lehetnek,
hurkok nélkil (5.13., 5.15. és 5.21. Tételek).

iv) Hasonld éltalanos kérdést fogalmaztunk meg és oldottunk meg hiper-
grafok korében (5.24.,5.25. Definicidk és 5.30. Tétel). W

6. Hierarchia és kiértékelési operator

A 10. és 11. Problémdkra keresiink vélaszokat.
Ebben a fejezetben tett definicidk és tételek ugyan matematikailag egysze-
riiek, de a kémidban és fizikdban nagyon jol hasznosithatéak ([2000b)).

Hierarchia

A reakciok éppigy atomcsoportok linedris kombingciéi, mint az atomcsopor-
tok atomokbdl épiilnek fel, és a mechanizmusok szintén linedris kombindcioi
(az el6bb megtalélt) reakcicknak. A kovetkezd szint kiinduldsi vektorai éppen
az eloz6 szint megoldédsvektorai. A problémét az izomer molekuldk okozzdk,
melyek nem azonosak, de 6sszegképletiik azonos.

72. Definicié. (6.3.D.) Legyenek A, = {A7,..., A% } tetszbleges, véges,
diszjunkt halmazok ha v € N | L, = {Z?;’l aj - A7 aj € Z} formalis

véges 0sszegek és legyen
Ly = (Ls,+,°) (27)

az A, dltal Z felett generdlt szabad modulus (Z-vektortér).
A, elemeit A,_1 elemeinek linedris kombindcidiként képzeljik el, de egyen-
loséget nem tehetiink, ezért van sziikségiink az aldbbi A, fiigguényekre.
Tetszoleges A, : A, — L, (0 < z) figguények nyilvin egyértelmiien
kiterjeszthetok

Ay Ly — Lo (28)
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homomorfizmussd.

A fenti L, algebrikat hivjuk o sztéchiometriai hierarchia v -edik szint-
jének és a A, fligguényeket kiozottik sztochiometriai kapcsolatoknak,
ha a fenti feltételeken til minden 1 < x esetén még teljesiil az anyagmeg-
maradds dltalanositott kévetelménye is:

Ay 10A, =0 . O (29)

Kiértékelési operator

73. Definicié. (6.5.D.) (i) Tetszoleges véges {C1,...,Cy} halmaz elemeit
komponenseknek, az elemek (barmilyen) S =" s;-C; (s; € R) linedris
kombindcidjat struktdrdnak, a struktirdk V= {>." | s;-C;:s € R}
(formdlis) vektorterét anyaghalmaznak hivjuk.
(i) Az L:V — R linedris funkciondlokat kiértékelési operdtoroknak
nevezziik (V' -t nyilvan azonositjuk R"-el). O

74. Tétel. (6.6.T.) Barmely V anyaghalmazon csak
LS)=) ai-s (30)
i=1

alaki kiértékelési operdtorok léteznek, ahol a = [ay,...,a,]T € R" az
L :V — R operdtorhoz egyértelmiien tartozé egyitthatévektor (a; = L (C;)),
az s; eqyiitthatokat a 73. Definicidban hatdroztuk meg. O

A fenti Tételbdl azonnal kapjuk Hess jélismert torvényét:

75. Tétel. (6.7.T., Hess torvénye) Ha az Xi,..., Xy reakcick silyozott
dsszege a nulla (iires) O mechanizmust eredményezi, akkor a H(X1), ..., H(Xk)
reakciohok ugyanezen linedris kombindcidja a 0 valds szamot adja. U

Mivel V* 2 V* | {gy

76. Tétel. (6.8.T.) Ha'V -t n komponens alkotja, akkor egyszerre legfel-
jebb n linedrisan fiiggetlen kiértékelési operator adhatd meg, tovdbbd barme-
lyik ilyen Ly, ..., L, linedrisan fiiggetlen kiértékelési operdtor(halmaz) linedris

kombindcidi elodllitjak az 6sszes lehetséges L kiértékelési operdtort L = oy L1+
. +a, L, alakban. O

A Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz egyenl6tlenség alapjan:
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77. Tétel. (6.9.T.)Tetszbleges V' anyaghalmazra és barmely L : 'V — R
operdtorra létezik ¢ € RT walds szdm, amelyre

| £(S) |<c-[IS] (31)

tetszbleges S € V' struktirdra, ahol ||S|| = /s3+ ...+ s2 ,c=/a?+ ...+ a2

és az s; és a; szdmokat a 72. Definicé és a 74. Tétel hatdrozzik meg. [

78. Tétel. (6.10.T.) Amennyiben V; generdtorrendszere {C,...,Cy},
Vo generdtorrendszere {D,..., Dy}, {Cy,...,C.} N {Dy,...,Dp} =0
ésV =Vi®V,y, akkor V -n kizdrdlag csak

L=L|, &Ly, , (32)

vagyis L£(S) = 3 i_ ;- si + )i, by - t; alaki operdtorok lehetségesek, ahol

1

természetesen S =Y s;- C; + 27:1 ty-D; . O

79. Tétel. (6.11.T.) Barmely két skaldrszorzat, A,B:V xV — R esetén
valamilyenZ : V' — V' automorfizmusra A(u,v) = B(Z(u),Z(v)) teljesil min-
den u,v € V wvektorokra, sét T folytonos az A és B dltal indukalt topoldgidkra
nézve. U

Elnagyoltan fogalmazva igy azt kaptuk, hogy adott anyaghalmaz kiértékelé-
si operatorai lényegében csak skaldrszorosban térnek el egymadstol.

VI. TEZIS

i) Altaldnos definiciét adtunk a sztéchiometriai hierarchia fogalmdra
(PhD dolgozat 6.3. Definicid).

ii) A kiértékelési operator definicidja (6.5. Definicié) utdn a linedris vek-
torterek, funkciondlok és dudlis terek tobb, jolismert tételének megadtuk kémiai
jelentését, igy eqyrészt mar ismert kémiai dsszefiiggéseknek kaptuk rovid mate-
matikai bizonyitasdt (pl. Hess torvénye), mdsrészt uj (egyszeril) kémiai dssze-
fiiggéseket is nyertink (6.6. - 6.11. Tételek). W

7. Példak

"Amundson" ([A66], [P90])

A kovetkez6 atomcesoportok adottak:
CO,CO4,09, Hy,CH,O,CH30H,CyHsOH, (CH3),CO,CH,, CHsCHO, HyO
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A fenti 11 darab 3 -dimenzids vektor kozott kozismerten 213 szimplex
létezik, melyeket algoritmusunk 0.22 m&dsodperc alatt taldlt meg. Az output
eleje (pozitiv egyiitthatok a kiinduldsi, negativ egyiitthaték a végtermékeket
jelentik):

—2C0+4+2C05—05=0,

SCO - COQ + 3H2 - CQH5OH - O y

5CO — 2C 0y + 3Hy — CoHgCO =0,

200 -COs+2H,—CH, =0,

3CO —COy+2Hy, — CH3CHO =0,

—1CO +COy+ Hy — H,O =0,

"Met4n" ([B99], [HS83)])

Metan
ciot ke

szintézise szénmonoxidbdl és vizbol. Az S végsé (overall) reak-
1l eléallitani az S; — Sy lehetséges elemi reakciokbol (¢ a katalizétor

feliilete):

SRi
S

Sll

512 .
813 :
514 :
515 :

2H2+2CO — CH4+COQ y

COl+t=Cl+ 01,
SQI
Ss :
541
S5Z
Sﬁi
S7I
Sy :
So :
5102

Cl+ Hl=CHl+ 1,
CHU+ HO = CHyl + 10,

CHyl + HO = CHyl + €

CHyl + HO = CHy+ 20 ,

OH{ + HI = HyO + 20
COy+ (= COyl |
CO+¢=CO0r,

H, + 20 = 2H/

COul + Hl = CHOOL + {

. CHOO! + H{ = CHO? + OHY |
O+ Hl = OHl + 1,
COl+ O = CO + 1 |
CHOO( + 0 = OHl + COl |
COl+ H{ = CHOU 4 ¢ .

Az 6sszes minimalis mechanizmus (output):

1)
2)
3)
4)
5)

6)

S1+ S+ S35+ S4+ S5 —S7+25 + 25 — S10 — S11 + S12+ S15 = Sk
S1+ 82+ 85+ Sy + S5 — S7 + 255 + 259 — Sip + S12 — S1a = Sk
51+SQ+S3+S4+SS_S7+258+259+513:SR
Sio+S11 — Si2 + 513 —Si5 =0

Sio — S12 +S13+S14=0

Si1—S1u—Si5=0

(Az utolsé harom mechanizmus ldthatéan nem Sg -et eredményezi, csak tn.

cikluso

k.)
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