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A Komal 2005.januéri szdméban jelent meg az aldbbi probléma:

B.3788. Adott az ABC haromszog. Mi azon P pontok mértani helye a haromszig
bel sejében, amelyeknek az AB oldal egyenesétdl mért tavol sdga szamtani kbzepe a BC ésa CA
oldalak egyenesétdl mért tavol shganak?

Mivel hasonlé feladatokkal rendszeresen talakozhatunk, vizsgéljuk meg a problémét kissé
atalanosabban is:

ALTALANOSITOTT PROBLEMA:
Legyenek adottak a sikon az e;,...,e, tetszsleges egyenesek, tovabba az as,...,an, C
tetszoleges val0s szamok, ¢ 3 0. Keresendd azon P pontok mértani helye, amelyekre

ajedi+..+apedy=cC #
ahol di jeldli aPpontnak aze; egyenestsl valo tavolsagat. o

Mint " megszallott” koordindtageometria-rajongo, gondolkodas nélkil (!) azonnal a Hesse

képlet jut eszembe:
Hesse: A P(Xo,Y0) pont el6jelestavolsdga az Ax + By = C egyenestdl
d= Axo+Byo- C
JAT+ B2

ahol d elgjele aszerint poztiv vagy negativ, hogy P az egyenes altal meghatarozott fél sikok kozul
abban van-e, amerre az (A, B) normalvektor mutat. o

z z z . _ Axo+Byo- C Ry ..
A képletet altaldban csak roviden d = ﬁ ‘ alakban idézik, azonban nekiink most

szilkségunk van az abszol Gtértékek felbontasara.
A (ref: sum0) feltétel tehdt igy irhato:

9 Aix+Byy- Ci _
Q@a)es —2—— =¢
i=1 JA? + B?
azaz
xed (zai) « A ryed (fai) +Bi _ +8 (xai) « Ci 4

attol figgéen, hogy P éppen az egyenesek altal meghatarozott sikrészek kozil melyik (véges
vagy végtelen) sikrészben van (ezt mutatja a; el6jele).

A véger emeény pedig azonnal latszik: minden sikrészben egy-egy egyenesdarab (szakasz
vagy fél- vagy egész- egyenes), amely egyenesdarabok a siktartomany egyik hatératdl masik
hatéraig terjednek — sem tdbb, sem kevesebb. Az egyenesdarabok zértak, azaz a siktartomany
hatéraval valé metszetik is amértani hely része. Pontosabban |ehetnek olyan siktartomanyok is,
melyek Uresek - nincs bennik egyetlen pont sem. o

De ez nem szép megoldas, és nem adja meg az egyenesdarabok jellemzésését sem.
Az altalanos problématdl nem isvarom el, hogy csak elemi geometriai teljes és egyszerii
diszkusszi6t taldljon. Par egyszerii, dtaldban is hasznos észrevételt azonban taldltam.

Allitas: HaP; ésP, mindketten kielégitik a ( ref: sum0 ) feltételt (azaz elemei a mértani
helynek), ugyanabban a sikrészben vannak, akkor a P1P» egyenesnek a megadott sikrészbe esd
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teljesdarabja (a P1P, szakaszon tuli része is, egészen a sikrész hataraig) a mértani helynek
része.

Vigyazzunk: az dlitadsbol nem kdvetkezik, hogy a mértani hely minden sikrészben legfeljebb
csak egy egyenes(darab)! Miért nem lehet tobb szakasz is? Sgjnos ( ref: suml) nélkil nem
tudom.

Bizonyitas: Egyszeriien csak a parhuzamos szel 8k tételét kell alkalmaznunk. Jelélje d® és
d® aP; illetve a P, pontoknak az e egyenesektél val tavolsagait. Haa P pont u : v ardnyban
osztjaa P1P, szakaszt (ha nem bellll van, akkor u és v kozill valamelyik negativ), akkor P -nek
az e egyenestél val6 tavolsaga

ved® +ued?
TERY ’

di =
afeltételek szerint

aredP+ .. +a,edP =c ,

ared?+ . +a,.d? =c

ésafenti egyenletek o illetve o4 -szereseit sszeadva éppen a ( ref: sumO ) feltételt kapjuk.

O

A fenti dlités egyébként még hasznunkrais vahat: mindéssze csak a sikdarabok hatarain,
vagyis az egyenesek szakaszain kell amértani hely pontjait megkeresniink, és afenti dllitas
szerint az 6ket 6sszek6té szakaszok alkotjdk a (teljes) mértani helyet. o

Geometriailag az alegérdekesebb, hogy az egyes esetekben milyen alakzatok jonnek ki.

Mé&r n = 2 esetén is ateljes diszkusszid kellemes hétvégi (Komal) feladat, izelit6ul par
gondolat.

Legyen az egyenesek metszéspontja M (a parhuzamos esettel most nem foglalkozunk). A
meértani hely mindenképpen M -re (kdzéppontosan) szimmetrikus alakzat.

Ha a1, a2 > 0, akkor ¢ = 0 esetén nyilvan csak az M pont a mértani hely.

Tehdt ¢ > 0. Ekkor a1, a2 > 0 miatt M kézéppontu paralel ogrammat kapunk, melynek
cstcsal M -t6l c/a illetve c/a; tdvolsagra vannak.

Ha a; > a, ésc = 0akkor M -reilleszkedé két, egymésra meréleges egyenes (azaz négy
félegyenes) amértani hely.

Ha a; > a, ésc > 0akkor e; egyenesen nincs pontjaa mértani helynek, mig e, egyenesen
két pontot kdnnyen megtaldunk: M -t6l ¢/a; tdvolsagra vannak amiket jeldljink Q1, Q2 -vel. E
két pontbdl kiindul 6 félegyeneseket kapunk mértani helyként, melyek e; -gyel nem
parhuzamosak és nem is metszik e; -et.

Szalkai Istvan
Veszprém
szalkai @almos.vein.hu
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