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Segédeszkdziink a generatorfiiggvény

Dr. Buzéné Kis Piroska - Dr. Szalkai Istvén”™

A cikkinkben egy hatékony segédeszkdzt
mutatunk be miiszaki, gazdaséagi, ipari gya-
korlatban felmeruit bizonyos tipusi matemati-
kai probléemék megoldaséra, olyanokra, ame-
lyek matematikai szempontbdl tekintve vég-
telen szamsorozatok vizsgélatara vezetnek.

A generatorfliggvények matematikai szem-
pontbdl nézve hidat képeznek a diszkrét ma-
tematika és a folytonos analizis kézétt. Teljes
szépséglket csak akkor vesszik észre, ha
mindkét oldalré! foglalkozunk velik. Az utébbi
években elterjedt egyes kombinatorikai tételek
kétféleképpen torténd Dbizonyitasa, melyek
kbzul egyik a generatorfuggvényekkel térténd
bizonyitas. Szamos esetben ez utébbi a révi-
debb vagy az elegansabb. Az is eléfordul,
hogy a generatorfliggvényekkel vald érvelés
egyaltaldn nem tlnik természetesnek. Sok
probléma megoldasara mégis ez a legjobb ut.
Most helysziike miatt csak rdviden, a definici-
6t és néhany elméleti feladatot, példat muta-
tunk be, gyakorlati alkalmazasokkal késébbi,
bdvebb cikk foglalkozik.

Mire hasznélhatjuk a generatorfiiggvényt?

Az ipari, termelési, gazdasagi, tarsadalmi
folyamatok folyamatos méréses vizsgalata
soran kapott barmilyen mérési eredmények,
felmérési  eredmények, mintakiértékelések
szamok egy végtelen sorozatanak tekinthetsk.
A folyamatos mérési eredmények vizsgalata
tehat matematikai szempontbdl szamsoroza-
tok vizsgélata. A szdmsorozatok hiteles, ma-
tematikai vizsgalataval megismerhetjiik a te-
kintett folyamatban rejl6 dsszefuggéseket.
Egy folyamat megismerése és matematikai
leirasa - még akkor is, ha a leiras csak koze-
litd - a folyamat kiszamithatosagat és szaba-
lyozhatésagat jelenti. Mindez végsé soron
hatékony, takarékos gazdalkoddshoz vezet.
Gondoljunk arra, hagy nagy mérétekben a
mindéssze fél szazalék veszteség is Oridsi

lehet, az alig fél szazalék megtakaritas pedig
jelentds.

Nézzink néhany, generatorfiiggvény segit-
ségével megoldhaté problémat:

- Egy szamsorozat elemeinek egzakt formula-

val valé felirasa
Nem mindig jarhaté at, vagy nem min-
dig kényelmes megoldas, ha a sorozat
bonyolult.

- Rekurziv formula felirasa
Nagyon gyakori alkalmazas. Olykor az
is elbfordul, hogy a megtaldit geners-
torfliggveénybdl irunk fel egy Uj rekurzi-
6t, ami nem a kiindulasi. Igy a vizsgalt
sorozat Uj megvilagitasba kerl.

- Egy szamsorozat statisztikai jellemzéinek

felirasa '
Atlag, sz6rés, egyéb jellemzék meg-
adasa.

- Egy szdmsorozat kézelité formulajanak fel-

irasa
Az elmélet legmélyebb és leghatéko-
nyabb alkalmazasai tartoznak ide. Ab-
ban az esetben, ha egy nagyon bo-
nyolult sorozattal talalkozunk, akkor az
egzakt formula helyett a kézelitd for-
mulat irjuk fel.

- Azonossagok bizonyitasa
Sok-sok azonossag ismert a kombi-
natorika és a matematika mas terile-
tein, melyek bizonyitdsat hatékonyan
végezhetjlk el generatorfiggvények
alkalmazasaval.

- Egyebek
Példaul egy sorozatrél szeretnénk va-
lamit megtudni, ilyenkor is segithet a
generatorfliggvény. Az is lehet, hogy
sorozatunkkal olyan generatorflgg-
vényhez jutunk, amely nagyon hasonlit
egy mar altalunk megismerthez.
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Miel6tt ratéménk a generatorfliggvények al-
kalmazaséra, megismerkediink néhany elne-
vezéssel, magaval a generatorfliggvénnyel,
jeldléssel, mivelettel.

A generéatorfliggvény

Legyen {a,} egy tetszbleges valdés szamso-

rozat.
Tekintsik az

1 a,+ax+ax’+ax’+.=yax"
0 1 2 3 n
nz0

hatvanysort. Amennyiben e sor konvergens, a

@ Gx=Yax"

nx0

fuggvényt az {a,}sorozat eredeti generétor-

fiiggvényének vagy rovidebben eredefi gene-
rétorfiggvénynek nevezzik. Amennyiben nem
okoz félreértést, egyszertien csak a geners-

torfiiggvény elnevezést hasznaljuk . Az {a,

sorozatot az egyutthatok sorozatanak nevez-
zilk. A generatorfliggvényt a flggetlen valto-
zbnak — x-nek — azokra az értékeire érteimez-
zuik, amelyekre az (1) hatvanysor konvergens,
azaz Dom(G) = a (2) hatvanysor
konvergenciahalmaza.

A .generatorfiggvényeken végezheté6 miive-
letek el6tt ismerkedjink még meg a formaélis
hatvanysor fogalmaval is, s a rajta értelmezett
miiveletekkel. A formalis hatvanysorok tanul-
manyozéasa azért szikséges, mert a genera-
torfiggvények elméletében gyakran eléfordul,
hogy egy rekurziv relaciét agy oldunk meg,
hogy elvégezzilk az egymas utani mlivelete-
ket anélkil, hogy biztosak lennénk benne,
hogy a sorunk tényleg konvergal valamilyen
figgvényhez. Vannak olyan feladatok melyek
esetén kildnb6zd miiveletek elvégezhetdk a
formalis hatvanysorok koérében, bar a tényle-
ges/eredeti hatvanysor nem konvergens. (A
konvergencia kérdései a formalis hatvanysor-
ok kérében nem léteznek.) A feladat megol-
dasa soran végrehajtjuk az egész eljarast,
végul kapunk egy fliggvénysort. Csak ezutan
vizsgdljuk, vajon konvergens-e a fliggvénysor,
s igy egy valéban létezd flggvényt reprezen-
tal-e. Ha a fuggvénysor nem konvergens, meg
igy is kaphatunk rengeteg informaci6t a for-
malis hatvanysorbdl, de az is eldfordulhat,

hogy nem jutunk analitikus informaciéhoz
(példaul nem kapunk aszimptotikus formulat
az egyutthaték méretére vonatkozéan).
Példaul a

(3)

G(xX)=1+x+2x>+3x> +..+nlx" + ...

fliiggvénysor mint formalis hatvanysor létezik,
annak ellenére, hogy az x=0 kivételével sehol
sem konvergens (, s igy generatorfiggvény
moédszerrel megoldhaté problémak megolda-
sara nem hasznalhatd).

A formélis hatvanysor az alébbi alaku kifeje-
zés:

4  a,+ax+a,x’ +a,x> +..

ahol az {a, sorozatot az egyitthatok soro-
zatanak nevezziik. Hangsulyozzuk, hogy for-
mélis hatvanysorok esetén x csak egy bet,
vagyis konvergenciat most egyaltalaban nem
vizsgalunk!

A formalis hatvanysorokkal mdveleteket vé-
gezhetiink, az Gsszeadas, kivonds, szorzas
szabalyai az alabbiak:

6  Dax"t)bx"=)(a,th)x"

nz0 n20 n20

® Dax'ybx"=Ycx"

n20 -nz0 nz0

aholc, = iakb"_,,

k=0

A formalis hatvanysornak akkor és csak akkor
van reciproka, ha a, #0. A reciprok képzése

bonyolultabb feladat, azonban a, #0 esetben
a reciprok egyértelmd.

Egyes feladatok kényelmesebben oldhatok
meg egy masik tipust, exponenciélis genera-
torfliggvénynek  nevezett  generatorfugg-
vénnyel.

Amennyiben a
a
@ =X

n20 n!



fuggvénysor konvergens, a

® Gx)= Z—x

n20

fuggvényt exponenciédlis generatorfiiggvény-
nek nevezzik.

A generatorfliggvényekrél részletesen [3]-ban
olvashatunk, mig a kénnyebben elérhetd [2]-
ben sok kidolgozott példat talalunk.

Alkalmazisok — néhany kiragadott péida
(I) Egy rekurzié megoldasa

Legyenek az a,,a,,a,.. szamok egy fo-
lyamatos mérési folyamat soran kapott ered-
mények, melyek kozétt az alabbi rekurziv
Osszefliggést allapitottuk meg:
©® a, =2a,+1 (n20, a, =0)
Adjuk meg a sorozat elemeinek rekurzid

mentes képzési szabdlyat, azaz adjunk a so-
rozat elemeire képletet, explicit formulatt

Megoldhatjuk a feladatot ugy, hogy el6szor
kiszamitjuk a sorozat néhany elemét, meg-
sejtjuk az altalanos képietet, s ha a sejtésin-
ket sikertlt bebizonyitani (altalaban teljes in-
dukciéval), akkor készen vagyunk. Amennyi-
ben a sejtésiink téves volt, Ujabb sejtéssel,
sejtésekkel probalkozunk.

Oldjuk meg a feladatot generatorfliggvény
alkalmazasaval. Most az {a} sorozat kere-

sése helyett a G(x)=) a,x" generatorfigg-
n20
. vényt keressuk. Mihelyt a fuggvényt ismerjuk,
az {a, sorozatot is ismemi fogjuk. Tehat a
megoldas:
A (9) egyeniet mindkét oldalat szorozzuk meg

x" -nel és Osszegezziik azokra az n értékek-
re, amelyekre a rekurzié6 a&ll, példankban
n20-ra. Ezutan probaljunk kapcsolatot ke-
resni ezek kdzott az §sszegek és az egyenid-
re még ismeretlen generatorfiggvény kozott.
igy eljarva a (9) baloldalabél kapjuk:

Zanﬂxn

n20

(14)

Most mar az a kérdés, hogyan hozzuk kap-
csolatba a (14) kifejezést generatorfligg-
vénnyel. A (14) kifejezés majdnem ugyano-
lyan alaku mint a (2) kifejezéssel megadott
generatorfiggvény, a kilénbség az, hogy az
egyutthaté indexe eggyel nagyobb, mint a
hatvanykitevé. A (14) kifejezést alakitsuk at a
kévetkezbképpen:

Zan+lx"

n20

(15) =a +ax+ax’ +..

={(a, +a, +tax+ax* +.)~-a,}/x = G(x)/x

Ebben a problémaban a, =0.
Most alakitsuk at a (9) kifejezés jobboldalat,

szorozzunk be x" -nel és Osszegezziink
n>0-ra. gy kapjuk:

(16)
D Qa, +1x" = 2G(x)+ > x" = 2G(x) + —

Osszefliggés all, ha |x| <1.
A (15) és (16) kifejezésbd! kapjuk:

G(x)

(17) =2G(x )+—————
-Xx

ahonnan kapjuk:

X

(18) (1-x)(1 - 2x)

G(x)=

Ez a keresett generatorfliggvény. Az ismeret-
len a, szamok az x" egyitthatéi. A felada-
tunk most mar a (18) alatti fiUggvény kifejtése
(2) alaku hatvanysorba. Nem nehéz ezt elvé-
geznunk akkor, ha G(x) raciondlis tortfigg-

vény, hiszen parcidlis tortekre bontassal a
(18) kifejezés a kbvetkezbképpen alakithatod
at:

(19)

x _x{ 2 1 }_
(-x)(1-2x) |1-2x 1-x/



(20)
={2x+2°x? +2°x* +2%x* +..}-

{x+x2+x+xt+. )=

(21)
=2-Dx+Q*-Dx* + (2 D +(2* - x* + ...

A (21) kifejezésbé! leolvashatjuk, hogy az x”
egyutthatéi, az ismeretiena, szamok értékei a

kovetkezék: a,=2" —1 minden 72>0-ra.

Ezt a feladatot generétorfliggvény alkalma-
zasa nélkdl is elég kénnyen megoldhatjuk. Sét
még azt is gondolhatjuk, hogy a generator-
fuggvénnyel csak elbonyolitottuk a megoldast.
Ennek az az oka, hogy e példaban az isme-
retlen szamsorozat megsejtése kénnyl. Gyak-
ran talalkozunk a fentinél jéval nehezebben
megsejthetd szamsorozattal. A generator-
flggvénnyel térténé megoldas azonban ez
esetben sem nehezebb a fentinél. A fenti pél-
da teljes részietességgel bemutatja a gene-
ratorfiggvény alkalmazasat. Az is kiderdlt,
hogy e médszert érdemes alkalmazni azok-
ban az esetekben amikor a valasz, az explicit
formula megadasa, egyaltalén nem nyilvan-
valé.

(1I) A pénzvéltasi feladatkér

ide a koévetkezd feladat és altalanositédsa
tartozik: Tegylk fel, hogy az aésb szamok
relativ prim egészek. Hanyféleképpen lehet
n-et az aésb egész szam szorosainak
Osszegére felbontani (vagyis hanyféleképpen
lehet n forintot aésh forintos érmékre fel-
valtani).

Masképpen fogalmazva: hany nem negativ
egész gybke van az ax+ by = n egyenletnek
n , mint paraméter fliggvényében?

1
A ldasta G(x) = ———————
megoldast a G(x) T Y12

generatorfliggvény segitségével kapjuk.[2].

A feladat altalanositasakor az n-et ketténél
tobb relativ prim egész szdm egész szamu
tobbsztroseinek 6sszegeként irjuk fel. Ez
esetben a generéatorfiiggvény is e G(x) fligg-
vény dltalanositasa. Egy gyakoriati feladatban
aés b lehetnek gépek/szallitok,... kapacitasai,

n pedig a kivant arumennyiség. A kérdés az,
hogy az egyes gépek/beszallitok hanyféle-
képpen részesedhetnek az &aru termelésé-
ben/beszallitasaban. [2,3].

(1I) Egy tervezési feladat

Egy tarsasag minden hénapban egy egy-
séggel nagyobb mennyiséggel néveli termelé-
sét, mint amennyivel novelte el6zé honapban
a termelését az azt megeléz6 hoénaphoz ké-
pest. Mennyit termel az n-dik hénapban, ha a
legelsé havi termelését egy egységnek
vesszuk. :
A megoldast az alabbi rekurzié szolgaltatja:

a,,=4a, +(an‘_an—1)+1a ahol a, =1’ a, =3.

[2].

A generatorfliggvényt hasznélhatjuk még
statisztikai szamjellemzék - példaul atlag, sz6-
ras, variancia - kiszamitasara. [3).

Generatorfiiggvény a matematikai model-
lezésben

lpari, tarsadalmi, gazdasagi folyamatok ma-
tematikai modellezésében is alkalmazhatjuk a
generatorfliggvény moédszert. Amennyiben a
vizsgalt mennyiségeink kdzétt sikertl felirnunk
egy (j6l kozelitd rekurziv) 6sszefliggést, lehet-
séges, hogy a tekintett folyamatot matemati-
kailag le tudjuk irni. A generatorfliggvény
modszer alkalmazasara kivaldé példat talalunk
apritasi folyamatok matematikai modellezésé-
ben. [1].

Ez az alkalmazas kiléndésen meggybz6 érv a
mellett, hogy a generatorfliggvény gyakorlati
problémak eredményes megoldasara hasz-
nalhaté matematikai eszkdzok egyike.
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