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Dolgozatom £5 céljs a kiszdmithatd esnalizis eddigil
eredményeinek minél teljesebb Bsszefoglaldsa,és £6 =
képpen a & killdnb8zd médon definidlt fogalmak ekvivalens
cidjdnak pontos megvizggdlisa. Tovdbbd igyekeztem tanule
méﬁyemat figy megirni,hogy a csak lsmerked§ olvagd is
kénnyen be tudja fogadni & kisgsé szokatlan anyagot.
Bizonyitdsokat /emelyok csak idézetek/ csak akkor kBze=
16k,ha az Srdekem vagy Jjellemzl a vizagdlt prehlémﬁu
ra. b rutinjellegli szdmoldei részletekre a 1egt3bh eset=
ben csak utalok.

A 2417442.184,2,30,,& 4¢22.té%elek és blzonymtésuk
Brndllé eredmények.

Absrth /1/ =ben nem rekurziv , hanem pregramozhaﬁs
fliggvényeket haszndl,Ezek definicidé szerint a rekurziv
fliggvények absztrakt szédmitdgép-moddelljeihez hasonld
abeztrakt gépekkel kiszémithatd figgvények,azzal a kil-
lsnbségeel hogy & szdmitégép tetswlleges raciondlis
szdmokkal dolgozik,8s igy egy programozhatd figgvény
egy Q=% Q leképezés,Ha vesziink egy QY + N -» @ rSgzitett
bijekeidt akkor természetesen tetszbleges f rekurziv
fHiggvényre Il of programozhatd fliggvény.

Kéalbb szlikségiink lesz & kbvetkezd dllitdsra:

1,1. 4111 t4s; Minden parcidlis rekurziv fliggvény prograw
mozhatd,/Bddig trividlis./ Tovdbbd ha f egy tetszlle -
ges progremozhatd fliggvény,8s az pees sty Viltozdktdl
figg,akkor az a.iw( Ty =34 /(' 1+’si jel&iléssel, Jaz Tis
85 és ty szdmok természetes szdmok [/ léteznek
olyan R,S és T parcidlis rekurziv fliggvények,amelyekre

_F(a & ) 5Q (r‘”"'rm)g{,---'s‘"ﬁ' t1;¢9’) - 9 (n'i“" -r,,., 54,.... S’,m, tw....'f;;m)
Ayoier O —
) 4 + T (). Vo, Sayee Sm, t,,,__qé,,,)

és & két oldal egyszerre van érielmezve illetve nines.
A bizonyitds triwidlis,
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Jeldlje U az univerzdlis programot,sazaz U/m,n/ sz m
GSdel-szdmi progrem értéke az n helyen,U rekurziv.
Tovédbbd P jeldli a megdllédsi probléma

pr@gramjét:

1 ha az n GHdelegedmi fligevény érielmeze

P/m,n/ = ve van az m helyen

0 eogyébként

Kozismert hogy P mem rekurziv,
A tanulmdnyban hasznilt fontosabb jelek 3

U/m,n/
P/m,n/
p’

2g
P

miverzdlis program

programegdlldsl program

a korldtozott megdlldsi probléma karakterisze~
tilkus flggvény /1d.31 oldalon/

¥ ~b81l Q=be vezetl primitiv rekurziv bijekeld
kopstruktiv valds szdm

a2 konstruktiv valds szdmok testhe

az £ rekurziv figgvény Godel-szdma

az ¢ (Ydeleszdmi rekurziv figgvény

M ~operdtor

rekurziv kivonds s a%b =max / 0 , &a~b /
signum /elé8jel/ fliggvény

korldtozott médositott megd§lldsi probléma
karakterisztikus fliggvénye (&L 372-0“)
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Ha amyagumkat szigaréan‘akarnénk felépiteni,akkor a
természetes és raciondlis szdmok fogalmdt is definidl-
nunk kellene.fAz ilyen réssletes felépitémre lded pél-
dadul Eﬂgmeriga[ vagy Senin/Y3/ miiveit./ Szerintem ez a
felépitée felesleges bonyolitds,a leningrddi iskola
azorban lelkilsmeretesen sS=abatos.

A mdsik véglet pedig az,amikor sok szerzd még a ki-
szdmithatd valds szdm /roviden KvSZ/ fogalmédt sem de~-
finidlja , ha nem slapozd vagy bevezetd miivet ir, Az
még a jobbik eset,amikor mem is haszndlja fel a fogal-
mat,.B munkdk mem az analizis alapjaival,pl.sorozatokkal
feglalkoznak,hanem fiiggvényekkel és fumkeiondlokkal,
amik a gyakorlatban fombosabb szerepet jiatszanak. A ki-
szdmithatdé fiiggvények fogalmsit a kiszamithatd valds
szémok nélkil vezetik be , intmwitive/ld.pl.Millex/L7T/ /
vagy & Q és N k8zdtt létemitett bijekcidval /pl.Cleave
[18f./E kbzeiitések lényegdben mdr a numerikus analizis
médszereit haszniljdk,de a 4.9.~ban ezeket ig targyalom,
Iomét més szerzdk a KVSE fogalmdét csak hallgatdélagosan
definidljdk /pl.Gregorezyk/27/./

A kiszdmithatdé valds szdmok kb.tucatnyi definicidjd-
nak visgonydt a 2.17. ég 2,18, tételekben foglalom Sssze.

A hétubznapl gyakorlat alapjdn természetesern meriil fel
a ktvetkesd;

2,1.Definicid: /ld.pl.Hermes/2%9/,Klauva/35/:/

Egy % valds sgamot rekurzivan kiszamithatdnak nevesziink,
ha létezik olyan g természetes szdm és f rekurziv figg-
vény /g legaldbb 2/ , hogy minden n természetes szdmra

0Lt/ Ls ¢ x=% £()g7

§ =
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azaz x~et rekurziv /kiszdmitnaté/ médon fel tudjuk

irni g alag& szdmrendszerben., /Mezjegyzem,hogy ez tulaj-
donképpen hérom definieié aszerint,hogy £-rfl csak annylt
kbtiink ki,hogy primitiv rekurziw,totdlis vagy parcid-
1is rekurziv filggvény lehet./

E definicidt illetfen ld.még a 2.18.A.tetelt

g=2 esethen f-et tekinthetjik egy rekurziv halmaz ka-
rakterisztikus fliggvényének is.Erezhets,hogy totdlis i11.
parcidlis rekurziv esetben mindegy,rogy & mekkura.ﬂiszen
kbnuyil algoritmust taldlni arra,hogy X &1 alapa szdm-
rendszerbeli alakjdbdl hogyen d1litsuk 18 £ alapu szém-
rendszerbeli jegyeit./i preciz formalizmustdl,ill.az al-
goritmus részletes lelirdsdidl eltekintek,/Azonban primi-
tiv rekurziv esetbem a helyzet banyolukabb,és e defini-
cié szerint rekurziv KVSZ -ok halmeza még Ssszeaddsra
sem zirt.Részletesebben ld.a 2.18.B.tételt.

A EVS5Z fogalmit legeléezbr Turing vezette be 1957-ben,ld.
/@& -ben,e definicidé alapjdn.Mivel primitiv rekurziv '
emetben mir § is 14tta a definidlt ssdmok “"kellemetlen®
tulajdonsdgait,ezért késbbb dttért a szdmok aldbb ismer-
tetend§ definicidira.

Ha egy transzcendems filggvény /pl.logaritmus, gySk-,trigo-
nometrkus,stb,/ értékét akarjuk méghatérezni,pl.egy
terméaszetes szam-helyen,akkor legeldszdr a Taylor-sorra
gondolunk.Pl.igy

€2 =1 + 2/L1 +4/21 + 8/3t ¥ . . .

Igy termépzetesnek tiinik az a definicié,amely szerint egy
x valés szdm kiszdmithatd,ha rekurziv médon irhaté fel

a fenti wTaylorwsor alakban,ElSbb azomban sziikkségiink van
a koveikezd dllitamras

2.2.k11it4s: Legyen x tetszSleges nremnegativ valée szdm.
Ekkor egyértelmilen irhaté fel

%Qf) x = o & ped. L2
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alakban,ahol a; nemnegativ valds szdimokat Jelil.
Az 511itds kommyen igazolhaté,ld.pl.Péterf§0/ 24.§.5.-6,

2.2.pefinieid: Bgy x valds szdmot rekurziv KVSZ -nak ne-
veziink,ha létezik olyan f rekurziv fiiggvény,amelyre

>0
x = 5 —HH
150

Ha a valds szdmokat n nevez§ji tdrtekkel akarjuk kbze-
liteni,akkor a t&rt szdmldléja (nx] , zhol [[y] Jeldli
az vy pzdm egészrészét,azaz az y-ndl nem nagyobb,legna =
gyobb egész szamot.
2.35.befinieids Az x valds szdmot rekurziv KVSZ ~nak nevez-~
ziik,ha az f/m/ = Emj fiiggvény rekurziv.
MeglepS az aldbbi
2.4.4114%4s: a 2,5, és 2.2, definicidk ekvivalensek,
primitiv rekurziv esetben i=. Pontosabban az f/nf= [ =x7]
figovény akkor és csak akker rekurziv figgvénye n-nek,ha
x-nek fZ2.2./-beli alakjéban az 7y gzémok O és i ki¥szé es-
nek , és i~-mek rekurziv fiiggvénye a; .
Bizonyitds:/A részletes bizonyltds megtaldlhatd Péter/{C/
11.§.~ban./ .

xm = a (8ot BL/Llb u +8, ful) *Vu

ahol 0 <1, & a L _ -
” (#-1)!

Jeldljik az elsd tag fn-1/! -szeresét s, ~el,ahol B, ter~
mépzetes szdm. K8z8s nevezlre hozds widn kapjuks

¥ = Ay f(4DV 4V { (Adnt1) / (m-1)]
Innét kdvetkezik,hogy [ xa] = [ 4u /(m-4)17]
meTt /S,,,, /[4-:'1){ é Xem £ (An +;() /-(44—1)!

Ez pedig azt mutatja.hogy [ xn] akkor és csak akkor re-
kurziv,ha s, is az , ami pedig pombosan akkor igaz,ha a,



rekurziv. i

() 1
Hyilvdnvaldan ha f/n/f= l: xn’] akkor 'f-z,r’ ”c( L a9
ahogy ezt wirtuk,és igy egészen természetes az alébbi

2¢5.Definicids Bgy x valds szém rekurziv KYSZ , ha 1é -

tezik olyan f rekurziv fliggvény , amelyre (% /m —x[ < 1/m

4z is kdmnyen beldthatd,hogy a 2,5.definicidé mem pri-
nitiv esetben ekvivalens a 2.1, definicidval . Tovdbbd
a 2.2.definicidval is ekvivalens.Ugyanis ha x a 2.2,
definicidmszerint rekurzivan kiszdmithatd,akker legyen
_'fim’- = ni% ai!:l.! , és igy x & 2.5.definicié szerint ie
vekurziv KVSZ.Megforditva elég beldtmunk,hogy ha X re-
kurziv KVSZ & 2.5, definicid alapjdn,akkor [m“l re-
kurziv figgvénye n -nek.Azonban ha x raciondlis gzdm,
akker ez nyilviénvald.Ha pedig nem,akkor

2 (#n) 1 £ hn) (e n)
‘f;(zm -x{ L 7~ az3z T—f(xm<%——+i

. ) A ) (fn}
ami alapjdn k ~t elég magymak valasztva az ( F%' 'é ; ¢ *é)
jntervallumban mér nincs egész szédm , és igx'['_lax] = _fL_b;_l_.é

Az eddig adott négy definieid tehdt ekvivalens.

/Mint késbbb ldtni fogjuk,az nem ddnthetl el rekurzivan,
hogy ha x rekurziv KVS2Z,akkor raciondlis avagy sem - az
ekvivalens definicidk kdzill akdrmelyikkel is adjuk meg
x ~et,/ '

Tgy mér most is ldtszik,hogy az dltalunk ismert fontos
smamok mind rekurzive kiszédmithatdak,pontosabban rekur-
ziv valds szdmok /pl. e ,5% , log2 , f 21y © ,atb./
Hallgatélagosan a 2,5.definicidt haszndlja Gregorcsyk 1s
/27/ -ban.Klaua /25/-ban a kovetkezd véltozatot irja :
/1d.6.§.3.defintcid:/

2,6.Definicibs Bgy valds x gzém rekurziv KVSZ , ha 1éte-
zik egy olyan f programozhaté fiiggvény,amelyre tetszlle-
ges positiv raciomdlis r szdm esetén ]x»i’/r/’l< r.

K8nnyen beldthatd,hogy ez a definicid le ekvivalms = 2.5.
definiciéval , hiszem ha f a 2,6.defiricié szerinti fiigg-

wény,akkor legyen g/m/ az ” ,.F( ?;_)
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raciondlis szdmhoz legkBzelebb esl egdsz szdm,Bkkor

|82 | )82 (D10 )=l ¢ £
Megforaitva legyen tetazlleges r esetén /ha a 2.5,de~
finicidban szerepls fiiggvényt ismét g -vel jeldljiik/
t/r/ = g(m) / m , ahol m egy olyan természetes szdm,
amelyre 1/m <& .

Itt ismét esak nem primitiv rekurziv esetben bizo -
nyitottuk az ekviwvalencidt. A primitiv rekurziv esetet
lédsd a 2,18,tételben.Az is nyilvdnvald,hogy ha x rekurziv
E¥YSZ a 2.5.definicid értelmében , akkor JFétezik a 2.5,
egyenlftlenséget kieldgitd , nem rekurziv fliggvény is ,
pl.t£/n/ *»en@an,nJ s ahol e, = -1,0,+1 aszerimnt hogy
£( n)/n kisebb , egyenl$ vagy nagyobb x -nél. Ha x
p = 0 minden O-ndl nagyobb termé-
szetes szdm esetén . Igy x egész szdm esetén a fenti meg-
dllapitdsunk nem igaz.Ellenben ha x raciondlis , mond-
juk p/q alakh , anol p e q relativ primek , akkor
minden m -re , ha n mem t8bbszdrsse q -nak , eh=#50 .
Bizonyithatdan ilyen n -ekre sem d8nthetd el rekurziv
médon P/n,n/ értéke,akdrmilyen Gbdel-szimozdst vessiink
is. /ld.pl.Nievergelt wvagy Trahtenbot eldbb emlitett
kmyveitdy Tovdbbd myilwvdnvaldan x irraciondlis szim
esetén minden n indexre e, ¥ 0. Igy kaptuk :

(V-’"— f(#)=Lnx] ) L=p («}/u | $(»/n - x‘] L Aln

akkor és csak akkor , ha x egdsz szdm .

egész szam , akkor e

A 2,1. és8 2.2, 41llitds alapjdn nem meglepd a kivetkezd

2,7.Befinicids /ld.pl.Mechowsky /50/ -ben:/s
Legyen a, és by tetazbleges fiiggvémyei n ~-nek , ahol
1{b, és 8¢ 8, {b,-1 minden n indexre. ¥kkor a

a0 Y

by a /e, végtelen Ssazeget /ahol c,=bib,p0 b,/

" =0

J4ltaldnositots/ Cantor-tsszegnek nevezszilk .Povdbbd
egy X valds szdmot rekurziv KVSZ -nak neveziink,ha létezik

'!ﬁiévergelt,J,-FarrargJ;Ct-gsingold,E.M.:Matematikai probe=
semak megolddpinak szamitdgepes médezerei/Mieveki Kiazdad
/%327é ?aggaﬂgﬁ t?nbrotzﬁlgoriﬁmuﬁak es absztr“ﬂf'automatak
i&fga%% ena' }g'ﬁéﬁéf%ggegyszerubben Rice setele zlapjdn
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hozzd komvergdld rekurziv Cantor sorozat.

A konvergencidrdél nem kell feltenni , hogy rekurziv
fazaz a kliszbbfigevény rekurziv/.mert rekurziv Can-
tor sorozat konmvergzenecidjia automatikusan rekurzivs

&
= 2. b
-2 Xl 4 -—-Ci < i/2

A cantor -~ soroszat myilvanvaldan dltaldnositdsa a
g-alapn szdmrendszerben valé felirdsmak 1lletve a 2.2,
definiciéban szerepls faktoridlisos sorozatnak 4 b, =8
illetve b =n vilasztdssal. & Dedeking ~ gzeletes defi-
nicidval fla.késdbb/ vald kapesolatdt késdbb vizsgdlom
meg,1ld.pl.Mechowsky /B0/ éa Péter/6Cf -ban .

Ha az irraciondlis szdmokat raciondlis szdmporozatok
hatdrértékekénd definfdljuk,akkor szintén természetes
az aldbbi

2.8.Definicid: Ha f,g és h rekurziv figgvények , akkor
az x, = . ; #C ‘raciondliz szdmsorozatoet rekur-
ziv gorozatnak nevezzik.Egy tetszlleges valds smamokbol
4116 x, sorozat rekurziv médon konvergdl egy x valds

szdmhoz , ha 1létezik olyan k rekurziv figzvény , hogy
f2.8./ ¥n ¥n(ham)i/n/ akkor |x, - x] < 1/n)

Bkkor a k fliggvényt az x, sorozat nodulugdnak vagy regu-~
latordamak nevessilk.Véglil egy x valds szdmot rekursziv
E¥S? -nak neveziink,ha 1létezik hozzd rekurzive konvergdi-
16 rekurziv sorozat . /ld.pl. Speeker/¥7?/,Monk/§L/Péter
[60f vagy Pour-ELf65/./

A fenti definicidét nyllvén irhatjuk J r, - x| < 1/=
alakban is , rgam=£§§§§+l‘ vilasztdssal . fBzt a de-
finicidt haszndlje pl.Lachlan/3g9/ is./-

& rekurziv sorczatok mdgik definicidjat taldljuk @leave
/14/ -ben 3
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2.9.pefinicié: legyen ﬁ{ rekurziv /azaﬁ programozhats)
bijekeid N -bSl Q -ba rEgzitett.EBgy r raciondlis szdmok-

b6l 4116 smorozat rekurziv,ha létezik olyan I rekurziv
fiiggvény , amelyre mimdem n természetes szdmra », =3 /t/n/f .

gzemmel ldthatdan egy r, raciondlis sorozat a két defini-
eidé gmerint egyszerre rekur51v . Vagyie nem kepunk uj dew
finiciét 2 rTekurziv KVSZ Lachlan £3¢/ -beli definiefdé-
jébam : x rekurziv K¥SZ , ha |x - JUf/n/ | < 1/m va-
lamely f rekurziv figgvényre , Ez utdébbi definicid alap-
jdn azonban ktnmyebben lehet vizsgédlni a rekurziv soro-
zatok 6o XV¥SZ -ok bonyolultsdgdt , id. pl. Grzegor-

czyk fay/ alapjdn Gleave f14/ ~-banm.

Eéabbb 1ldtni fogjuk , hogy & rekurziv K¥SZ-ok Osszes de —
finicidja mem primitiv rekurziv esetben ekvivalens.Tovdbbé
egyéb kellemetlen jelenségek is wannak primitiv rekur -
ziv esetben , amiket szintén 1ld.a 2,18.tétel utdn.

Mivel egy sorozat esetében sltaldban a hatdréricket
pem izmerjik , csak a morozatet , igy & /2.8.f egyem -
15tlenséget mehéz ellendriznl . Ezért természetesebb a
kdvetkezd

2.11.DefinicidsBey x valdés szdm rekurziv K¥SZ , ha tel-
jesiilnek a 2.8. definicié feltételei , tovdbbd B , &° D k/wf
esetén | =, - n"‘( 1fm . Finit tetszés szerimt
irhatunk [:: ~r . [ £ 1/min (n,n) wagy , ,{ £ 1/ ned/n?
alakban is . 1d.pl. Bishop/T/ vagy Feferman /94[ 14.§ 5.~
ben./ Komnyl beldtni , hogy a definicié utébbi vdlto-
zatafi ekvivalensek . Pl. a sorozat dtindexelésével .
¥alamint az is nyilvdnvaldé , hogy a 2.11l. és 2.8.defini~
cidk is ekvivalensek . A rekurziv KvVSZ ~ok utdbbi defi-
nicidja alapjdn kdnnyen beldthatd . hogy a rekurziv , de
nem primitiv rekurziv KVSZ -ok R-nek egy siiri részhal -
mazgdt alkotjdk . /Ugyanis egyet nagyon k&mnyi $aldlni ,
ég ennek tetszbleges raciondlis eltoltja ismét rekurziv,
de nem primitiv rekurziv KVSZ./

Ha raciondlis szdmok helyett csak diadlkus szamokkal
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fazaz 2 nevezdjii tortekkel/ foglalkozunk , akkor is
Ayilvih /mem primitiv rekurziv esetbenf ugyamazon szdmok
leszrek kiszdmithkatdak.

Efnayen 1dthaté az is , hogy a 2.8. definicid ekviva -
leas = 2,6. -al , hiszen legyen r, = T f’%-f . Megfor-
ditva ha 1fm < ¥ ,akkor legyen £fr/ = L

& leningréai iskola kBvetdi megkillombbztetik a konst-
ruktiv gomdolkoddsméd sugallta ktvetkezd definicidkat is
fla,.pl.Xusner /38/ , Pemuth/§4/ vagy Senin/73f -ban ,
vagy fTrosztanyikovw f83/ -ban:/

2,12.Definieidéz Ha xﬁ_racienélis szdmokbol 41146 rekur~
ziv sorozat és k rekurziv fiiggvény medulus , akkor &z
fr,k/ pirt nevezzik FR~ wagy rekurziv KVSZ ~nak. /Iénye-
gében ez a 2.8.definicié. */ 7 :

2s13.Befinicid;: Bgy r, raciondlis ssdmokbél 4116 re -
xurziv sorozabot F-~ illetve kvdizissimnak meévesziink , ha
egy hezzd tartesd rekurziv modulus létez se bizonyithaté
illetve nem cdfolhatd.

2,14 .Befinicids Egy T, raciondlis szdmsorozat pszendo -
szam , ha ’

)9/4@"3'?3%’?’1&’/@ s (A5 m ﬁl%-ﬁihﬁﬁ)

/Az intuicienista logikdban 113G &) 7 3xdog)
fn itt nem foglalkezom e szdmok és a reknrziv X¥SZ -ok
kapcsolatdval. Az érdeklédbk figyelmébe ajdnlem Kusner
/38/ miivének IL.fejezet 2.§-dt~

A megszokott valds szdmokai sem csak raciondlis szdm-
sorozatok hatdrértékekémt definidlhatjuk , hanem Dedekind
~gzeletekkel vagy egymésba skatulydzott intervallumok
metszeteként is . Ldssuk ezek rekurziv megfeleldit =

% Szerintem tulzott Svatossdg pdrokkal foglalkozni.Hiszen
ha elméletileg foglalkozunk egy rekurziv KVSZ -al,akkor
csak egy rekurziv modulus létezése a lényeges jgyakorlati
alkalmazdsok esetén pedig egy rerurziv szédm megaddsa
wgyis e modulus melldkelésével jér,amit a tevdbbiakban
figysem haszndlunk semmire.
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2u15.Definicids faz irodxlomban Mazur definieidje néven
ismerts/

Egy x valds szdm rekurziv vdgdet definidl, [/ és ekkor

rekursiv XK¥SZ-nak mendjuk/ ha Q -» az dltala definidlt

Dedekind~szeletek rekurzivok.Azaz &

B/ rf=igan <=> r<x illetve &/r/=iges <= r>x
reldcidk rekursivak .

Pentasabbaﬂ%em mindegy , hogy & vagy c¢sak 6 vagy mind~
kettd rekurzivitdsdt kivetel Jik meg . Hiszen ha csak
amsyit tudunk , hogy "tetszdleges r raciondlis szdm
esetén &/r/ algzoritmusssl elddnthetd ", akkor még egydl-
taldn nem biztos , hogy © =-ra is taldlunk algoritmust.
Hiszen ha e[rsf -4t akarjuk meghatdrezni ., akkor kellene
olyam ry raciondlis szdmot taldlni , amelyre r <E, éa
iﬁﬁhwm,v%yﬂmn%>%Sﬁmﬁ,mﬂweM%[
igez . Mondhatnd walaki , hogy tekintsiink egy ri és T2
raciondlis szdmokbdl 4116 rekursziv sorozatot fitt 1 éa
2 felsd indexek!/ , amelyek alulrdél illetve f&lulrél Kb~
Jelitlk r -et , = ellenfrissik sorban I[r‘! -et ég
3{2 / -et , és valamikor csak taldlunk megfelelﬁ rl vagy
rg‘ szdmot . Igen , de x = r esebédn ze az eljirds ﬁaa
fog véget érni. Azt gondolhatnd valaki ezek utdn , hogy
a fenti gomdolatmenet szerint ha az x dltal definidlt
alsd Dedekind szelet rekurziv,akker a felsS szelet par-
eidlis rekurzive,de nem totdlis rekurziv, Azonban nem
szabad Ycszetdévesziteni a ®1létezik™ 41litdst azzal,hogy
*megkongtrudlhatjuk®.s fenti gondolatmenet szerint dlta-
ldban nen tudjuk megkonstrudlni B algoritmusdbél © algo-
rltmusat,murtlnem dénthets el algoritmikusan az , hogy
egy adott x rekurziv KVSZ reciondlig-e.De ha x raciond-
lis , akkor trividlisan mind az alsé mind a felsd Dede-
kind szeletek rekurzivok!lgy waldban mindegy , hogy me-
1lyik Dedekind-szeletrSl koveteljitk meg , hogy rekurziv
legyen. *

% Mint ldttuk,a lawlngraél ‘iskola nem telgesen alapta~
lanul kulonbozteti meg a fenti definiecid valtozatait.
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A 2,15.definicidé szemmel ldthatdan ekviwalens az

e, és », ugyanabban a Dedekind-szeletben vannak reldeid

rekurziv @-n® feltétellel./v.b.a 3.2.tétellel!/

Tevibbd Ty segitsdgével a Q-n értelmezett reldcick meg-

feleltethetSek az N-en érielmegzett reldeidkmnak.A Dedekind
szeletek tanulmdnyozdsdt részletesebben 1ldsd Myhill B
~Dan.

2.16.Pefinteid: Bgy x valds szdm rekurziv K¥SZ , ha léte-
zik rsciondlis wégpontu szakaszok olyan egymisbe skatulyd-
zatt frn,sn[ sorozata , amelyek hossza O-hoz konvergdl,
és a metszetiik x . /Pontosabban 2z ¥, és 8, serozatok ki~
szdmithatdak./ A& definicié alapjdn az intervallumck hossza
rekurgive tarit O-hoz.

2 17 . FEPELS

Fem primitiv rekurziv esetben a rekurziv KVSZ -ok eddig
adott definicidi ekvivalensek.

BIZORYYTAS: /A bizonyitds egyes részletei megtaldlhatdak
Hermee/29/,Klaus /24/ , Meschkowsky/50/,Mostowsky/E6/
Rice/BY/ és Specker/J1/-ben./

A 2.1, Z.8.definicidk ekvivalencidjdt mar ladttuk.

A 2.7.4efinicid nyilvdnvwaldsn dltaldnositdsa a 2.1. és
2.2.definicibkmak Megforditva ha x rekutziv X¥SZ a 2.7.
definicid értelmében,akker & f2.7./ Esszéfﬁggés niatt ha
a = an[c tortet dtirjuk kettet szdmrendszerbe , akkor
megkap;uk az £I0L oL/l seeesffk-1f értékeket , mert mind-
két serozat monoton nové.

A 2.8, és 2.6.definicidk ekwivaleneidja is kOnnyen beldt-
haté , ha & rekurziv figgvémyek gépi megfogalmasisdira
gorndolunk z ha x'rekuxziv KV87 a 2.6.definicid értelmé-
ben,akkor az ¥, "’f{hf gorozathosz nyiltén taldlunk a 2.8.
definicidt klelégité f,g éa h figgwényeket elSAT1litd
pregramok.Megforditva , az £/ %—f = ¥, egyenldséggel defli-~
nidlt figgwény is programozhaté , ha r, rekurziv soro -
gat 68 kieldgiti a 2.8. definicidt .

A 2.9, é8 2.11. definicidk skvivalencidjdt is ldttuk mér,
4 2,15, definiecidét természetesen ugy értjilk,hogy as alsé
ég a fels® szeletek ils rekurzivok. Ekkor a 2,l5.definici-
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6bdl kénnyen kbvetkemik 2,8:két 1/nm -nél kbzelebbi

rac iondlis szdmot kell algoritmusunkkal taldlni, a-
melyek killonbizd szeletekben vanmak,Megforditva ismét
akkor lemnénk bajban , ha a kozelitends szdm raciondlis.
HMdskox pedig olyam r, raciondlis szédmot kell talal -
nunk,amelyre x>rn+1/n vagy x< r ~1/n .
Lithatd,hogy ha x a 2.,16.definicid értelmében rekurziv
KV8Z,akkor a 2.8.definieid szerint is az . Megforditva
ha T rekurziv sorozat , és ' r,—X \n;l/h akkor azm
rnfz/n és rnfE[n» sorozatek kozrefogjdk x -et , é5 ag
ilyen végpontu szakasmok hossza O-hosz tart. [

4 2.24.definicidban egy Gjabb wiltozatot taldlunk a re-
kurziv EVSZ fogalmdra , és ekvivalencidjdit is ett vizs~
géljuk meg . 4 ESvetkexlkben pedig megwizsgdljuk az eddi-
gi definicidk kapesolatit primitiv rekurziv esetben.Povdbbi
wvizsgdlatok taldlhatdak Goa&sﬁ&infﬂ.ff,ﬁ&mﬂaafﬁgf,
Meschkowsky/%0/ , Péter/El/ sMostowsky/G6/ é8 Specker/TZ/
miivelthen, Tovdbbd érdemes elolvasni a tétel utdni megjegy-
zést is .

2,18, PETEL:

1 ~edik definicidban adotk primitiv rekursziv XKV¥SZ -ok
halmazdt. Ekkor

Ry =Ry = Ry § By SRy F Ry = Rg = Rg =Bg = Ry $Ryg
BIZONYIT.8:

R,=R, : & 2.3.dllitdsban ezt igazoltuk.

R, € Rygt /Péter JGOF 24.§.4.~5.alapjdn:/
m{(ml))x akkor és csak akkor ha m D /n+l/x ,
és mivel m egész szam , igy ez akkor és csak
akkor d41lhat fennt , ha m> [ (w+)xI +{ . Ha pedig
x£5R4 akkor x mekurziv vigdist definidl a fenti-
ek sgerint , és igy xf%ﬁls -

Megforditva beldatjuk , hogy tetszlleges b primitiv rekuw-
ziv fiiggvény esetén x dltaldnos Cantor-Usszegbe
fejthetd , ha * &Ry , azaz rekurziv vdgdst defi-

pial.liyilvén 8y 5 legkisebb olyan y szdm ,
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amelyre (y+1>/ b>x . Igy
h . L o )

do= py (Yot & g7 7%
Mivel korldtes ) operdtor hasendlate pri -
mitiv rekurziv fiiggvényt eredményez , igy a,
primitiv rekurziv médon kiszémithatd by ~b6l .
A $5bl a; primitiv rekurziv e18411ithatéségit
indukeiéwel 14tjuk be.Tegyilk £81,h0gY &qyseee
soesBy q szémokra ezt mdr beldituk.Ekker létezik
egy olyan b, » ~nél kisebd y szém , amelyre

mtd
8, + = ﬁ‘_ *%j'__ﬁf_-, > X
LA | nt2
=

[

/1%t természetesen felhaszndltuk , hogy 81 9 soe
ess 9 8 . & Cantor-Gsszeg eleje./
Ekkor legyen

At d 2. i1
Bmeg. =/¢g(‘gé£fm;¢£ 3, +_Z ”55‘4'%—-—- >9

i=4 M2

Ez pedi primitiv rekurziv formula,mert

S, gee _ake byt bt
do tp -+ — = -
L ey (Coaig =) +1

Eddig tehdt beldttuk,hogy Rg = 84 = R15 G*Bl o A Porditott
irdnyd tertalmazds azért nem bizonyithatd,mert
az elfzf bisenyitds ez Ry = R4 azonoggdgon
alapult , ami pedig kihaszndlja a Cantor =
-8oszeg neverfinek specialitdsdt.

Egyébként nem is igaz a forditett irdnyu
tartalmazis,. Szemldéletesen ezt a kdvetkezd
gondolatmenettel Lehet beldtni ¢
kha az x tizes szdmrendszerveli jegyeit elddlli~
6 fiiggvényrdél , annak belsS strukturdjirsl
semmit sem tudunk,csak az £L0/y€/1/ e rtinf



- fF

értékeit kaphatjuk meg , de csak véges sokal
fazaz T -et esak egy un. "orikulum® -kéat
haszndlhatijuk / , akkor mem tudhatjuk , hozy
x raciondlis avagy sem , vagy a kapott szdmje-
gyek hogyan folytatddnak . PL. ha az eddig ka=~
pott jegyek O , 3 « 3 4 3. « . ,.akkKor nem
tudhatjuk , hogy az x szdm kisebb , magyobb
vagy egyenld - e 1f3 -#dl . ™ Igem ,ezt az
ckoskoddst irhattuk volna a faktoridlisos
Cantor - Osszegmél is ... " - momdhatmd barki.
Usakhogy,amint ezt az R4C:‘RIS rész bizonyi-
t4gdndl ldattuk : ha az x szdmot egy n nevezd-
ji  tortezdmmal akarumk Usssehagonlitani ,
akkor a Cantor - Osszegunek elég megvizagil-
mink az eleb n db tagjdt ; mert a faktorid~-
1is - sorozat magyon gyersan kizeliti as

x szamot , nem expomencidlisan , hanem

- a 8tirling - formula szerint - n" nagy~
sdgrendben . Hogy mi a bizkesiték arra , hogy
egy n nevezdjil tirt Osszehamonlitdsakor nem
kapumk korldtot a asgiikséges tizedes-jegyek
szimdra ? A fenti 1/% -os példa !

iz R. © R, tartalmazds a definieidbdl nyilvdunwald .
— Y .
Megforditva ktvetkesik a 2,18.4 tételbdsl ,
portosabban aanak b./ részébll .

Az n,Ig Rg tartalmazis a f2.7./ egyenldtlenséghll
kévetkezik.
A forditott irény’%e&ig,kﬁvetkeaik akkor ,
ha x raciondlis szdm vagy pedig rekurzivan
irpaciondlis , a@zaz létezik olyan u éa“vz

1ldsd Péter /60/ -ban.
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primitiv rekurziv figgvény , amelyekre tetszd-
leges p/q raciondlis szim esetén
ha n ) %,/psa/ . Pomtosabban beldtjuk,hogy
ekkar x € R%.Ehhez. elegendd beldtui,hogy tet-
szlleges m természetes szdm esetén [mxlr: Lmrv/mﬂ
ahol v egy primitiv rekurziv fiiggvény.
Jeloljik w,~el a 2.8.definieid szerint 1létezs
primitiv rekurziv modulust,mivel x Rg.Legyen to~-
vabba 3(.0"):-’.-”“ ":,dz,,."] ami nyilvénvaldan primitiv re-
kurziv,Két esetet fogunk megkiilonbdztetnis
a./ 0{m V;,lm“)"'g(h) £ 4f2. Ez esetben v, definicid -
J&b6L kovetkezik,hogy Wiy = Yigiaml € 4/20m
azas AWMV, =MV, 0,5] £4/) haceak 4 TV, (2m)
Ekkor az a./ feltevéssel egybevetve kapjuk,hogy
IMY-4m L4 .wésrdezt,mivel x rekurzivan
irraciondlis,igy, M 2 V3 (§(m),m) esetén
frm- Q(W)/n i». - _ﬂ)a,honnaa kapjuk,hogy
bw = § (m) | > M /4 (G L) M)
Tekintethe véve as «llsd sgyenllElensdget az
utdbbi esak akkor lehet igas,ha &4,., =/ "L(gf'm),n)z 1
Azag kaptuk, hogy «h = mdx (Va2 m) )Vﬂ- fﬁv(’m); %)))
esetén &m L”mc,, —af m)iL 4 » Ilyen n gzimokra
tehdt mr, az aldbbi nyilt imtervallumok egyikében
fekszik: ( (™) —4 ) () "ﬁ,,,)
veey [ @ (m)th., a‘(“’)fi) , attél tiggden,hogy
nr, P gfm/ avagy mr { g/m/.4 %6t intervallum kozdtti
gzakasz hessza %.Elég hagy n -Tre 2z mr, sorozat
tagjai kevesebbel térnek el egymistdl,mint 2k, s 8zaz
ugyanason fenti intervallumba egenk.Pentosabban ,
na# ) '3 vy (ul§tPaxkor V Yo G| 2 7/a(4 (m)m)
akomman fml,~mV,, ] /_&,M . Lédthatjuk,hogy ilyen nagy
index esetém’ mr, csak egyik intervallumba esik.
Legyen v fu/= may { Vi(Zu) | Vel g{mhw) Ve(ul(4 (w) )
 Ekkor vagy minden ul v _/m/ esetén % (4,,)4,4”’ ol L, G (mpfq
| shownan Ceil,3 =§(w)
vagy pedig minfewn n}ve/mf indexre,
Q(m)— 4 Loy L3(m)
vagylis

Cwmey] =G (m -4
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Kaptuk tehdt , hogy mindkét esetben [mr ] figget-
len n-tél,azaz n Y, ¥ /u/ esetén [mul =L mb ]

A b./ esetben , vagyis amikor m ¥ (9.~ % ("”)“ﬁ_,i_,h;aaanlé okag~

Bg
Ry
Ry

Bg

i

i

I

H

koddgsal élve hasonld eredményre juthatunk,v
helgett egy vé rekurziv figgvényt kapunk.Legyen
tehdt v/m/=max/ vﬁfm{,vgjm[ ! s és igy kapjuk,

hogy L M w120m% ] feltéve,hogy n >’ w/mf.

Innen mir kbvetkezik a kiwdnt [ mx)=[ mIemd
411itds.Beldttuk tehdt,hogy ha x€r ¢s tudjuk,hogy
% raciondlis vagy primitiv rekursziv mddon irraci-
ondlis,akker x ER4.Mint. a kdvetkezd részben 14t
ni fogjuk,nem létezik olyan algoritmus,amely adott
rekurgiv KVSZ -rdél eldsntend,hogy raciondlis-e.
Pelmerill a kérdés,hogy mids mdédon be tudjuk-e 1t~
niyhogy By TR, 74 vilasz az.hogy Rg ¢ R, .Az in-
doklds hasonld az Ry §: R, eset indoklédssdhoz:
Tegyikk fel,hogy a sorodat elemei :nélrlc_n,legalébbis
addig,mfg kiszdmitottuk Sket./Mint tudjuk,géplink

a sorozalt tetszblegesmen sok,de csak wiges sok tag-
jét ismerheti a sorozatmak./Miwel mem tudhatjuk,
ezek alapjin,hogy az r, sorozat dItal kozelitett

x szam l-nél nagyobb vagy kisebb,igy egyetlen szdm—
jegyét sem tudjuk felirni.Nem vdrhatjuk meg,hogy

n olyan nagy legyen,hogy r, elddntse ezt a kérdést,
hiszen most primitiv rekurziv flggvényt keresiink.

R; az eldsd tétel bizonyitisdbll kévetkesik.
Rg is , ha N~ primitiv rekurziv figgvénynek vdlasstjuk.
Ry is kiovetkezik az e148z5 tétel bizonylitdedbdl,amely

primitiv rekurziv esetben is alkalmazhatd,

R is ktnnyen belithatdé,hiszen a megfelel’ primitiv

rekurziv illetve programozhatd fiiggvények atird-
sakoxr a primitiv jelleg m‘egmame:.

Bs @ R ¢ szintén az eldzd tétel bizonyitisibél kovetkezik.
A hatdrozott irdnyu tartalmazds a k&vetkezSképpen mutatha-

t6 megt/Specker/T7/ V.tétel alapjdn:/olyan egy =
masba gkatulydzott intervallumsorozatot fogunk

megadni,amelyek hossze nem rekurzivan tart O~hoz,
88t a metszetilk nem is tartzlmas Rg-beli primitiv
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rekuprsiv KVSZ -ot.legyen B/m,n/ a kbvetkezd predi-
kdtum/formula/: B(mmn)= ya(=1\ +=7 (»néﬂpm ¢, & ”n>w)
Exker Bf0,0/=1 ,B primitiv rekurz:w,es minden m-re
létezik olyan m,hegy B/m,n/ igaz.de ezt =z n-et

nem lehet primitiv rekurziv médon megtalilni,Legyen
tovibbd 8 egy tetszlleges primitiv rekurziv fiigg-
vény,amelynek értékkészlete csak O-1 és 5-% tartal-
maz,de mindegyiket végtelen sokszor felveszl.lLe-
gyen sfo/=0.Ekkor definidljuk a k&vetkezd primi-
tiv rekursziv fiiggvényeket:

t/m,u/ = 8 (min { x{n és Bfm,x/ ig_az])

k/n/ = mgx (xé n és ¥y3 5( yéx = Bly,z/ igaz és z{ n))

ekkor nyilvdnm létesik olyan M primitiv rekurziv
figgvényhogy > M/w/ esetén k/n/>m.Az inter -
walleamok felss és alsd végpontjal pedig legyeneck

keln) £(m,i 2
8/a/= 2 éi) ss eofnf= O + o

Exkor beldthatd,hogy az intervallumok egymésha
skatulydzettak és hosszuk O-hoz tart.Cantor tétele
szerint ekkor létezik egy x valds szém,amely minde-
gyik interwallumban benne vamshehet-e Ra-heli?ﬂa
igen,akkor létezik olyan r, primitiv rekurziv so-
rozat ég olyan h feltétleniil primitiv rekur»
ziv moduluss,hogy m>h/m/ esetén | &/n/-r. |< 6™

és n’* ym esetén 1 r =t <L 6 ®, Exkor legyen
alof=5se/p/0/*30/01/ és afml[-’jsg[ p/mel /61

-ofmil/ ( Z a/k /6™ k+3)] ,primitiv rekur-

ziv fligge 50&“&61 p/n/ illetve g¢/n/ jeldli as xr,
tortek szdmldldéit illetve nevezSit./

Indukecidval beldthatd,hogy a[m[én%x’sfm.x[ « 63 igy
@z is primitiv rekurziv figgwény. Azonban
m%xt./m,x/ = E[mﬁns_x | B/m,x/ igaz} / mnem pri-
mitiv rekurziv,és ez az ellentmondds igazolja
dllitasunkat.

A 2.18.tétel bizonyitdsdt tehdt befejeztik. W
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A tételt Pimomitja Mostowsky/G6/-ben és Lachlan /3(/-ben:
Jel 81 Jitk R% ~gel & 2.1l.definicié sgerint g alapu szam -~
rendszerben felirhatd primitiv rekursiv KVSZ -ok halmazéds.

Legyen tovabbd B{ a minden g alapu szdmrendszerbem el8allit- ‘”?&
haté sdmok halmaza : R}={x¢R lvw“?rda-¥v~=Vﬁ‘ff“’ﬂ””é?ﬁfﬁ}ZMxiép-—ﬂﬁ; 3

2,18.A.Tétels =R N ﬁ% R? SR minden n-re
Biﬁ *’%}i 1% - F 5

¢8 Qf 2('14‘1( i=> TAAEN: ;}ol?s

Azonban nyilvinvaldan ha az intervallumok hosszz nem fart
0-hoz,akkor metszetikben mindig vam Ry ~ aét R,-beli
primitiv rekurziv EVSZ.hiszen Rz mindeniitt stri BE~ben,smint
ez kénnyen beldthatl.As is szemmel ldthatd,hogy nem pri-
mitiv rekurziv emetben a rekurziv XV5Z-ok testet alko® -~
nak/ez legkSnnyebben a 2.16.definieid alapjdm ldthaté bef.
Ha & gytkkizelitS algoritmusokra gondelunk,akkor az is
belsthatd,hogy algebraileg mirt testet kapunk,bdr itt ko-
riltekintSbben kell eljdrnunk.Az algebrai zdrtedg mdsik
bizonyitdsa megtaldlhaté pl.Roosenbloom/F(}/ vagy Rice B/
~ben.

Primitiv rekurziv esetben megleps a helyzet:mép Gsazeaddsra
gem zart Ry /pontosabban 1ld.a 2,18.B.tételt./ Xdmyen
beldthatd azenban,hogy Rg és Ryg is testet alkot primitiv
rekurziv esetben,bdr a bizomyitdsmdl tekintettel kell lemni
az elSjelekre és & morozatok O tagjaira.Vdrhatdan Ry mem
algebrailag zdrtmert a modulus primitiv rekurziv volidt
nem tudjuk biztaaitaai,ﬂivnl‘Blﬁwban az intervallumeknak
nem kell primitiv rekurziv mdédom O-hoz tartemiuk,ezért Ryg

ig algebrailag zért.
2o18.BeTé kel fld.Specker//1?7/ IV.tétel:/
Létezik olyan R, ~beli primitiv rekurziv x KVSZ,amelyre

3x nem R, ~beli primitiv rekurziv KVSZ,

Bizonyitds: Legyen 4 a kbvetkezd§ predikatum:

A=t (=ie%) 247 (e eBom )
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Bkkor minden n-re létezik olyan m , ami n-mél nagyobdb és
A (m) e g(m)=g (min Ix |xzo & A9Y)

pen primitiv rekurziv fiiggvénye n-nek ; ahol g tetszlleges
olyan primitiv rekurziv fliggvény,amely értékkészlete O és-
5 , és ez értékexet végtelen sokszor fel is veszi.Legyem
g az A kifejezém karakterisztikus fiiggvénye , aszas R/af=0
na Afm/ igaz és 1 egyébkémi.Legyen tovibbd

o) = B4g Rim) +§0)(1-4 R(»)

Bkkor kdnnyen beléthaté,hogy(? értékkészlete 1,3 és 5 ,
és &/n/ # 3 akkor és csak akkor, ha Afnf igaz.

Ifg(,u (o n & $143)) = ¢ (hg(x=m KAL) = 7 ()

Legyen ekkor X =‘§é Plcy 40, nyilwdn R -beli.

Tegyilk fel imdirekte,hogy 3x is R,-beli,azaz yan olyam
® primitiv rekurziv fiiggvény,amelyre Ex,:igg' e/ifi0™*
Kénnyen beldthatl azonban,hogy ofn+l/=f£/e/ns2// , @hol
f/n/=5 ha n piros és 1 egyébként. Ez nyilvinvaldan ellent-
mondds,mert £ és @ primitiv rekurzivok,q pedig nem.Bz
bizenyitija d1llitisunkat. ll

A tételt 41ltalénositja Lachlan /3¢/-ban,ahol bebizonyitja:,
hugiEat&sﬁleges k,m,n természetes szdmokra

IxEé ‘Q’"i /fe'xéf.'ll:-<f>1‘//léﬂl/: o frm'/!

Prdekességként megemlitem Specker/77/-ben bizonyitett®
tételét,mely szerint mindem Rg-beli primitiv rekurziv
EVSE elddllithatd két ab R15-beli primiti#'rekuxﬂiv K¥32
bspregeként.A fenti két tétel bizomyitdsa hasonlé a 2.18.4.
tétel bizonyitésdhoz,.

A silirtiségekre visszatérve ériekes megemlitemi még, hogy
a 2.15.definicidban nem szilkséges az Osszes raciomdlis
szamot igénybe wennﬁnk.[l&.5achlaﬁ[39//=
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2.1%.Definicid: ALQ rekursive surii,na létezik olyan f
rekurziv fliggvény,amelyre
N omem o ROm) LEM) = T U z{l(ﬂmﬂ LR () gucf”’f”) €4

azaz két tetszlleges racicondlis szdamhoz rekurzive meg

lehet taldlmi a kezéjik esd a-beli elemet, /It is érvéayes
a 2.l.definigid megjegyzésel/

Bovabbd a raciondlis szdmok tetszdlexes A réczhelmezs
esetvéh legyen

m = m| =0 &= ‘ﬁ“tmltx
agm{xeﬂl\a{‘pr..d«igw ¥m EN : T (m) A 7 ({07 )]

és primitiv rekursziv fliggvények helyett rekurziv fiiggvé-
nyeket megengedve hasonldan kapjuk a ci: Balmasokaba.

2221 . Pétel: [Speeker/T7/ és Laehlaaf39[:f

Ha Ac Q primitiv rekursziv stirii,akkor _Cz‘t Ry

ha A cQ rekurziv sirt,akkor Ci = Rg
fahml,maaﬁ.ni_wet primitiv rekurziv esetben haszndltam
és természetesen R, -ot rekurziv esetben./

A primitiv rekurziv KVSZ ~ok tovdbbi Altaldnos wizsgdlatit
f6leg siiriiségiiket illetlen ld.Lachlan/3Q/ és Mayoh 49/~
ban, valamint a kovetkez8 fejezetben,

Legtbbbezbr egy KVSZ-~hoz tobd frﬁ} gsorozat is
tartazik./1d.pl.a 2,9.definicidét/ , és egy r, sorozat
[ami Hq egy eleme/ csak egy rekurziv szdmhoz konvergdilhat.
Igy tulajdonképpen - mivel komstruktiv felépités miatt
esak a rekurziv fiiggvények 4dllnek remdelkezésiinkre,és nem
a rekurziv serozatok hatdrértékei,célszeriibb a: r, Boro-
satokat hatdrértékiilk szerint ekvivalenciaosztdhyokba
rendezni és egy—&gﬁEﬁvivalenciaosztélyt hivni rekurziv
{V¥S&-nak, /ld.pl.Trosztnyikev /65/-6t./ Itt ismét felme-
il a kérdés: egy r és ,’rﬁ sorozatot csak akkor tekint-
glink ekvivalenseknek,ha a kiildnbségsorozat effektive tart
0~hoz?2Errdl a vélemények megosmzlanak./Ld.pl.Peferman/g4/
cikkét./De az almélet felépitémében nem jdtszik lényeges
szerepel
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Az 1.1. é11itds ég a fentiek alapjdm nem meglepd a
rekurziv KVSZ~ok alibb kivetkezS felépitése 3
/részletesebben 1d4sd Aberth f1/~-ben, Tulajdonképpen

ez a felépités megtaldlhatd tobb korai milben is,esak
kewd abé észxavehetﬁen,ld.pl;ﬁarkovfﬁB/ vagy Klauwa /25/-
ban,/

2,22,Definicid: e £ pragramozhatd fiiggvényt kiszdmite
hatdé folyamatnak nevezzilk,ha tetszfleges T, és r, racie-
ndlis szdmokra [£(rd=¢()| <L ival+in
/tulajdonképpen egy kiszdmithatd folyamat egy olyan
program,amely adett { hibakorlat esetén kiszdmitja asz
X, valds szdm  kizelitését £  hibdval./v.6.a 2.6, és
2.1l.definicidkkal.//

A tovdbbiakban elésmbr bvevezetjik a kiszdmithaté folya-
matok ko6zdtti alapmiiveleteket,majd természetes mdbdon [fimtui-
tive a kiozelitett valds szdmok alapjdn / e kiszdmithatd
folyamatokat az alapmilveletekkel kompatibilis ekvivalencia-
oszidlyokba osztjuk,és az ekvivalenciaosztd]yokat fogsuk
neveznl rekurziv KVSZ-okmak.Kénpem beldthatd mddon
/legegyszeriibben a 2.6,6s 2,11.definicibk alapjin/ az igy
kapott rekurziv KVSi-ok definicidja megegyezik az eddigi
definieidkkal,feltéve,hogy feldpitésiinkben parcidlis rekur-
ziv fiiggvényeket is megengediink.

2-23=Definicids Ha f és g kiszdmithatd folyamatok,akkex
kizOEtlik az alapmilveleteket az aldbbi mddom defimidl juks
(f £9) ;) = #5) + 9(§)
€)= 4¢) 5()
akol E=N/x/ a legkisebb olyan természetes szim,amelyre
LG4 a@DI+ &) &
Nyilvénvaloan ilyen N szdm tetszlleges f g g kiszdmithatd

folyamatok esetén létezik,és N/r/ programozhatd fiiggvény,
Tovdbbd legyen
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2.24.Definicid;: az f kiszdmitnaté folyamats swlla-feolyamat,
ha tetszbleges r raciomilis szam esetén | £(¥ '-44V1

XKét f és g kiszdmithatd folyamatot ekvivalemsnek nevesilak,
ha f-g mulla felyamat.Egy—egy ekvivalenciaosztdlyt pedig
rekurziv KVSZ-nak mevesiimk.

b
lyasmatok kéajai,akkor még ebbll f=g vagy f ekvivalens

g-vel sem eldtmthetd,és ez kbanyen igazolnatd.

Intuitiv médon érzbdaik,nogy he K. és Eg kiszamithaté fo-

2,25.Refinicid; Ha I tetszlleges kiszdmithasld folyzmat,

akkor legyen

(%')(r) = ‘\P(A{) /%(a’;)

abel terméssetesen g nem ekvivalerms a nulla folyamethoz
és B=N/r/ a legkisebb ¢ olyzn terméssetes szdu, amely
az aldbbi két egyenlltienséget kielégiti:

19(5) >E  a UFEIHG))
8- % )l ack)

/B bonyolult feltételrfl a bizonyitds végiggondoldsakor
lesz vildgos, hogy szikséges./

Lr

2.26,%¢tel: A 2,24.definicidban bevezetett reldeid ekviva-
lenciareldcid , tovdbbd a 2.23, és 2.25.definicidkban be~
vezetett nmiivelcotekkel kompeatibilis,tovdbbd az ekviva-~
lenciacsztilyok a miiveletekre nészve testet alkotnak,
4 rekurziv KVSZ -~ok testét a tovdbbizkban K-val jeldlsm.
Ezenkivil ha mindem r raciondlis szédmhoz megfeleltetjiik
az azonosan r eredményt adé kiszdmithatdffolyamat ocsztd~
lydt,akkor Q egy homomorf bedgyazdsit kapjuk.

A tételt nem bizomyitom,1évén apré rutinsszdmoldsok
sorozata.Részletesebben 1d.Aberth/l/ ~ben,

2.27.Tétels A rekursiv XVSZ-ok R-mek résztestjét alkot-
jdk.
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2428.Befinicids Bgy f kiszdmithaté folyasmat pozitiv illet-
ve negatlv aszserint,hogy létezik olyan pozitiv r racio-
ndlis szdm amelyre £/r/ 30 illetve f/r/< -r . Az f
kigzdmithaté folyamat nagyobb g-nél,ha f - g pozitiv.

A definieidk értelmessége k¥vetkezik abbdl,hogy ho=-
gyan definidltuk a kiszdmithaté folyamatokat. ESnnyen
beldthatd hogy a fenti remdezds is kompatibilis az ekvi-~
valencia reldecidval , igy természetes mdédon definidlnatjuk
a kiszdmithatd felyamatok és a rekurziv K¥3Z-ck rende-
zését.A miveletek , a rendezés és az abszolutériték k& -
z08tti azonossdgok mind igazak maradnak,

A EVSZ-ok ktrében az irraciomalitdst és a transzcem~
dencidt egészen természetes médon lehet delinidlni.Pél ~
dsni ldssuk @oodstein/2%/ definiciéjdt : egy L racliondw
lis ssamsorozat irraecionalis rekurziv {¥S8%7 -ot definial,
ha léteznek olyan b és g fliggvények , melyek rekursiwvok,

g windig L-nél thagyobb értéket vesz rei és nd h/p,q,r/
esetén lr, - fy{ﬁj_] 74/3(}14,») « A7 irraciondlis és
transzcendens rekurziv KVSZ -ok tovdbbi twulajdonsdgait liad
Goodsvein ieant ewlitett wmiiveben,az 1.6.tételt’l keudve.

BAr a rekurziv k¥SZ~ok rencezése trichotom,séi bizo-
nyithatdéan tetszlleges a,b rekurziv .¥S7-ok esetén an
a>b , a=b 4 a/lb esetex kislil poniogan az egyik 4llhat
Teant / mert ¥ be van agyazve R-bvef . De eifektiv médszer
wem . létezik annsk elavntésére,uopy éppen melyik , és melyik
‘memy 86¢ ezt wég ellendrizei sem tudjuk., rovdabba ha x5 ¥
-t ugy definialjuk,hogy x{y nem igas , akkowx taialhatéd
olyan x€K,anelyre x>0 , de sem x> 0 vem E~0 nem ig&zoOl-
natde/id.Bisnep/T// »Tx'a-eiatrafé% so/Dunmett 48/ .

Azoabal ba tudjuk,negy & ¥ p akkor aigoritmikusam cl tud-
sak dlnbeni,nogy a2z a>b isleive a b eseiek kbzil melyik
all Jeaat.Mindezek kOnmyen beldthatdak;az irodalompan 1ﬁ.pl.
Lbertia/1/f JHonk/LE/ wagy wice/BY/-ben.Hasonldan aszt sem
lehet eldatuteni,nogy egy adott E-beli szdm raciondlis-e,
elbjelét vagy valamelyik tizedemjegyét sem tudjuk megadni,
valamint a reciprok sorozat kilsztiblftggvényét sem tudjuk
megadni./Bz nem mond ellent annak hogy Ry=h,,. 4 tizedes~
jegyeket €158411it¢ rekurziv figgvény létezik, csak nem
tudjuk megadui./ Mindezek bizonyitdsdra a kovetkezd rémzben

vigszatércek.
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Hinderek alapjdn mar az sem weglep,aogy a maXimum,
nigimum ¢8 asszolutirtsk Llpevények nem algoritmikus
sak,/ld.még Rice /61/ 227.oldalon/

Természetosen meril fel a kérdés : hogyan sadunk meg
egy kiszdmithatd valds sgdmot?A G8del~szémozds lsmerge
tébon kdnnyen megadheté egy olysn primitiv rekurziv.
Pligevény amely egy adott azdmrdl elddntl,hogy egy szém
egy programozhatd lllebve parciilis rekursiv flgsvény
kéd:ja~c.Azonban kbmayen beldthatden nines olyan algorite
mus,amely azt d8ntené el egy adott természetes szdmxdl,
hogy egy kiszémithatd folyamat kdédjaew.Ilgy ldthatd,hogy
mér a kiszdmithatdé gzdmok megaddsdra illetve ellenbre
zésére nincs effektiv médaszeriink, Igy K nem is rekurzie
ve felsorolhatd,Altaldban pedig:

2529, Tétels /Trosztnylkov/65/:/

Legyen M s&lgoritmuskettSstk egy olymn helmaza,amelyre

s,/ McCK

b,/ ha acM és a=b akkor b €M

col OcHM

d./ ha r€H és r>0 akkor létezik olyan b &M , amelyre
b#£ 0 és b{r

Povdbbd/1d.Kusner/28/ és Ceitin/11/ , hogy tetszéleges
r pozitilv szdmhoz nem lehet algoritmikusan megadni egy
ndla kisebb b pozitiv szdmot.K tovdbbi tulajdonsigalt
ld.Aberth/1/=ben,és itlce/5T/=ben,

Rice /61/~ben az algebrai teljesség bizonyitdsa utdn a
ktvetkezlket irjm: ¥It seems probable tlat another

such adoptation wuold give a® in K Jep in K, 0L/ .

If this is the case,it is wnlikely that K will be citized
for the lack of any particular useful nuwmber,” /Azaz:

dgy tidk , hogy hasonld dtirds igazolnd,hogy a,bck ,
G<a esetén al 1s Kebeli,Ha ez valSban igy van,akkor

nem lehelsdges,hogy Keb6l hidnyozhatns bdrmely fone
tos szdm,/Bz veldban igy van,ds szerintem a blzonyitds
Bumagdt kindlja a 2,.8.definiclé alapjidn:
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, *3 gﬁgelg Tetszlleges a,bE K esetén a? ex,
[ZONYITAS:om & kﬁvatkazé:ﬁi&nyga.beléthgtﬁ,ﬁﬁgy ha az
r Sﬁ?ﬁﬁ&ﬁ hatdrériéke v ép az &, sorozat hatdrértéke
g akkor 8z r'%n sorozat hatdrértdke r®,Ezért elegen~
a6 = és nem ia'okez ki18nSsebb nehdzsdget= &z utéhbi
sorozathos eg, rekurziv modulust megadni.
4 hatvdny és exponencidlis flggvények szigori monotow
nitdsan miatt . ) 0 s s,
10,5 6 ) £ 165 L] R 0] L (s (o)) v +

CS[SM
F ) s s

és mivel mindkét sorozat korldtes,ezért a kividnt sow
rozathos szemmol ldthatdan 16tezik rekurziv modulus,lie
vel a hatdrértdkre 2 halvényozds aponosségal Brikldd -
nek,igy K-ban is igazak a hetvdnyozds megszokolbt azo =
nosgdgai. [}

Lésd még & 4.8.problémdt a 4.fejezetben,

Tulajdonképpen a 2,4.definicid ekvivalencimoartdlyad

alapjdn definidlt KVSZ=ok 1s eldg tévol vanmak a szdmie
tégépek dltal veldéban kiszémitott szdmoktdl,
Végil felmerill a kiszdmithaté szdmokon értelmezett kie
szémithaté wetrikd kérdése,Hs K=t Rwbe bedgyazwa kép =
zeljlk el,akkor semmi gemdunk sincs,Hs pedig mem,akkor
is megfelel az abszolitérték,



¥
3§ KISRAMITHATO SOROZATOK

Iegtermésseiesebben ast gondolhatnd valaki,hegy kisszd~=
mithaté soresatnak nevesmiink egy olyan algoritmuat,amely tet~
szlleges természetes szdmhez faz indexhez/ megad egy rekur-
giv BYSZ =t.dzonban az ¢l6s58 fejezetben lattuk,hogy nem
lehet olyan egyszeriien megadni egy rekursiv KVSZ-ot.Csardl=
ik ki kétvdltesds rekurziv fliggvényre valamelyik dériniein
éban muerepls egyviltesds rekurziv fligevényt , és a miso-
4tk vilteszd Jelélje az indexet.Ez a definicié taldlhatsd
Meschkowsky /50/ ,6regoresyk /25 , Pour~El /55/ éz Rice /51/
~ben.Az €1528 fejezet 1,8,15 és 16 definicidinak fenti vdl-
tozatait vigsgdlja résslegesen Klaua /35/~ban,Azonban meg-
leps médon a 2,§. definicibinak fenti médesult viltezatei
nen ekvivalensek Bzt részletesen Mostowsky vizsgilta meg
/567 ~ben. Pontosabbans:

341, BEFINICIG: /Mestewsky/55/./ ILegyenek tetszéleges 1-nél
ragyebdd p termémzetes szidm esetén .02 .ﬁs,s és C; =

valés serozatek kivetkesd rﬂnshalnmzai.

{(X&\Cﬁla{’ eh fr. WVl m3d  [xg- fiﬁ )!zﬁ' .
T (e fuVRif bl b k= Z £ LYol )
ﬁggp ‘[(3‘-&){:‘@23?%@ V‘?P‘i;"/f‘l fmdeplip M. Xg = zg(.,,, p}

Cy h Ve Yk Hp By k)1 L vy g
{0y R [3f P P, /4, MB
o - {(m\cmﬁ?wfaﬁ#r% SRS e
5

3.2 7608 /Moatowsky/B6/ 3/ € R G T €520, WOy
tetanﬁl@g&s 1-nél nagyebb p természetes szdm esetén, A rekur-
ziv halmasek kapesolatdit a :
mellékelt Venn-diagrem ssem~
1élteti , a tartelmazisck va~
16d1ak.

3,3 PETRL s /Mostowsky/56/ Kusmer/38/ 4.fe).3.5.24 kel alap~
jdns/ %2,P c ﬁz'q akker éa csak akker , ha létezik

olyan n természetes szdm,amelyre P 'qn; /EBzt szokds Mostowsky~
Yomueneu ~— tételnek is hivni .V.5.2.18.A.t6tellel./
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Azaz a G, P halmazok tartalmazas szempontjdbdl ﬁgy viszo~
. ¥
ayulmak egymashoz.mint a természetes szdmok 7_ maraddkosztd-
lyai.A 2,8, definicid alapjdn definidlt rekurzivw sorozatok
lényegében a €, -beli sexrozatok.

3ed Definicid: Egy valds szdmokbdl 4116 x, sorozat kiszdmit~
h&to,ha létezik raciondlis szamoknak olyan keitds Ty Lk T
kurziv sorozata /azaz léteznek clyan f,g és h kétvaltezos
rekurziv figgvények,amelyekre zn’kz( ffn,k/—g/n,k/)/ ( 1-{-11/!,}:/) !
ég 1létezik olyan k szintén kéitvdltoszde rekurziv figgvény,
amelyekre

¥ n.m ha iD>k/n,m/ akkor -1 < 1/m
/1d .Kusnexr /38/./ 5 ﬂ’il
He egy X, /kiszémithatd/ sorozathoz létezik olyan £
[tetdz8leges/ fliggvény,amelyre

¥i,j3k i,3> £/Kf esetén -'xi-xj'< 1/k
akkor f a sorozat regnlétéra vagy medulusa.
Egy %, kiszdmithaté sorozatot fundamentdlisnak nevesziink,ha
létezik /és meg is tudjuk adni/ rekurziv medulusdt. A soro-
zat kvagifundamentdlis , ha rekurziv modulns létezése nem
cafolhatd faz intuicionista logika értelmében./
Tovabbd egy x, kiszdmithaté sorozatot pszeudofundamentdlisnak
nevezilink ha

V:n'?"fﬂ ﬂd/fm,f _ (m,f},& =7 K= ¥l ¢ 4/,,,,)

3.5.Definicid/ld.Abexth /1/:/ Kiszdmithatdé fiiggvénynek neve-
ziink egy olyan fliggvényt,amely rekurziv KVSZ -okhez rekur-—
Ziv EKV8Z ~ot rendel , pontosabban azokat ¢18411itd kiszd -
mifthatd folyamatok kdédszdmaihoz kiszdmithatd folyamatok kdd-
jait rendeli,és kompatibilis az ekvivalencia-reldcidval.Mivel
a természetes szdmok N halmazdt bedgyaztuk & rekurziv EVSZ-
ok halmaziba,igy definidlhatjuk & kiszdmithatd sorozatokat
specidlis ,H-en értelmezett kigzmdmithatd fiigevényekként.,
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A 3.4, definicid nyilvdnvaldan ekvivalens a €, halmazzal,
vagy helyesebben fogalmazva & 3.4. definicidban megadott
rekurziv sorozatok éppen a €, halpazt ad jdk,
Az ig kinnyen heldthatd,hogy ha egy sorozat a 3.5. defim
nicié sgerint kiszamithatd,akkor Cy -nek eleme,hiszen a
széban forgd F:h-» K fliggvény az azonosan n értéket add
program kdédszdméhoz megad egy programezhatd fliggvényt
/ill.annak egy kédszdmdi/ ,amely a kivdnt mddon approxi-
malja %, -et.Fermuldval:.
S AST A QY

R _

Forditva,ha adett egy ffn,k/ rekurziv figgvény,amely bizmo=-

nyitja,hogy V(Xn) Ql-beli,akkor meg kell adnunk egy olyan
P:l-> K fiiggwényt,amelyre ?{g&,. v Hﬁfn,,[ s 68

Rgru ﬁg, esetén ?1ﬁg,.fpu ?fﬂg,,.l' spontosabban ilyen

F fliggvény 1létezését kell igazolnunk.Ilyen F-et kommtrudl-
ni nem lehet,hiszen egy Aberth ~féle filiggvény esetében nem
tudjuk ellenbrizni,hogy ﬁg:NI Hg, - asetén F/ﬂg,w[FU F[Bé,,./
fenndll-e.Azonban a kdvetkezd fejezet 4,10.definicidja
utdni gondolatmenet alapjdn konnyen beldthatd,hogy minden
rekurziv fiiggvénynek megfeleltethets egy F:K-dK fiiggvény.
Igy kaptuk,hogy a 3.4. és 3.5, definicidban adott megha-
tdrozadsek ekvivalenasek.a 3,l. definicidbeli ¢, halmazzal.

Az widbbi meghatdrozis szerintem tulsdgosan benyolult,elmé-
leti vizsgdldddsokhoz is csak néha hasznos,gyakorlatilag
pedig teljesen hasznavehetetlen,

A kiszdnmithatd sorozatok konvergencidjdt a 3.4.definicid
/ Kusner/38/ / és a 3.5. definicidé fAberth/1l/ / alapjdn
vizagdlom, :

% ,6,DEFINICIC: Egy x, kiszdmithatdé sorozat komvergdl egy

fnem feltétlentll kiszdmithatd/ valds szdmhoz , x-~hez , ha
létezik egy olyaﬁ#fﬂggvény s hogy & > k/n/ esetén |zwxﬁjk i/n .
Tovabbd egy X, kiszamithaté sorozat rekurzive konvergdl

egy x sgamhoz,ha a fenti k filiggvény rekurziv. A soroza-

tot konvergensnek nevezzilk,ha effektive konvergdl egy x
rekurziv KVSZ ~hoz. /A k fligevényt szokds a sorozat regu-
ldtordnak vagy modulusdnak is nevezni,./
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3,7.1ETEL: /1ld.Kusner 138/ 3.fejezet 2.§.1l.tétel vagy
Aberth 1/ 12.tétel:/
minden fundamentélis sorozathoz konstrudlhaté egy olyan
rekurziv KvsZ , amely az § hatdréridke /azaz minden effek~
tive Cauchy = sorozat konvergens./‘
BIZONYITAS: Tegyitk fel,hogy X, kielégiti a Cauchy-feliételt:
/a 3,5.definicidé alapjdn/: .

hym> $B) ke ween  [x,- xml L
Jeldljilk a sorozatot illetve annak modulusdt el8dllitd prog-
ramozhaté figgvényeket & ill. P -el.Petszdleges r racio=
ndlis szém esetén jeldsljilk BovdbbBd az azonosen r eredményt
add kiszdmithaté folyamat kdédjdt N, -el.Bzemkiviil tetazble-
ges pozitiv raeiondlis r szdmra legyen kfr/ a legkisebb
olyan egész szdm,amely nagyobb F[ﬁr,rf+r -nél, & E~n de-
finidlt rendezés szerint ekkor minden pozitiv r raciond-
lis szdm esetén kfr/sffr/ . Legyen ekkor g/r/ws-[(k(r[&)), (rfz) fe

Beldtjuk,hogy g egy kiszdmithaté folyamat és ‘ gy =lim x .
‘_%(ﬂ_r—c‘) ~92r)| ¢ (8 (2 — g lm) [+l Naley - Lar )[ +
£ gy —9(2)) £h tmax (n) +1y o 26 n)

Tehdt g kiszdmithatdé folyamat,

Legyen egK pozitiv . Ekkor a rendezés defimicidja miatt

létezik olyanr r raciondlis szdm,amelyre 0 < hfr/-r , ahol

h az e -t el84lLlitd kiszdmithatd folyamat, ez{h‘};

Legyen akkor 6s = h/r/-r . Bkkor

ne 9% 2 Dn=Xeesy (¥ (Kacs) =3O 1829193 ¢
4 r/2 + 4 +24 £+

Ami azt mutatja.hogy g valdban az x sorozat hatdrértéke. B

3,8, Bétel;y /Kusner /36/:/ Ha egy kiszdmithatdé soromat rekmr-
ziv médon konvergdl egy x valds szdmhoz.akkor x is rekurziv
KVSZ.

[Ez is mutatja,hogy K eldzd fejezetben emlitett algebrai
teljessége nem olyan meglepd./
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Bizonyitds:

trividlis.Legyen ugyenis | X, -T, 0, k\< 27% g B3 h/k,m/ ,
és | x, - x|\ 2™ max ) h’/m/ Ekker kmm;yen beldt=
haté,hogy asz rhgfrk_ n , h*/n/ gorozat rekurzivgu
konvergdl az x szdmho¥ , azaz x ¥aléban rekurziv KvS7 . W

Nyilvédn mem effektive konvergencia esetén is lehet a hatdr-
érték rekurziv EVSZ./ld.pl.Pour-ElL /6%/ 6.p61da,550, old./

Az abszolut konvergencia, - alapmiiveletek ég a hatdrértdk
kapcselata valamint a hatdrérték tovddbbi tulajdonsdgai mind
konnyen bizonyithatdak,ld.pl.Klaua /35/ és Rusner /38/ -ben.
Tovdbbd az elemi kKonvergencia~kritériumok /D*Alambert,Rasabe,stb./
is mind igazak maradnak /ld.pl.Kusner/28/./

Meglepdek és fontosak az aldbbi tételek:

3,10, TETEL: lld.Aberth/l/,Kusnerfgaf 3.fejezet 3.§.vagy Specker
/TZ/~benz/

ILétezik olyan monoton ndvd korldtos kiszdmithatd sorozat,
amelynek hatdréritéke nem rekurziv XVSz /nyilvdn a sorozat

nen effektive konvergens./

Bizonyitdss Legyen

ahol P*fi,n/ = 1 ha az i kédezdmw program az iEC K
input esetén legfeljebb n lépés
utan megdll

0 egyébként ]

341l FETEL: /Aberth/l/ 14.tételif:

Legyen x,, egy kiszdmithaté sorozat, hatdrdrtéke x kiszd=-
mithatdé valds szdm.Legyen tovdbbd R egy tetszdleges olyan
tulajdonsdg K elemein, amely igaz a sorozat elemein,de nenm
igaz a hatdrértékén.Ekkor R nem effektiv,azaz mem léteszik
olyan algoritmus,amely tetszlleges rekurziv EVSZ -rdl el-
@bntené hogy R igaz ~ e avagy sem.
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Bizonyitds:

Beldtjuk,hogy ha az x, sorozat hatdrértéke x , és R igaz

& sorozat tagjain,de nmem igaz a hatdrértéken,akkor R még
az-{xi,xg,.**, x} halmazon sem donthetd el rekurzive.
Pudjuk,hogy K tetszbleges e pozitiv eleme esetén |xh-x|4< e
ha n S f/e/ , ahol f egy kiszdmithaté fliggvény.

A hatdrértéket,a sorozat tagjait és a modulust d11litsdk

el a g , £, kiszdmithatd folyamatok illetve az F prog=
ramozhatd fiiggvény . Indirekte tegyilk fel , hogy létezik

olyan G programozhatd fﬁggvény,amelyre‘G/Ehfal vagy < aszerint,
nogy R/{ b/ 1igaz vagy nem.

Legyen tovdbbd P’’ dltaldnositdsa a P* fiiggvénynek : legyen
P**/n,m,af/=1 ha az n kédszdmu programozhatd fliggvény az m
bemenet hatésdra legfeljebb a db 1épés utdn a stop utasi-
tdghoz érkezett és megdllt .Bgyéb esetekben legyen
P**fn,m,af/=0 . Konuyen beldthatd,hogy P’ is programozhatd.
Petuzdleges P program esetén legyen g% egy kiszdmithatd

folyamat:
glsf ha P*Y/H,.m,H. /=0 , ahol m a leg-
' kisebb efész Bzdm,amelyre l/mgr

fk[r/ ha P**/h ,m,HP[ =1 , ahol m a fenti

egéssz szdm,és°m® a legkisebb olyan
egész szdm,amelyre
P”[Hfﬁm,HPf =] és k a legkisehb
egész gzém,amely nagyobb Flﬁﬁ,t/+t ~nél,
ahol #+ = 1/2m’°
Bkkor nyilvan tetszlleges P programra g:? egy kiszdmit-
haté folyamat , és tetszbleges r; > 1/(m’-lj> », racio~
nédlie szdmokra

| %\49 (ra) ‘@}0"9)\ é(%(wz) x| HIX =ng [+ [x"’qf&[r") ' Lhiry

gp/x/ =

Ezenkiviil nyilvdnvaldan tetszdileges P programra {g%} =x
avagy X, valamilyen n indexre aszerint , hogy PfﬂPf defim
nidlt avagy sem ., Ha elddnthetd lenne , akkor a program=
megilldsi probléma is , ami bizonyitja dllitdsunkat . B
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A t3telbdl nyilvdnvaldan adddik az eldésd fejezet wégén
emlitett algoritmusok zidmének lehetetlensége.Pl.legyen
x, =T, egy racionilis széamgorozat,amely {3796t kozeli-
ti.Ekkor Rfx/ = %x raciondlis®™ a fenti tétel alapjdn
mem rekurzivan eldéntheté. Vagy r, = 10" gerozat tagjai
pozitiv szdmok,de a batidrértékik mem az , stb.

4 lenimgrdai iskola pontos wizsgdlataiban megkiildnbdz-
teti a konvergencia kiilénbozd valtozmatait is /ld,pl.
Kugner /38{./,amellyel most ittt részletesen nem foglal-

kozoms

%.12.pefinicid: Bgy Xy kigzdmithaté sorozat pszeudokon—
wergens , ha létezik olyan x valds szdm , amelyre

,v%-ma m %‘Q (€>m = Jx—%g| & f/'ﬂ)

3,13, Tétels Iétezik colyan sorozat,amely pszeudokonvergens
de nem effektive konvergens.Azonban ha egy sorozat monotom
és pszeudokonvergens akkor effektive is konvergens,

A fent emlitett milben megtaldljuk tovdbbi tételek alapjan
a pszeuwdoszdmok /1ld.2.ld.definicidt/ bedgyazdsit K-ba.

Hem csak a rekwrziv KV3Z -okkal , hanem a sorozatokkal
kapceolatban is sok kérdés algoritmikusan megoldhatatlan.
Példédul nem tudjuk algoritmikusan megdllapitani egy,tetézﬁ*
leges x kiszamithatd sorozatrdl,hogy van-e effektiv modu-

lusa,konvergens-e,egy adott x rekurziv KvSZ hatarértdéke -e,
86t egy pszeudoszammal ekvivaleng rekurziv XVSZ-ot sem tu-
dunk megadni,stb.B kérdégekrs! részletesebben ld.pl.
Aberth/1/,Ceitinfll/ vagy Kusner/38/ miwekben,
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44§ JKISZAMIPHATG PUGCVENYEK

Bgyes szerzbfk [pl.Miller/§3/,/52f / csak imtuitive
definidljdk a kiszdmithatd figgvények fogalmdt ; tetszb-
leges helyen tetszlleges pontossdggal meg tudjuk adni ér-
tékét. /Lényegében ezt a definicidt haszndlja hallgatd—
lagosan Myhilk /E7Y/ és sok mds szerzé is./ 4 definieidt
pontossd téve a kivetkezdt kapjuk:

4.1 .DEFINICIO: Bgy f:R-> E fiigevény kiszdmithatd,ha 1é-
tezik egy g programozhatd fiiggvény,amelyre tetszbleges

r raciondlis &5 m természetes szim esetén l_#(r) - %(’”‘H’)lﬁ'ff‘m
A definicidba beleérthetjiik,hogy f az irraciondlis helye=~
ken az &t kdzelitd raciondlis helyeken felvett heiyet-
tesitdsi értékek hatdréritéke - ha ilyen 1étezik , vagy
pedig tetszlleges,/¥zzel kapesolatban 1ld.a 4,15, tételte/
Mar itk,ha precizek akarunk lemni, kiszdmithatd fliggvé—
nyen az &t kizelits programozhatérfﬁggvények ekvivalen-
ciaesztdlyait kell értemiink /ld.pl.Goodstein /AZF ém
Cleave f1§/ -ban./

Mis szerzdk definidljdk ugyanm a kiszdmithats Tiggvé~
nyek fogalmdt, de egy kissé benyolultabb nddon lényegéhen
a fenti definicidval ekvwivalens meghatdrozdst kapnak .
Eiemelném a k&vetkezfts:

4.2.vefinicid: /Mycielsky/B%f,542.0ldalf :
Legyen 11 R? egy q dimenzds téglatest,végpomtiai legye-
nek kiszdmithaté valés szdmok . Egy r:1%~-> RY figewény
kiszémithaté,ha.létezhek.olyan 2:N2Q%> Q é5 his~> ¥ rekur-
ziv fliggvények , amelyekre

da  ix-rlo 178 adekor [ £6)~§(an)] L1/,
Bz a definieid mem teljesen ekvivalens az el6z6vel.Az eld-
26 definicid megenged nem folytonos fiiggvényeket is
/p1¢ legyen f/EJ =q , ha p és q relativ primek/.Azomban
ha kxkétguk,hagy £ folytormos,akkor a két definieid ekvi-
valens.
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Szemmel lathatdan ha egy fiiggvény a 4.2.defimicid
szerint kiszdmithatd akker a 4.l.definieid szerint is.

Ha pedig £ a 4.1. definicid szerint kiszdmithatd,akkor
fmivel folytonos,igy egyenletesen is folytonesy &h/nf=
=2n vdlasztdssal kapjku,hogy g/fZn,r/ a kivant fliggvény.

A kiszamithatd fiiggvények folytonossdgdval egyébként rész-
letesebben a 4,.,15,tételben foglalkozonm.

A kiszdmithatd figgvények mésik definicidjénak tekint-
hetnénk a kiszdmithaté polinomokkal vald kﬁzeliﬁé§tr
ggyenletes konvergencidt megkivetelve csak a kiszam%tm |
natfan folytonos figgvényeket kapjuk meg,igy ezzel is csak
késbbb foglalkozom.

Azonban ide kivdnkozik Ceitin kbBvetkezs definicidéja és
tétele:
4.3.DEFINICIV: fld.Aberth/l/ és Ceitin flOé[ii/./
Bgy parcidlis rekurziv fliggvényt kiszdmithatdénak neve =
ziinkyha azonosithatd egy K{==> X leképezéssel , és
tetszblleges K-beli x elemre ha létezik f/x/ , akkor
af ffx/fg K €s b/ y~x esetén létezik £/y/ és ffy/v £rx/.
/Bz ekvivalens a 4.9.,definicidval,igy a t&bbi definicid~
val vald ekvivalencidjdra is ott térek ki./

4sdePétels /Geitinfl3/g2.§.f Minden kiszdmithatd f fiigg~
vényhez / ami a fenti definieid értelmében kiszdmithatdf
konstrudlhatd olyan pontonkémt konvergdld g, figgvénysoro-
gat, amelyek grafikonja kiszdmithatd raeiondlis koordi-
ndtdju pontokban téré t&rdttvonal.

L fentl tétel alapjdm nyilvénvaldan minder kiszdmithatd
figgvényt lehet polinomokkal k&zeliteni,méghozszd rekurziv
médon.Késbbb azt is 1dtni fogjuk,hogy minden kiszdmithatd
folytonos fiiggvény egyenletesen kozelithetd polinomok-
kal./1d.Pour-£l /£1/./ Azonban:

4.4.A.Tétel:  Létezik olyam f filiggvény,amely a fenti defi=
nicid szerint kiszdmithatd, OCB/L/ , de a O pont semmi~-
lyen kdrnyezetébsm nince értelmezve. /ld.Ceitin f13/./
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A 4,1.definjicidra visszatérve az F:R-> R fiiggvényt
tekintsiik esak raciondlis pomtokban,és tetszbleges r raci~
ondlis pontban legyen Pfr/=lim r, » @bol » alkalmas
raciondlis szdmdbdél A11é Camchy-sorozat. Igy tulajdon-
képpen az F fiigegvényt azenositotink egy £'iNz@-» Q
figgvénnyel. /F/rf=1limf*/n,»/ {. Ha feltessziik,hogy az
£* fiiggvény és a konvergencia kKiszdmithatd,akkor az
elbbbivel ekvivalens definieidt kapunk:

4.5.pefinicids /Ceitin/Q/,Goedetein/R1/ s/

Egy FiR~> B filgevény kiszdmithaté,ha 1éteznsk olyan
£7 :RxQ~> Q és k:li~> B parcidlis rekurziv figgvények,
hogy tetszfleges » raciondlis szdm emetén

fo >k(m)  akhot  F()-fln )] 2

A definicidé nyilvdnvaldan nem fiigg I wdlasztdsdtdl,
és ekvivalens a 4.,1l.definicidval.Ugyanis tetszdleges f?
parecidlis rekurziv fiigevény esetén U 'ef %KX  programoz-
hatd fliggvény és tetszlleges f programozhatd fligevény
esetén Tf°€°%3L' pedig parciélis‘rekurziv figgvény.
/w.5.1.1.411itdesal/

Specker /N7/ 8.definicidja a kévetkezs:

4.6,Definicids Bgy f:R-» R fiiggvény kiszdmithatd,ha

léteznek olyan gsk,h tF"~> K ég u,viii< N rekurziw

figgvények,amelyekre minden x=p/g és y=r/& raciondlis

szdmokra ha x_= ﬁigi{p nf és y, = %:%-[r s,n/ ,akkor
a~ TR sy Yy R S8y ] -OF

e TR R, [Xa-Yul £ 17&

és M) m >v(ﬁ) esetén fKﬂ-Xm' < A/
és ffx/ = lim x .
Azaz % egy £/x/ =-hez konvergdlé kiszdmithaté Cauchy -

sorozat,és f kiszamithatdan folytonos.

4 fenti definicidk a kiszdmithatd fiiggvények fogal-~
mdt a szokdsos analizis nintdjdra hatdroztdk meg. Mivel
ggy F:R~®» R fiigevény esetén tobb £ programozhatd fiiggvény
is létezik,amely &t approximidlja , a 4,l.definicid értel-
mében példiul,ezért természetes a8z aldbbi
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4,7.Definicids /Cleawe/lb{,soodstein/lif&/

Két f,g:¥zQ-» Q programozhaté fliggvényt ekvivalensnek
neveziink,ha tetszéleges /m,r/€NxQ esetén |E(m - %('mﬂlé 1{m
tovibbd egen ekvivalenciaosztdlyokat nevezziik kissdmithaté
figgvényeknek.,

A fenti ekvivawalenciaosztdlyokba a 4.l.definicid
gzerint kiszdmithatd fiiggvények myilvdnvaldan bedgyazhaték:
¥ ~hez rendeljiik az f/2m,r/ ekvivalenciaosztdlydt.Meg-
forditva nem minden ekvivalenciaosztdlyhoz tartozik egy
FiR~» R fiiggvény,ami a 4,.1l.definicidé szerint kiszdmithatd,
Példiul f/m,r/=/-l/m primitiv rekurziv,igy programozha-
6 is,azonban ekvivalenciaosztdlydhoz nincs megfeleld F.
Eddig lényegében csak a Q-n értelmezett kiszdmithatd
fliggvényekkel foglalkoztunk,jobban mondva csak a Q-n fel=~
vett értékeivel torSdtink.Felmeril az probléma,hogy egy
fi:X-> X kiszdmithaté fiiggvényt egyértelmiien meghatdroznak-~e
Q~n felvett értékei?Az eddigi /1,2,3, 5,6,7/ definicidk
szerint nyilvdnvaldan nem,de e definicidk nem is tesznek
kiildnbséget e filggvények kbzbtt.Azonban a kbvetkezl defi-
nicidk esetében nem ilyen egyszeri e kérdés,

A X-» K fliggvények definicidi koziil ldssuk eldszdr
Pemuth/1"¥/ és Eusner/28/ 4ltaldnos definicidjats

4.8, DEFINICIO:Bgy f:K~» K algoritmus kiszdmithatd szdmo-
kon értelmezett kiszamithatd fiiggvény,ha

¥ryek (16 e x=y okhkor 3{() édm)ﬂf{*))

Mint tudjuk;az algoritmus nem matematikai fogalom.KilOnbo=
z8 ekvivalens megfogalmazdsai k8zil azt kell a fenti defi-

niciéba behelyettesiteni,amely 6sszeillik K dltalunk éppen
elfogadott definicidjdval .példdul ha K egy elemét ,as
ekvivalenciaosztdlyt egy £ reprezentdns programozhatd
figgvénnyel, jobban mondva kiszdmithaté folyamatial adjuk
meg,amit azonosithatunk kddszdmdval,akkor egy f:E~> K
fiiggvényt egy Pil—h K fiigovénynek tekinthetlink . BEzt az

F fiiggvényt neveztilkk a fenti definicidban algoritmusnak.
Ha N, &gy kiszdmithatd folyamat kédja,és f illetve F ér-
telmezdsi tartomdnydnak eleme,akkor F/Ng_/' is egy kisza-
mithaté folyamat,melynek r raciondlis szdm helyen vett
helyettesitési értédkét f/ﬁ; st/ -el jeltldk. Vagyis pon=-
fosabhan F({I}) ’“{ F“{l’) ' )33 « A 4.8.definicid azt a
természetes kdvetelményt irja eid, hogy ha
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Heés H@ ekvivalens kiszdmithatdé folyamatok kédjai , akkor
P/ly oo/ €8 F/N@ so/ iz ekvivalensek legyenek. Igy kaptuk

2 4.8.definicid egyik specidlis epetdét , amely vele ekvi-
valens:

4.9.uvefinfcidefaberth f1/s/

Bgy f:K-» X filiggvény kiszdmithatd,ha létezik olyan PiNzQ-» @

programozhatd fliggvény,amelyre

/i/ ha Ny egy kiszdmithatd Zelyamat kédja,akkor F/H g ./ is
kiszamithaté folyamat

/iif Ha Ny és Hy ekvivalens kiszamithatd folyamatok kdédjai,

' akkor F/lg 4o/ é8 B/W ¢ ,./ 15 ekvivalensek

tiiif gf 2N F= { #iwe /Y

fazaz £ {L} -n felvett értéke az P/, ,./ kiszdmithatd

folyamat ekvivalenciaocsztdlya./ A femti definicidé kivetkezd

valtozata taldlhatd Grzegorezyk/ng 4.$.~ban:

4,10.pefiniecid: Bgy f3K-> K  flgzvényt Banach-Mazur féle
kiszdnithatd fliggvénynek neveziink,ha minden kiszdmithatd

/ak/ sorozat esetén f[ak/ is kiszdmithatd sorozat./w.0e2%.ls
definicidval/s

Szemmel ldthatdan a 3,8 és 9 definicidk ekvivalensek. Ez
wtébbi /10/ definieid azt a szemlélete tiikrdzi,ahogyan egy
fiiggvény ériékét a gyakorlatban szoktuk kiszdmitani.

A definicid bbSvebb,mint sz eddigi definicidk.Legaldbbis
Pour-El ezt 4llitja , az 411litds igazoldsdt /melyrdl Pour-El
semmit sem emlit/ a 4.20.tételben irom le. Azonban a kévetke-~
26 definicid jobban illik 8ssse a tébbi definicidval:
/14.6rzegorczyk/2y/ és Pour-EL/65/:/

4,11.DefinicidsBgy ftiggvényt /[F:I-» R, abol I kiszdmithatd
végpontu R® ~beli tégla/ kiszdmithatdénak neveziink /Mazur-féle
értelembens,ha kieldégiti a 4.10.definicid feltételét

/azag sorozat-folytonocs/ , tovdbbd effektive egyenietesen
folytonos , azaz létezik olyan d rekurziv fliggvény,hogy tet-
szbleges I-beli x és y pontokra |¥-§{ Z1[d(n)esetén [ﬁk}uﬂgﬂLﬂ%.
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Pour -El fent emlitett miivében tovdbbd azt is 4llitja,hogy

a fenti definicid ekvivalens Myecielski 4,2.-ben adott definici-
6jdval,az allitds igazoldsa szintén a 4.22.tételben taldlhatd,
A tovabbi definicidk elétt néhdny érdekes tétel:

4,12.Métel:/Graegoreayk/2E/ 4.5./
Ha f egy Banach-Mazur értelemben kiszdmithaté fiiggvény,akkor
/i/ kiszdmithatdé végpontu I c R% tégla esetén mgx i

a végpontok kiszdmithatd fliggvénye

/ii/ ha f szigoruan monoton a kiszdmithaté végpontu sa,b/ zdrt
intervallumcn [fa végpontokat £y és £, szamitja ki/ akkor
az £~1 inverszfigevény kiszédmithatd az £, és f, fliggvények

felhaszndldsdval . fItt £y és f, nem feltétleniil rekurziv
figgvények!/

4,1%.A11itdg: Ha f és g kiszamithaté figgvények /[akdrmelyik
definicié alapjdn/ akkor f+g , fg és g # O esetén f/g is kiszd~

mithatdé fiiggvények.

Az 411itds igazoldsa ismét csak aprd szdmolasokbll 4ll,
a 2.y, definicidi alapjdn,ezért mem részletezem./részletesen
1d.pl.Aberth/l/ 285,0ldalon/

Nyilvdnvaldan ¥/N g ,¥/ = U/ng ,r/ a K-n vald identitds-
fiiggvényt adja , igy a fenti dllitds alapjdn minden polinom
kiszdmithaté , s6t a maximum,minimum,abszolutérték , és minden
rekurziv ill.programozhatdé fiiggvény is. Ez utdébbihoz azonban
sziilkséges a nem egészen nyilvinvald

4,14.Pétels/Aberth/1/,285 oldal/:

Ha f és g kiszdmithatdé fiiggvények és D/ £/ O R/ g/ akkor fog
is kiszdmithatd fiiggvény.

Bizenyitds:fegyiik fel,hogy £ és g reprezentdmsa / a 4.9,

definicid szerints F ill. G .Bkkor ®adott® L) esetén
G/HI_,./ egy programozhatd fiiggvény , igy a k6do16 P, progran
segitségével kédja elddllithats : MNggy, ) = B (604.))
Igy e szdmot vdlasztva ekvivalenciaosztdlya reprezentiansaként

({o9) (129 = $F CB(GWMg)) y 2) )
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Mivel F és G is kielégitik a 4.10,definicié feltételeit,
ezért fog fenti e18411itdsdbdl ldtszik,hogy az is kiszdmit-
haté figgvény. |}

Powdbbd 2 3.7.tétel bizonyitdsdnak médositdsdval kdnnyen
beléthaté,hogy egyenletesen konvergdld fiiggvénysorozat
hatdprértéke is kiszdmithatdé fiiggvény . / ennek vdzlatat ld.
Aberth / 1/ 285.0ldal aljdn [f.EbbSl kOvetkezik az,hogy ha
£ kiszdmithatd figgvény a &4, defimicié értelmében,akkor
a mostani /4.9./ definicié szerint is az.A forditott irdnyu

tartalmazdst ismét a 4,22, tételben vizsgalom meg

4.15.0étels /1d.ﬂemu$h—Kueera{H4[‘Sa.oldal vagy Aberth/l/:/f
Minden kiszdmithato riiggvény minden pontban folytonos.
Bizonyitdssez legkOWnyebben & 7,11, tétel alapjdn lédthatd

be.egyen xnf> X, kiszdmithaté szdmek egy sorozata , €s
legyen R/x/ = & 1 £(X ~{ko)} L¥iL v, ahol r rogzitett
szim.Ekkor nem lehet,hogy X, kiszdmithaté sorozat és xn47 X,

és £f/x f == Lfxof - .

Bzt a tétel a 4.4. definicidra Kreisel,Lacombe,Shoenfield,
Moschowakis és Celtin bizonyitottdk. A tétel alapjdn asz

1,3,5,6 definicidkban feltehetd , hogy £ folytonos fiiggvény,

nint ezt a legtdbk  szerzd [pL.Miller/46/ / meg is teszi.A foly-
tonossig ténye azonban nem jelenti a fiiggvény kiszdmithats
folytonosségét,hanem csak azt,hogy a fiiggvénynek nem lehet
kigzamithatd pontban kiszdmithatd szakaddsa.Példdul a kovet-

kezd kiszdmithaté fliggvény mem kigzdamithatdan folytonos:

anint az irodalomban kbzismert,még a kigzamithatéan egyenletes
folytonossdg vagy korlitossig sem kivetkezlk 2 kigszdmithatd
pontonkénti folytonosségbél./ld.pl.kberthfl/ 18.tétel/.

4.16,Tétel s/ pemuth-Kucera 794/ 88,0ldal/:

A kiszémithatd fiiggvények értelmezégi tartomdnyal pontosan

a kiszamithatd Gg ralmazok . /Bzt Friedberg , Cernov €s
Demuth pizonyitottdk./ A kiszdmithaté Gg halmazok és a tétel
bizonyitésdt 1d.nemuth-Kuceraj§4/ irodalomjegyzékében megadott

miiwakben.;
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Ereitsz /??7‘3.pont[168.olda1/ megjegyzése szerint a 4.1.
definieié [ ha f folykomos / egyenériékii a 4,9.definicid=-
val,azonban bizonyitdst nem kiz8l.Az 41litdst portosan a
4,22 . tételben vizsgdlom meg,

Legltdbb szerzd azért haszndlja a 4.l.definiciét, mert a
4,9, /és a vele ekvivalens definicidk/f sokkal tédvelabb dllnak
& szokdisos analizis szemléletmddjidtdl, és a bonyolultsig
[pl.Azra /6f alapjdn/ vizsgdlatira kevésbé alkalmasak,
Tekintaiik a K-> K fiiggvények egy mdsik megktzelitését:

na g:k->K kiszdmithatd figgvény,akkor ez azt jelenti, hogy
egy K~beli ¥ egy kozelit§ algoritmusdbdl /pl.a 2.5.defini~
cidban szerepld f fiiggvényt/ =melyet most f ~el jeldlok-
meg tudjuk hatdrozmi gfx/egy kozelitd algoritmusdit,azaz
fg/x/-et. Ha fiiggvényhez fliggvényt rendelek, akkor ez funk=~
ciondl.Tehdt definidljuk ellszdr a kiszdmithatd /rekurziv/
funkciondlokat,pl.srzegorezyk [25/ alapjans

4,17.DEFINICIO: ¥unkciondlnak neveziink minden olyan leképezést,
amely szdmelméleti /K-> N/ fliggvényekhez szdmelnéleti

fiiggvényeket rendel.ilapfunkciondloknak nevezzilk a kdvet-
kezbkety

identitdsfunkciondhs u/f/ = £
klildnbség - ~/togf = f£-g
hatvédny - ff,g [ = £8
konstang e s/t/ = 4"

ahol mest #° =-al jelOltem a rekurzidelméletben kézismert

S rakdvetkezd vagy lépteté filiggvényt, azaz minden x ter-

mészetes szdmra +’/X/:x+1 .

A funkciondlokon a kbvetkezd operdcidkat definidljuk:

helyettegités: ha & és 6 funkciondlok,akkor helyettesitéssel
a kdvetkezd funkciondlt kapjuk:

x< {} Q- 3f> (me xl-f, Ké’m o Xy G gﬂ) =4 \ f)(X,,.._.xg_,J 6 Gu-3e7 (3"”&)} Kery-Xp

fiiggvény vagy szdmértéki vdltozdk ismétlése,fiktiv vdltozdk

N

bevezetésge
a feltételes o operdtor s haViy.fg Vi -Ye I« (P(-ﬂ,...;{-‘afx,ﬂ.,...ga) =0
akkor legyen

(f" [4)) )é'ﬂ,w'f&>( 34:"'31) = e {‘% l ‘P <‘F"'" "Fk> (2-) ‘J!r J’\) :0}

ha a fenti definicidbdl elhagyjuk a feltételt,akkor felté-
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tel nélkiili ~ operdtorrél van szé,melynek eredménye
parcidlis rekurziv funkciondl./

Elemi fumkciondloknak nevezziik azon funkciondlokat,
amelyek megkaphatdk az alapfunkcionilokbdl a femti ope-
rdcidk véges sckszori alkalmazdsdwal,a feltdtel ndlkiili

M operdcid kivételével.Ha a feltétel nélkiili 4 ope-
rédcidt is megengedjilk,akkor kapjuk a kiszdmithatd funk-
ciondlokat.

A kiszdmithatdé funkciondlok tulajdonsdgait és felhasz~
ndldsukat /és a fenti definieid inditékait/ 1ld.Grzegorczyk
fen emlitett miivében,

Igy pl.a 2.4. definicid alapjdn mds meg is kaptuk a kiszd-
mithaté fiiggvenyek definicidjdts

4.18.DEFIRICIO: /ld.pl.Grzegorczyk/2L/,Pour-El /61/,/65/ vagy
shepherdson/ TS/ ./
Egy P:R-> R fiiggvény kiszdmithatd,ha 1étezik olyan ki=-
szamithaté & funkciondl,amelyre o> “)

: ~ na¥hen B _ gl L akkor }--———-
YaeR ¥ge iV Yhewn ’F&T !“' Vhew [

azaz ha f approximdlja a€ R =-et,akkor &/f/ approximilja
Plaf - t. '

Gregorczyk /27/~ban e definicid ekvivalenciijdt megmutatta
a 4.,11.,tovdbbd az alabbi definicidkkal :

4.19.pefinicié: Egy f£:R-> k kiszdmithatdnak nevesiink,ha

az aldbbi feltételek fa)- £)) valamelyike teljesiil:

a./ a raciondlis szamok tetsz8leges kiszdmithatd /rekurziv/
sorozatira f/rn/ ts rekurziv raciondlis szamsoroszat,
tovabbd effektive egyenletes folytomos ./v.8.2 4.11.
és 4.10.dcfinieidkkal ./

vef [i/ £ folytonos fnem feltétleniil kiszdmithatdan/

/ii/ Eetsz8leges rnirekurziv raciondlis szdmokhdl
4116 sorozatra f/rn[ ig rekurziv

[iii/ az ffrn[ sorozat raciondlis végpontu szakaszokra
megszoritva kiszdmithatban egyenletesem folytonos,

W <3,6 ¢, ds Ja -¢| £ 4/3(%_"1@)

{ _ . . ,/
ewhen [£a)- {(8) ] & T

—Fiﬁlz‘éii
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ce/ fif £ folytonos
/ii/ 1étezik olyan g fiiggvény,amelyre

, ,
Vo e N ! ﬁ:g%? ~f) £ 2ic

/1ii/ létezik olyan g* figgvény,amelyre Ym<lp,Yel Fm
ér 1Yot £ 4/ (k) eletn 19(L &)~ 9(¢,4) |23
4./ azonos a c/ feltétellel, de az /ii/ feltételt az alabbi

két feltétellel helyettesitjiiks
cs i . - . n k
/ii/ f/zn/ - 1&1{1 %
n k . > r - »
i sorozat kiszamithatdan

/ii/'” 8z fa / =/

konvergens sorozat

e.f Legyen s, @ raciondlis végpomtu nyilt szakaszok kiszd-
mithaté felmoroldsa., Ekkor f kiszdmithatd,ha 1étezik
olyam g rekurziw figgvény,hogy

fi/ ¥ aV¥w 8¢ s, => 1Q(‘g) c S?(m)
fiyf ¥avm aes, =2 Fuen - aes, & S < .
Jiii/ Yn k S % 4 Ml = 33(‘*) C S‘g (&)

Fegjegyzem,hogy Lacombe eredeti definiciéjdban -mert hiszen
ez a definicid Lacombe /%0/ eredeti definicidja~ mem szere-
pelt az n) k feltétel,de Grzegorczyk megjegyzése szerint

az [/iii/ feltétel teljes egészében elhagyhatd.

f./ Iétezik olyan g rekurziv figgvény, amelyre
/if Y& ¥m 8ESH =7 £(8)€ Sga

riiy VaRER GALG) = Tmew 2 eS, K4 ¢ sé(w)

A tobbvdlitozds fiiggvények illetve a vektordrtdkii Pliggvényrk
bevezetése egyszeriien elintézhetd,példdul egy rekurziv
‘J‘CP:H—s Q¥ régzitett bijekcidval.Péladuls

4.20.vefinicid: Egy rekurziv £ fiiggvény esetén asz L= T;f/’n/
sorozatet rekurzivnak nevezziik.Egy x ERP vektor kiszdmit=

hatd,ha létezik hozzd effektive konvergils rekurziv soro-
zat.Végll egy F:RP-> B figevényt kiszdmithatonak nevegziink,

ha létezik olyan B funkciondl,hogy tetszdleges f:N9 W

figgvény esetén haym |y - jt’affw) 1L ;';f.v akkor YV [f(:()_‘),ﬁthaqS(f}(ﬂ){/L%
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Természetesen & fenti definicid vdlbozatalt is érdemes mege
vizsgdlui,de 6% most ezvsel mem foglalkozom,

4,21, Dofinicids /Pour-El és Caldwell/g1/:/
Polinomok egy kéttifs sorozate rekurziv,ha léteznek olysn
d,s,8 ég b rekurziv figgvények,amelyekre

o= e (gD LUl

t 0 £ (’Vu’l‘llﬂ)

Bey f figevényt klszdmithatdnak neveziink,ha 1étezik polinomok
egy olysn rekurziv sorozate, hogy tetszlleges N és M termée
szetes szdmpkrs

A
he x| ¢ N aickor [ (X) — Py, (%) | ¢ Mrd
. glaM) Lw
4022, TETEL;

Je16136 151,2,3,5-11,18,19 és 21 esetén ¥y az i =odik defie
niciéban adott kiszdmithaté Fligevények halmezdt,Ekkor

10

BIZONYITAS:
Az 'Fzgﬁ‘é tartalmezds kbnnyen beldthatd az w/k/=h/2k/ ,
X, = g/2n,x/ és v/k/ = 2k vdlasztdssal,
A fordifott irdnyd tartealmazds nyllvdn fETFg
folytonos kiterjeszmtésére vonatkozikeés a h/n/=
=u/2n/ , g/n,r/z:rén vélasztdssal kSunyen lgazol-
hatd,
Az FoC T, tertalmazds kivetkeszik o d/n/=2b/n/ és x} | =
g/n,rh/m,’k/ vélasztdsokbdl, |
Forditva. legyen s, & raciondlis szdmok egy fele
goroldsa,és ekkor h/n/=d/2n/ és g/akia:rém;k bizo=
nyitjdk d1l1itdsunkat,
Az ?llg 0 tartalmezds
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Az 3'11=F18HF19 tartelmazdsokat Grzegorczyk az emlitett miiw
vében beldtte,most nem ismétlem meg a bigonyltdst.

Az ByyePyq 411ités iguzola’saltﬁ PoureEl /61/«ben beldtia.

35'3 = Fg = g ‘hisren e dsfinlcidk ugysnazt mondjék, csak
nem szé szerint,

Az By & Fpq tartslmazds kbvetkezik a 4.4.4111t4sb6ly & 14,
8111t4sb6l pedig az P,q & Fy ter talmazds.

Az Fqy €R tartalmazds csak szemléletbell gondot okoz.
Legyen ugyanis £/{8}/ = {F]N{,./},azaz ha x
az azonosan r raclondlis szdmot adé kiszdmite
haté folyamat,akkor =igy képzeljiik K R~be vald
bedgyardsdt,hogy = F{ng,"j./ZInf 1/m hibéval adja
meg F/Kr,',./ soztélyét‘:)“figﬁ pedig g/m,r/=F/N., 15/
bizonyitja 411itdsumkat.

Az P =By 411itdst 14ttuk a 4.5.definicld utén,

AzR % ¥y tertalmazdst pedig a 4.T.definicid utédn,

Igy bebizonylitottuk a 4,22,tételts [ ]
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FELHASZHAIDN BS AJAWLOTT TRODALOM

e A B xS

4z irodelomjegyzékben "A" betivel jJeldltem meg 2z
alepvetd , & kiszdmithetd enelizis egyes specidlis kérdésetd
tfrgyeldé , vagy a tvdoménydg kialekulésdban fontos szerepet
Aftez¢ rUveket 3 "B" betivel a bevezet(l , molern felfogasuakat,
relyeket az enysgpal ilamcrkedlknek ajénlok ; "C" betiivel
ezorat , emelyek Fizsé mbz szemszigbdl vizagdljdk a kiszéd-
rithetdnly fogelmdt e kKlasszikus analizisben , és véglil "DV
Yetlvel jelclt rilvek a téma filozéfial vonstkozdsait t4r ~
gyeljdk.
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