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Linearis algebra, sztochiometria és kombinatorika

SZALKAI ISTVAN

0. Bevezetés., A szokasos egyetemi és kdzépiskolai oktatssban a linedris al-
gebrat a matematika t6bb 4gdban (analizisben, funkcionslanalizisben, az anali-
tikus és a differencidlgeometridban) is haszniljuk, de szinte lényegében csak li-
neéris egyenletrendszerek, elemi bézistranszformdaciék vagy linedris programozési
feladatok megold4sara, Gjabban szdmitégépes grafikak készitésére. (A métrixok
invertaldsa is lényegében linedris egyenletrendszerek szimultdn megolddsa, stb.)

Jelen dolgozatunkban két nem standard alkalmazést mutatunk be a kémia
(sztochiometria), illetve a szdmelmélet elemi fogalmai segitségével. Gondolataink
kézépiskolai ismeretek alapjén is kdvethetdk, igy a cikk kézépiskolai szakkoron,
egyetemi fakultativ eléaddson is feldolgozhaté. Segitségével taldn jobban megért-
hetjiik mind a kémidt, mind a linedris algebrat, mind a szdmelméletet.

Az els6 alkalmazds adott vegyliletek k6zotti minimalis reakcidkat és reakci6-
mechanizmusokat keres, és ennek kapcsén egy kombinatorikai probléma. is felmeriil:
Hdny szimplex van (lehet) vektorok adott rendszerében? A szimplexek generdls-
séra egy gyors szamitési eljardst is javaslunk. Ezutdn azt is réviden érintjiik, hogy
mindezeket hogyan lehet példdul plazmareakciék modellezéséhez felhasznélni.

A lineéris algebra tovabbi kémiai alkalmazdsait talalhatjuk még Goldstein és
Levy [GL] cikkében.

Dolgozatunk végén, az 5. fejezetben egy més természetii (szdmelméleti) prob-
lémét ismertetiink: val6s szdmok adott véges halmazdban keresiink olyan lehetd
legnagyobb részhalmazt, melynek elemeib8l képezhetd részosszegek mindegyike
racionalis.

Mivel az Olvasék zome valdszintileg nem jératos a linedris algebraban, ezért
a 4. fejezetben egy nagyon rovid bevezetd keretében ismertetjiik a linedris algebra
f6bb, 4ltalunk felhasznalt fogalmait. Igy az Olvasénak javasoljuk, hogy lapozzon
a 4. fejezethez, ha nehézsége tdmadna e téren, vagy akir most azonnal!
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1. A sztochiometriai probléma. Tegyiik fel, hogy néhiny adott elem vagy
vegyiilet (pl. C, Oz, CO2, H20, SO2, ...) kozstt szertnénk az Gsszes minimdlis
reakcidegyenletet felirni. (Bar a kémidban élesen megkiilonboztetik az elemeket
és a vegyiileteket, de mivel a tovabbi vizsgélatok szempontjdbél ez nem lényeges
megkiildnboztetés, ezért a tovdbbiakban mindig csak vegyiiletet mondunk.)

Egy kémiai reakcié (ha minden vegyiiletet az egyenlet egyik oldalsra rende-
zlink) matematikai fogalmakkal nem mds, mint a vegyliletek egy olyan linedris
kombinicidja, mely az 0 vektort (elem nélkiili vegyiilet) adja eredményiil. Igy
szdmunkra most egy kémiai reakcié nem mds, mint egy olyan egyenléség, melynek
mindkét oldalén minden eléfordulé elembél ugyanannyi darab van. Azonban a
reakciékat most csak matematikai szempontbél tekintjiik, fizikai- kémiai tulajdon-
sédgukat, a reakcié kémiai realitdsét nem vessziik figyelembe. Vagyis médszeriink
példdul megengedi a

2Au + GHCI = 2AuCl; + 3H;

reakciét, ami a valésdgban normaél kériilmények koézott nem jétszédik le. ‘
Egy kémiai reakcidegyenletet minimdlisnak neveziink, ha barmelyik benne
szerepld vegyiiletet elhagyva reakcié mér nem johet létre a tobbi vegyiilet kozott.

Péld4aul a
C +2CO + 20, = 2CO,

reakcié nem minimaélis, hiszen a CO vegyiiletet elhagyva még felirhatjuk a
C+ 0y =CO,

reakciét, ami azonban mar minimélis.
A probléma a linearis algebra fogalmaival kénnyen megfogalmazhaté. Tegyiik
fel, hogy az A, ..., A, vegylletek az Eq,...,E,, elemekbél dllnak, azaz

n
Aj=3 ai;-E,
=1

ahol a;; € N természetes szdmok minden ¢ = 1,2,...,n, j = 1,2,...,m index
esetén (most a 0 is természetes szdm). Vagyis az A; vegyiiletet azonosithatjuk az

— T n
Aj=la1j,025,...,an5]" €R

n-dimenziés vektorral. (Pontosabban: A; € N”, hiszen komponensei egész szé-
mok, de mivel N nem vektortér, ezért frunk mindeniitt R™-et.)

Kémiai reakcié pontosan akkor létezik (létezhet) a vegyliletek 4ltalunk kije-
161t {A; : j € S} részhalmaza kozott, ahol persze S C {1,2,...,m} tetsz8leges
részhalmaz, ha a

() Dz Aj=0

JjES
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homogén linedris egyenletrendszernek van nemtrividlis megoldésa az z; € R
(4 € S) ismeretlenekre. Nyilvdnvaléan egy ilyen megoldésrendszer egyértelmiien
meghatdroz egy lehetséges reakcibegyenletet a széban forgé yégyﬁletek kozott: az
z;, j € S megoldésok nyilvanvalban raciondlis szémok, vagyis a koz6s nevezdvel
bévitve az is feltehets, hogy egész szdmok, majd a pozitiv és negativ megolddsokat
szétvilasztva kapjuk a reakcidegyenlet két oldalat.

Vagyis az {A; : j € S} vektorhalmaz linedrisan dsszefiiggd.

A fenti reakcié pedig akkor minimdlis, ha egyetlen vegyiiletet sem hagyhatunk
el Ggy, hogy a megmaradottak kozott reakcié johetne létre, azaz bdrmilyen T € S,
T # S esetén az {A; : j € T} vektorhalmaz elemei linedrisan fuggetlenek.

A fenti észrevételek alapjan sziletett az aldbbi definicid:

Definicié. (pl. [P2]) Vektorok egy B = {bj : j € S} C R" halmazét algebrai
szimplexnek nevezzilk, ha B elemei linedrisan Gsszefiiggéek, de barmely T' C S,
T # S indexhalmaz esetén a {b; : j € T} vektorok linedrisan fiiggetlenek.

A fenti fogalom nem teljesen fedi a szokdsos (geometriai) szimplex fogalmat,
bér rokon vele. Az m-dimenzids (teljes dimenziés) geometriai szimplex, mint a
héromszog és a tetraéder (akdrhany dimenzids) 4ltaldnositésa, R™-ben n+ 1 olyan
pont burka, amely n-dimenziés (azaz nem kisebb dimenziéji), és koziilik barmely
n pont n — 1 dimenziés (geometriai) szimplexet hatiroz meg. Azonban kénnyen
beldthaté, hogy R™-ben e két definicié ekvivalens. A tovdbbiakban mi egyszerfien
csak ,,szimplex”-et frunk, és az algebrai szimplexek fogalméat hasznaljuk.

Nyilvédnvaléan minden B szimplex egyértelmiien meghatéroz egy (és csakis
egy) minimélis reakciét B elemei kéztt (hiszen a (x) egyenletrendszert megoldjuk,
majd a negativ egyiitthatdjui tagokat az egyenlet jobb oldaldra csoportositjuk).

Példaul tekintsiik a kovetkezd vegyiileteket: Ay = C, Ay = O, Az = CO és
Ay = COg, azaz két elemrdl van szé: E; =C és E; = O. Vagyism=4ésn = 2.
A megfelel§ A; — Ay vektorok az aldbbi tdbldzat oszlopaiban léthaték:

A Ay Az Ay
Ci1 0 1 1
0|0 1 1 2
C O CO CO,

Az {A1,Ag, Ag, Ay} vektorok koziil négy szimplex vélaszthatd ki (csak a vektorok
indexeit frjuk ki): Sy ={1,2,3}, S2 = {1,2,4}, Ss = {2,3,4} és Sy = {1,3,4}. A
nekik megfelelé (x) egyenletrendszert megoldva a kdvetkezd minimdlis reakcidkat
nyerjiik (és nincs is més):

C+0=C0, C+20=C0; 0O+CO=CO;  C+CO,=2CO.
Sét, még egy lépéssel tovabb is léphetiink. Minimaélis reakcid-mechanizmu-

sokat is felépithetiink a fent kapott minim4lis reakciékbél, vagy akir barmilyen
reakci6k tetszdleges adott rendszerébél, éppen az eléz8 részben ismertetett médon!
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(Ne feledjiik, hogy a kémiai folyamatok valéjdban reakciék sorozatdbél dllnak, ezek
az dn. reakcid-mechanizmusok.)

Réviden: Minden O-ra (€ R™) redukdlt reakcidegyenlet egy R™-beli vektor-
nak tekinthetd, és ha ezen vektorok linedris kombinacidjéval sikeriil az R™-beli
0-t eléallitanunk, akkor egy reakcié-mechanizmust taldltunk. Ezen mechanizmu-
sok pontosan akkor minimaélisak, ha a kivélasztott R™-beli vektorok szimplexet
alkotnak. Vegyész kdrdkben ezt a ,hierarchia elsé hirom lépcsbje”-ként is szoktdk
emlegetni: vegyiiletek, reakciék és mechanizmusok.

Ha pedig adott vegyliletek kozott a létrejohetdé minimélis reakcidk szdmdt
kérdezziik, akkor egy linedris algebrai — kombinatorikai probléma meriil fel:

Probléma. Ha adott vektorok egy {A; : 7 < m} C N™ halmaza (a vektorok kom-
ponenses természetes szdmok), akkor hdny szimplex taldlhatd (min., illetve maz.)
az adott halmaz részhalmazai kozott?

A ,hény” kérdésre a (majdnem) pontos vélaszt [LSZ1] és [DLSZ]-ben taldl-
hatjuk, az erdményeket és egy érdekes bizonyitést jelen cikk 3. fejezetében ismer-
tetjiik. [P1]-ben a (%) homogén liendris egyenletrendszerek néhdny més, a téméhoz
is kapcsolédé tulajdonsdgat térgyalja a szerzd.

Az elméleti vizsgélat eldtt a kdvetkezd fejezetben egy ardnylag gyors algo-
ritmust ajanlunk, amely tetszéleges H = {A; : j < m} C N™ vektorhalmazban
megtaldlja az Osszes szimplexet. Gondoljuk csak meg: H Osszes részhalmazét nem
érdemes ,, végigmustralgatnunk”, hiszen az 2™ szdmi részhalmazt jelentene, és az
exponencidlisan sok idét kivdné algoritmusok mar kis adathalmaz esetén is retten-
t6 lasstiak! H szimplexeinek a méretei is nagyon kiilonbéz8ek lehetnek (1d. a cikk
végén bemutatott output listét).

A témakdr most bemutatott linedris algebrai megkozelitése. [PO] és [P2]-ben
is megtaldlhaté, [HOS]-ban kissé més médon vildgitja meg a problémét. Mint
[P2]-ben Pethd Arpad megmutatta, a jelen linedris algebrai modellt fizikai dimen-
ziémentes mennyiségek el6éllitdsdra is fel lehet haszndlni. (Itt kémiai reakcidk

helyett s = v -, azaz km = kTm h tipusi egyenletekrdl van szé.)

2. Az algoritmikus megoldas. Mint az el8z8 részben is emlitettiik, a prog-
ram egyetlen érzékeny pontja: milyen médon vélasztjuk ki az adott H C R"
vektorhalmaz R C H részhalmazait, amelyek esetleg szimplexek lehetnek? (R és
részhalmazainak linedris Gsszefiiggdségét, ill. fiiggetlenségét pl. a j6l ismert elemi
bézistranszforméciéval kénnyen ellenérizhetjiik, melynek leirdsat pl. [H,2.5] vagy
(S,2,3,4]-ben megtallhatjuk.)

Sajnos minden R C H szimplex-jelslt k-elemfi részhalmaz minden k —1 elemii
részhalmazdt tesztelniink kell ahhoz, hogy biztosan 4llithassuk: R valéban szimp-
lex. (Esetleg e tesztelt részhalmazokrél a teszteredményeket nyilvintarthatnsnk,
ekkor az ismételt teszteléseket elkeriilhetnénk, és valamivel gyorsabb programfu-
tést kapnéank.) » '

Algoritmusunk tehét induldskor-kap egy H C R™ véges vektorhalmazt. Bi-
zonyos sorrendben megvizsgilja néhdny R C H részhalmazét: szimplex-e , vagy
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éppen miért nem az. Kizaré ok, ha R linedrisan fiiggetlen, vagy valamely rész-
halmaza Gsszefiiggé. A tovabbi feldolgozds érdekében (azaz H mely kévetkezs
részhalmazét vizsgdljuk legkdzelebb) R végére egy informécids karaktert fiiziink:
1’ vagy 'd’. Ha esetleg R szimplex volt, vagy még nem teszteltiik R-et, akkor pedig
a’s’, ill. 77 jeleket irjuk a végére. (Részletesebben 1d. aldbb a 2. 6tlet utén.)

Az alapétlet: Ha a tesatelt R C H vektorhalmaz elemei linesrisan fiiggetlenek,
akkor csak b6viteniink lehet, mig linedrisan 6sszefiiggé részhalmazt tartalmazé hal-
mazbdl nyilvinvaléan elemeket kell elhagynunk, hogy esetleg szimplexet kapjunk.
Pontosabban: vagylik H egy éppen tesztelt szimplex-jelolt részhalmazit. A teszt
eredményétdl fliggben médosftanunk kell (szilikiteni, béviteni, mondjuk ,,utolsé”
vektordt kicserélni mésra) tigy, hogy lehetleg kevés, de az Gsszes lehetséges rész-
halmazt megvizsgaljuk, és az Gsszes szimplexet ismétlédés nélkiil felsoroljuk.

2. otlet: H elemeit az a,b,...,1,2,...,0,... m ASCII larakterekkel indexel-
jik, igy H egy R részhalmazit, melyet éppen teszteliink vagy médositunk, egy
stringben (karakterfiizérben) taroljuk: a string elemei megadjék H azon elemeinek
ASCII kédjét, melyek éppen a kérdéses R részhalmazt alkotjdk. (Programunkban
mi ezt az S stringet szimplez| ]-nek neveztiik.)

A tesztelés végeredményét egészen egyszertien az S string végére frjuk, egy
plusz informécié-karakter formajéban, mely az aldbbialk egyike lehet:

'’ (=space) — még nem teszteltilk a részhalmazt,

i — az egész R részhalmaz linedrisan fiiggetlen (independent),
d ' — R valamely részhalmaza linedrisan &sszefiiggd (dependent),
s — R szimplex.

A médositast az tn. , back-and-forth” (hatra és el6re) médszerhez hasonléan
végezziik. Az ASCII karakterek helyett most egyszeriibb, ha az 1,2,...,m szé-
mokkal jeléljiik V elemeit, vagyis

Sc{y,2,...,m "/i/d/s}
string (matematikai nyelven sorozat). Az aldbbi pszeuquédbéﬁ lefrjuk a médosité
szubrutint, mely .S utolsd, informéciés karaktere alapjin médositja S-et (azaz R-
et). A rutinban c tetszSleges karaktert jeldl, k,t < m és T C {1,2,...,t -1}
tetszbleges részhalmaz.

8:={1}

do while .not. end

begin
if S={kk+1,...,mc} and c#d then end;
if S={kk+1,...,m;/d} then S:={X,k+1,...,u— 3,m’ '} ;
if 8={T,t,mjc} and t <u then S:={T,t41; '} ;
if S={T,t;'i'} and t <m then S:={T,t,t+1; } ;
if 8={T,t;'d'} and t <m then S:={T,t+1; '} ;
if S={T,t;'s'} and t <m then S:={T,t+1; '} :
if S={T; '} then teszteljiik T-t, és a teszt eredményét frjuk
S végére;
end;
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A fenti rutint tartalmazé programot Turbo Pascalban irtuk meg. Pl a Co,
COs, O,, H,, CH;0, CH30H, C,H50H, (CHs)2,CO, CH4, CH3CHO és H2O ve-
gyiiletek kdzott nem kevesebb, mint 213 minim4lis reakei6 lehetséges.

Hogy mire j6 mindez? Péld4ul plazmareakcidk tanulményozdsshoz: vegyiile-
tek egy adott zdrt rendszerében, er6szakos behatds (pl. fvfény) esetén milyen ve-
gyiiletek milyen valészintiséggel (gyakorisiggal) johetnek létre, reakciék alapjan?
De pH-diagramok szerkesztéséhez, mint pl. [KMS]-ben, vagy a kémiai reakcié-
rendszerek &ltalanos elmletében, mint pl. [HOS]-ben is felhasznalhaték a cikkiink-
ben leirt szimplex-generétor program output listai.

3. A szimplexek szdma. Most szdmoljuk meg, hogy adott H C R™ (véges)
vektorhalmazban mennyi szimplex is lehet legfeljebb és legaldbb. [LSZ1]-ben erre
pontos vélaszt talslunk, ha H-ban pirhuzamos vektorokat is megemgediink (ami
a gyakorlatban izomer és tobbszords molekuldk tanulményozésa esetén fontos).
Ha pedig H-ban nem engediink meg pérhuzamos vektorokat, akkor csak R3-ban
ismerjiik a minimélis konfiguraciét, nagyobb dimenziékban csak sejtésiink van, a
részletek [LSZ2]-ben taldlhaték meg.

Az egyszeriiség kedvéért jeldlje simp(H) a H-ban levé szimplexek szdmét,
tovébb4 a parhuzamos vektorokat nevezziik most ekvivalensnek. [LSZ1] és [LSZ2]-
ben a kdvetkezd erdményeket bizonyitottuk be:

1. Tétel. Adott méretdé H C R" vektorhalmazok kézil, melyek kifeszitik R™-et,
simp(H) pontosan akkor mazimdlis, ha H bdrmely n vektora linedrisan figgetlen.

2. Tétel. Adott méreti H C R™ wektorhalmazok kézil, melyek kifeszitik R™-et,
simp(H) pontosan akkor minimdlis, ha H pontosan n linedrisan figgetlen ekviva--
lencia osztdlybdl dll, melyek kifeszitik R™-et, és melyek méretei kzitt az eltéres
legfeljebb 1 lehet.

Kévetkezmény. Ha H C R™, H kifesziti R™-et, |[H| = m és m = a.-n+b, ahol
0 <b < n, akkor

- (3 + b (5) ssmeten < (7))

Specidlisan, ha m oszthatd n-nel, akkor

o (%) ssmen < (7,)

3. Tétel. Amennyiben H C R® nem tartalmaz pdrhuzamos vektorokat, |H| = m #
3,4,7, H kifesziti R®-at, akkor simp(H) pontosan akkor minimdlis, ha H vektorai
két metszd sikon helyezkednek el: {u1,uq,us} C H linedrisan figgetlen. vektorok,
ug € H az {u1,us} vektorok dltal kifeszitett stkon van, mig H tébbi vektora az
{u1,us} stkra esik.
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Megjegyzések. 1) Mind a képletekb6l, mind az aldbbi bizonyitasbdl is kiolvasha-
t6, hogy a fels6 becslésbdl ethagyhaté az a feltétel, hogy H kifesziti R™-et. Ha
ugyanis H csak egy N < n dimenzids alterét fesziti ki R™-nek, akkor az aldbbi

bizonyitas a
simp(H) < m
PSS W+

fels becslést adja, ami IV + 1 = [m/2] esetén maximalis, vagyis (7,) nyilvénva-
16an kisebb (nT_Ir_‘l)-nél (ham > 2-n), és igy a lehetd legtobb szimplex elésllitasihoz
nyilvanvaléan sziikséges, hogy a vektorok kifeszitsék az egész R™ teret.

2) Tételeink nem csak a szimplexek maximaélis; illetve minimais szdmét ad-
jék meg, hanem azt is kimondjsk, hogy a széls6séges konfigurdcidk egyértelmdek:
csakis a lefrt esetekben lehet simp(H) minimélis, illetve maxim4lis. Az 1. Tétel-
b6l azt is 1atjuk, hogy a maximum esetekben nem kell bajlédnunk H parhuzamos
vektoraival, csak a minimum esetben.) A 3. Tétel |H|.= 4,7 kivételes eseteiben
két, ill. harom kiilénb6z8 minimalis konfigurécié van, 1d. [LSZ2] ben.)

3) Tetszbleges m és n esetén kdnnyen megadhaté R™-ben m darab olyan
vektor, mely koziil barmely n linedrisan fiiggetlen (azaz bérmely n + 1 szimp-
lexet alkot): Legyen i =1,2,...,m esetén x; := [l,a4,a2,...,a7" ], ahol
G1,82,...,0m € R tetszéleges kﬁlénbézc’i val6s szamok. (Linedris fuggetlenseguk
Un. Vandermonde- determmansokkal lathaté be a legkonnyebben.)

Most ismertetjilk az 1. Tétel bizonyitdsdt. A 2. Tétel bizonyftdsa kissé
hosszabb, [LSZ1]-ben megtaldlhaté.

Az 1. Tétel bizonyitdsa. Tegyiik fel tehét, hogy H C R™ kifesziti R™-et, és legyen
R = {v1,v2,...,un} C H tetszéleges részhalmaz, amely generdlja R™-et (azaz R
béazis R™-ben H elemeibél.)

Tegyiik fel, hogy van H-ban n + 1-nél kevesebb elembdl 4114 smmplex azaz
van olyan u € H \ R vektor, melyet H- nak valamely, legfeljebb n — l-méretii
linedrisan fiiggetlen részhalmaza, el6allit. Valasszunk ekkor olyan v’ € R™ vektort,

v ¢ H, mely H egyetlen n — l-elemil részhalmazdnak generdtuméaba sem esik.
Megmutatjuk ekkor, hogy a

=(H\{e})u{u}

halmazra
simp(H') > simp(H)

(és persze |H'| = |H]).

E célbél H minden szimplexéhez injektiv médon megfeleltetjiik H’ egy S’
szimplexét. Legyen tehdt S = {u1,us,...,ux} C H egy tetszbleges szimplex.

Ha u ¢ S, akkor S H'-ben is szimplex, vagyis legyen S’ := 8.

Ha pedig v € S, mondjuk, u = u;, akkor S\ {u;} linedrisan fiiggetlen, és igy
taldlhatunk R-nek olyan n — k + 1-elemi R részhalmazét, amelyre S\ {u;} U R~
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linedrisan fiiggetlen (és kifesziti R"-et). Ekkor pedig
S =8\ {w}UR U{u}

egy 1j szimplex H’-ben.

Mivel az § — S’ leképezés injektiv, ezért simp(H’) > simp(H). A fenti
gondolatmenet szerint simp(H) maximélis lehet példédul akkor, ha H-ban csak
n + l-elemi szimplexek taldlhatdk, vagyis ha H barmely n eleme linearisan fiig-
getlen. Az aldbbiakban azt mutatjuk meg, hogy egyetlen més konfigurcié sem
lehet maximélis.

Legyen tehat S C H tetszbleges | elemi szinplex, | < n. A fenti konstrukciét
egymés utdn m — [-szer alkalmazva (vagyis H \ S minden u elemét a fenti médon
kicseréljiik olyan u’ € R™ vektorra, v’ ¢ H, mely H, és az eddig valasztott v’
vektorok egyetlen n—1-elemi részhalmazénak generdtuméba sem esik), elérhet;jiik,
hogy az igy kapott H'\ .S sszes eleme ,,teljesen fiiggetlen” (azaz H'\ .S barmely n
eleme lineérisan fiiggetlen, s6t H'\ S barmely u eleme linedrisan fiiggetlen H'\ {u}-
t6l). ‘

Hény szimplexiink lesz ekkor? S C H maga, és rajta kiviil csak n + 1-elemfi
szimplexek, hiszen mindegyik 4j ' € H'\ S vektor csak n+1-elemi szimplexekben
lehet, amelyek azonban S-nek legfeljebb | — 1 elemét tartalmazhatjsk (|S| = I).
Vagyis

a1+ ()27 5 (2)- (2

i=0

ami (n"_]"fl)—nél kisebb, | < n < m miatt.
O

A fels6 becslés kdzvetleniil is kovetkezik J. Spencer kovetkezd tételébsl (k =
n + 1 vélasztéssal): Ha |H| = m, és A1, As,..., A C H olyan Sperner-rendszer
(azaz A; & Aj és Aj ¢ A; minden i,j <t indexre), melyben mindegyik A; halmaz
legfeljebb k-elemi, akkor legfeljebb (’,’;‘) ilyen A; részhalmazunk lehet, azazt < (’,’:)

Azonban az altalunk koz6lt bizonyitas ezen feliil még azt is megmutatja, hogy
maximalis szdmu szimplexet tartalmazé H vektorhalmaz struktirija csak egyféle
lehet: barmely n + 1 eleme lineérisan fiiggetlen!

A fenti bizonyitdsban R™ geometridjab6l minddssze a vektorok linedris fiig-
getlenségét hasznéltuk fel, a miiveleteket nem. Marpedig linedris fiiggetlenség
més struktirékban is fellelhetd (pl. grafok kérmentes élhalmazaindl), és épp ezért
hasznos a matroidok fogalma. Cikkiink terjedelme nem engedi meg a matroidok
bevezetését, de az érdekl6ds Olvasé részletesen is megismerkedhet veliik (és elekt-
ronikai alkalmazdsaikkal) Recski Andrés [R] kényvében. Ha a gréfokat standard
médon tekintjiik matroidoknak, akkor a szimplexek fogalma éppen a grafkéro-
ket jelenti, igy fenti eredményeink a grafok egyszerti koreinek szdméra is adnak
becsléseket, a részletek [DLSZ] cikkiinkben taldlhaték meg.
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4. Egy kis algebra. Mivel az olvasék zéme val6sziniileg nem jératos a linedris
algebréban; a kovetkezd fejezet kénnyebb megértéséhez most réviden ismertetjiik
e fontos, a gyakorlatban is gyakran hasznélt tudoményteriilet alapfogalmait. Bér
ezek a fogalmak minden linedris algebraba bevezetd (rengeteg) kényvben és egye-
temi jegyzetben megtaldlhaték, nem kivanjuk az Olvadstdl, hogy ezt az élvezetes
cikket félretegye, és helyette linedris algebrat kezdjen tanulményozni ...

4.1. Vektorok. Vektortérnek (vagy linedris térnek) neveziink egy tetszéleges
olyan V halmazt, melynek elemei kbz6tt értelmezhetd két mivelet: Ssszeadés (+)
és a valés szémokkal valé szorzés (-), a geometriai (sikbeli és térbeli) vektorok-
nal megismert tulajdonsdgokkal. Vagyis: az Osszeadds kommutativ, asszociativ,
létezik egy 0 € V nullvektor (v +0 = v, ha v € V), és minden v € V elemnek
létezik —v ellentettje (—v + v = 0), valamint a valés szdmokkal valé szorzdsra
tetszbleges X, € R™ és u,v € V esetén fenndllnak a A (u+v) = A-u+ X - v,
A(p-v)y=Ap-v, X4+p)-v=X-v+p-vé 1l -v=uvasszociativitdsi és diszt-
ributivitési azonossigok. Egy V vektortér elemeit vektoroknak szokas hivni, és a
valds szamoktdl valé megkiilonboztetésre a v, v vagy T jelolések hasznélatosak.
A sikbeli és a térbeli geometriai vektorokat a derékszégli (Descartes) koordinéta-
rendszerben azonosftani szoktuk a rendezett szémpérok, ill. szdmhérmasok R?, ill.
R3 halmazéval, igy nem meglepd, hogy tetsz6leges n € N természetes szam esetén
R”, a valés szdmok rendezett n-eseinek halmaza is vektortér a komponensenkénti
Osszeadésra és szammal val6 szorzasra:

utv=(ur+vuz+v2..., U+ V)
és
Au = (Aug, Aug, ..., Auy),
ba u = (uy,us,...,uy,) és v = (vy,va,...,0,), A€ R.

Néhany tovabbi fontos vektorteret még megemlitiink:
R™ ™ = az n X m méretli métrixok halmaza,
Rlz] = a valés egyiitthatés polinomok halmaza,
R"™[z] = a legfeljebb n-edfokd poinomok halmaza,
RN = a (tetszéleges) valdés szdmsorozatok halmaza,
loo = a korlatos valds szdmsorozatok halmaza,
¢ = a konvergens szdmsorozatok halmaza,
co = a 0-hoz tarté szdmsorozatok halmaza,
C(I) = a rogzitett I intervallumon értelmezett, folytonos fiiggvények halmaza,
D(I) = ardgzitett I intervallumon értelmezett, differencidlhaté fliggvények hal-
' maza,
S(I) = a rogzitett I intervallumon értelmezett, integrdlhatd fliggvények hal-
maza,

a szokésos Osszeaddssal és A € R valé szorzéssal.
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Néha sziikség van olyan vektorhalmazokra, amelyekben a vektorokat nem va-
16s, hanem més szdmtestbd] vett szémokkal kell szoroznunk. Ilyenkor egy I' szdm-
test feletti vektortér-rél beszéliink. I' lehet példsul Q, R, C, GF(q) () vagy akér
a kvaternik teste is. Gondoljunk péld4ul a racionélis egyiitthatéji polinomok Q
feletti vektorterére, de pl. a kivetkezd fejezetben sziikségiink lesz a valdés szémok
raciondlis szémmal valé szorzataira, azaz R, mint Q feletti vektortérre.

A tovébbiakban rogzitsiink egy tetsz8leges V' vektorteret egy I' szdmtest felett.

4.2. Bazisok, koordinatdk. A vektortér miiveleteinek segitségével, tetszdleges
adott vy, vy, . . ., vy vektorokbdl elédllithaté vektorok Ay -v1 +Az2-va + -+ + At - Ut
alakiak, az ilyen Gsszegeket az adott vektorok linedris kombindcidinak nevezzik.
A vektortér G = {vy,v2,...,Vn} vektorhalmazat generdtorrendszernek hivjuk, ha
a vektortér minden vektora els4llithaté G elemeinek linedris kombinéciéjaként.
Fontos az eléallitss egyértelmiisége is: G-t a vektortér bdzisdnak nevezziik, ha a
tér minden v vektora egyféleképpen allithaté elé G elemeinek linedris kombinécid-
jaként. Ez utébbi tulajdonségot az aldbbi definicitk és allftasok irjak le pontosan:

4.1. Definici6. A 0-v;+0-vg+- - -+0-vi linedris kombindciét trividlisnak nevezzik.

4.2. Definicié. A vi,vs,...,vx vektorokat linedrisan fiiggetleneknek nevezziik, ha
a 0 csak trividlis linedris kombinéciéval 4llithaté el a v, va,. .., vk vektorokbdl.
Minden més esetben e vektorokat dsszefiggdknek nevezzik.

4.3. Allités. Az aldbbi tulajdonsdgok barmelyike ekvivalens azzal, hogy adott vek-
torok linedrisan fiiggetlenek:

a) az adott vektorok valamelyike el8dll a t6bbi linedris kombindcidjaként.

b) a tér barmely vektora legfeljebb egyféleképpen dllithatd elé az adott vektorokbdl.

4.4. Alitas. Linedrisan figgetlen vektorok kéz6tt a 0 nullvektor mem szerepelhet,
és linedrisan figgetlen vektorok kézil akdrhdnyat elhagyva a maradék vektorok is
linedrisan fiiggetlenek maradnak.

4.5. Definicié. A tér {v1,v2,...,vn} vektorhalmaza bdzis, ha linedrisan fliggetlen
és generéatorrendszer.

Az 4llitasok igazoldsa minddssze pér soros konny( szdmolédst kivin.

Halmazelméleti médszerkkel kénnyen megmutathaté, hogy tetszdleges vek-
tortérben létezik bazis (pl. az in. Hamel-bézis), tovdbbé a Steiniz-féle kicserélési
tétel alapjan tetszdleges vektortérben minden bézis ugyanannyi elemit. Ezt a (vek-
tortérre jellemz8) szdmot a V vektortér dimenzidjdnak nevezzik, és dim(V)-vel
jeldljiik. Az aldbbi eredmény szintén a Steiniz-féle kicserélési tétel kovetkezménye,
és jobban megvildgitja a linedrisan fiiggetlen vektorhalmazok, generatorrendszerek
és bazisok kdzotti kapesolatot, elemszdmaik dsszehasonlitdsdval.

M A g-elemfl véges test (Galois-field), ¢ megfelel6 természetes szém. ¢ = p prim-
szém esetén a p-vel valé osztési maradékok {0,1,...,p — 1} halmazdt kapjuk a szokédsos
miveletekkel.
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4.6. Allitas. a) Ha L, G, B rendre egy tetszdleges vektortér linedrisan fuggetlen
vektorhalmaza, generdtorrendszere, bdzisa, akkor

IL| <|B| < |G].

b) A tér minden mazimdlis (tovdbb mdr nem bdvithetd) linedrisan figgetlen
vektorhalmaza generdtorrendszer is (vagyis bdzis), és hasonldan, o tér minden
minimdlis generdtorrendszere linedrisan figgetlen is, vagyis bdzis. ‘

Mivel egy rogzitett B = {b1,bs,...,b,} bazis a tér minden u vektoradnak
u=)\1.b1v+)‘2.b2+.'.+,\n.bn

eldallitdsdban az egyiitthaték egyértelmiek (a B-beli baziselemek, sorrendjének
rogzitése eetén), ezen egyiitthatdkat az u vektor B bdzisra vonatkozd koordind-
tdinak nevezzik: [u]lp = [A1,A2...,An]B. Megegmlitjiik még, hogy tetszbleges
{v1,v2,...,vx} vektorhalmaz rangjdnak nevezziik a vektorhalmazban taldlhaté
maximalis méretil, linedrisan fliggetlen részhalmaz elemszamét. Természetesen
bézisok és linedrisan fiiggetlen vektorhalmazok rangja az elemszdmukkal egyenlé.

Léssunk most néhdny példdt bazisokra és koordinataikra! Pl. R™-ben az tn.
,standard” bézis a pontosan egy db l-est (méshol 0-t) tartalmazé, n db vektor
halmaza

1 0 07
0 1 0
B= I
0 0 1
Ezen B bézisra vonatkozd koordinatékat is nagyon egyszer( kiszdmitani: mivel
U1
tetszleges v = | 1 | € R™ vektorra
Un
1 0 0
0 1
V=Upc .| TV L et U L
0 0 1
ezért a v vektor koordinédtai éppen a vektor komponensei. (Itt jegyezziik meg, hogy
U1
bar R™ vektorainak fliggbleges, - | alaki frédsmédja szemléletes és kénnyen
Un
kezelhet8, a modern kdnyvekben sokszor a helykimélébb (vy,vs,...,v,) alakot

hasznéljék.)
Mésik példa: a polinomok R™{z] terében vehetjik a kézenfekvd, in.
»standard” {1,z,z%,...,z"} bazist, mely esetben egy tetszSleges p(z) € R"[x]
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polinomnak a standard bézisra vonatkozé koordindtdi éppen a polinom egyiittha-
toi!

4.3. Alterek. Most a vektrotében levd, kisebb vektortereket vizsgaljuk. Ter-
mészetesen a miiveletek ugyanazok mindkét térben. E kisebb tereket az eredeti
tér altereinek nevezziik, vagyis a W vektortér altere a V' térnek, ha W C V és a
miiveletek mindkét térben ugyanazok. Ezt a kapcsolatot a W < V jellel fogjuk
jelSlni.

4.7. Allitds. Ha W tetszéleges olyan részhalmaza V-nek, amely zdrt a V-beli m-
veletekre (azaz tetszbleges W -beli vektorok Gsszege és bdrmely valds szdmmal vald
szorzata is eleme W-nek), akkor W altere V-nek.

Bizonyitds. A bizonyits azon alapul, hogy ha V-ben teljesiilnek a miiveletekre
megkovetelt feltételek (asszociativitds, stb.), akkor sziikségszertien W-ben is igazak

maradnak ezek a tulajdonsigok.
O

A fenti allitasokbdl kovetkezik péld4ul az, hogy a 0 nullvektor minden altérnek
eleme, s8t a {0} egyelem(i részhalmaz is altere tetszéleges vektortérnek. Maga
V is kénnyen lathatéan altere 6nmagénak, e két alteret (V-t és {0}-t) trividlis
altereknek nevezziik.

A fenti 4.7. Allitds masik kévetkezménye, hogy tetszéleges vy, vs, ..., v vek-
torok esetén a belSliik képezhetd Gsszes linedris kombinicidk halmaza

k
{ZAi-w:Aief‘,z‘=1,2,...,k}

=1
is altér, s6t az adott wy,vs,...,vg vektorokat tartalmazé alterek kozott a
»legsziikebb”. Ezt az alteret a V1,2, ..,V vektorok dltal generdlt vagy kifeszi-

tett altérnek nevezziik, melynek dimenziéja mellesleg éppen az adott vektorhalmaz
rangja.

Az R3 vektortér (= a geometriai 3 dimenziés tér helyvektoraz) alterei pontosan
az origbn dtmend egyenesek és sikok, no és a triviglis {0} és R3 terek. Részlete-
sebben: ha egyetlen vektor (azaz helyvektor), ami persze nem a nullvektor vagy
egy egyenesebe esd (akérhény) vektor 4ltal generslt alteret keresiink, akkor ez
éppen az adott vektor(ok) dltal meghatérozott egyenesre esé Ssszes helyvektorok
halmaza. Hasonl6an igaz, hogy két (nemnulla) vektor, mely nem esik egyazon
(origén 4thaladd) egyenesre, vagy akér egyetlen sfkban fekvd (akdrhény) vektor
altal generdlt altér éppen az adott vektor(ok) 4ltal meghatérozott sikra esé Gsszes
helyvektor halmaza. Mivel pedig csak helyvektorokrél van sz, a fenti egyenesek
és stkok is az origén kell, hogy 4thaladjanak. Geometriai tanulményainkbé! még
azt is tudjuk, hogy hérom tetszéleges nemnulla vektor, ha nem esik egy sikra, az
egész R tér Gsszes vektordt eld4llitja, azaz generdlia. {0} genersldsst taldn nem
kell részletezniink!
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Tovabbi fontos példék alterekre még: R"[z] < R[z], g £ ¢ <l £ RN ¢&s
DIy <cC(I)<L8(). ' ‘

A kovetkezd kérdés: ha W <V adott altér, akkor hogyan tudjuk az eredeti
V tér tobbi, W-bél kimaradt elemét eléallitani. E célbdl vegyitk W egy Bo C W
bézisat, és Bo-t bévitsiik ki V' elemeibsl (V-ben) maximélis linedrisan fiiggetlen
vektorhalmazz4, azaz egy Bo-t tartalmazé B C V bazissd. Ekkor az 4j (B\By-beli)
elemek $ltal generdlt W’ < V altér a kdvetkez6 fontos tulajdonsiggal rendelekzik:
V minden v eleme eldll v = w + w’ alakban, ahol w € W és w' € W', sét ez
az elddllitds egyértelmi. Ez a tény kozvetleniil kovetkezik abbdl; hogy minden V
vektor egyértelmiien all el

v = Atb + Aab + - - + Aebk + Ap1br1 + Meobiia + - Anbn
alakban, ahol By = {b1,b2,...,bx} és B\ Bo = {bk+1,br+2--.,bn}, vagyis
w=Aby +Xaba+ -+ Xby b W = Appabrr1 + Akrobraz + o0+ Anbn,

ahol w € W és w' € W/. W/-t a W altér egy kiegészité (vagy komplementer)
alterének nevezziik. | ‘

Példsul R3-ben barmely, origén 4tmend sik és rd nem illeszkedd tetszOleges
egyenes (ami szintén &tmegy az origén), egymds kiegészité alterei. Vagy példdul
R7[z]-ben (legfeljebb hetedfokt poinomok) az R*[z] altér kiegészits altere az az®+
bz® + c2” alaki polinomok halmaza. Vagy bonyolultabb példdnak vegyiik a ¢ tér
(konvergens sorozatok) cy alterét. Mivel minden konvergens sorozat felirhaté egy
konstans sorozat és egy 0-hoz tarté sorozat Gsszegeként, igy a ¢y altér kiegészitoé
altere (a ¢ térben!) a konstans sorozatok altere, melyet az (1) := (1,1,1,...)
konstans sorozat egymaga generdl.

Vegyiik észre azt a fontos, konnyen ellendrizhetd tényt, hogy W és W' rogai-
tése esetén w € W és w’ € W’ minden v € V esetén egyértelmi, de W’ véltozta-
tésa esetén (még ha W véltozatlanul marad is), w és w’ mindketté megvaltozhat
ugyanazon v € V esetén is!

W' altaldban nem egyértelmi, hiszen By elemeit sokféle mddon kiegészithet-
jik V egy bdzisidvé. Tovabbé az is kdnnyen beldthatd, hogy tetszbleges W <V
altér kiegészitd alterének kiegészitd altere lehet W sajat maga is.

Amennyiben W1, W, két olyan altere V-nek, amelyekbdl minden v € V' vektor
egyértelmiien 3ll el§ v = wy + wo alakban, ahol w; € W; (i = 1,2), akkor azt is
mondjuk, hogy a Wy és W alterek direkt dsszege V, és ezt V. = W @ Wa-vel
jelsljiik.
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4.4. Leképezések. Fontosak még a vektorterek kdzdtti olyan fiiggvények is, .
melyek a vektortereken értelmezett miiveletekkel (Gsszeadss és skaldrral valé szor-
zés) Osszhangban vannak:

4.8. Definicié. Legyenek (V,+,-) és (W, +,-) azonos I test feletti vektorterek, és
legyen A:V — W olyan fiiggvény, amelyre minden z,y € V és X € T" esetén

Alz +y) = A@@)+Ay) 6 A\ -z)= A A(z).
Ekkor A-t linedris leképezésnék, mig V = W esetén linedris transzformdcidnak
nevezziik.

Példaul minden olyan sikbeli (vagy térbeli) geometriai transzformécié, amely
az orig6t helyben hagyja, R? — R? (ill. R% — R®) linedris transzformécié, vagy a
derivalds miivelete % : D(I) — S(I), vagy a sorozatok hatérértékének kisszmitésa
lim : ¢ — R, stb. mind linedris leképezések. ‘

Fontos speciélis linedris leképezés még a V vektortér egy W alterére torténd
vetités (projekcid), ami a kdvetkez8: ha V=W @W ésveV,v=1w+u' , ahol
we W ésw € W, akkor legyen v vetiilete w. (A v € V vektor vetiilete persze
fiigg W'-t8l, de W’ rogzitése utdn mér egyértelmii.) Konnyen lathatéan a fenti
fliggvény V — W lineéris leképezés. '

Végiil fontosak még az olyan vektorterek, amelyekben valamilyen médon tu-
dunk szdget és hosszat mérni, skaléris szorzattal (# skaldrral valé szorzat!), nor-
méval, vagy valamilyen més médon. Azonban az ilyen vektorterek bevezetése mér
tilnyilik e révid cikkiink keretein. Az érdekl6d$ Olvasdk az ilyen vektorterekkel
bérmely linedris algebrai kényvben megismerkedhetnek.

5. Egy szamelméleti probléma. Most egy szdmelméleti problémét ismerte-
tiink, mely szintén linedris algebra segftségével oldhaté meg egyszertien.

Feladat. (Id. [ES]) Tegyiik fel, hogy az S C R halmaz 2n + 1 irraciondlis szdm-
bol dll. Mutassuk meg, hogy ekkor taldlhatd olyan, legaldbb n + 1 elemdi T C 8
részhalmaz, amelynek egyetlen részhalmaz-Gsszege sem raciondlis.

Mivel egyelem{i részhalmaz-Gsszegek is lehetségesek, ezért S nyilvan nem tar-
talmazhat raciondlis szémokat! '

Megoldas. ([ES]) Mivel az Olvasék zome csak frissiben most ismerkedett meg
a linedris algebrdval (az eléz8 fejezetben), igy az eredeti révid megoldast siiriin
megtiizdeltiik magyardzatokkal.

(1) Legyen S = {ao,a1,...,42,} C R adott (S elemei irracion4lis szémok), és
legyen az S'U {1} halmaz 4ltal Q felett generdlt V C R véges dimenzibs vektortér
egy bézisa {1,b1,...,bn}. _

(Részletesebben: S CR, S # R egy tetsz8leges adott halmaz, és V C R a leg-
sziikebb olyan SU{1}-et tartalmazé halmaz, V > SU{1}, mely zért az Ssszead4sra-
és a raciondlis szimmal valé szorzésra: V-beli elemek dsszege és racionslis szémi-
tobbszordse is V-beli. Mint tudjuk, V pontosan az SU{1} ={1,a0,a1,...,a0,}
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halmaz elemeinek raciondlis egyiitthatéju linedris kombinéciéinak halmaza. Mivel
SU{1} véges, igy V-nek van véges sok elembél 4116 bizisa, pl. SU{1} egy (Q felett)
maxim3lis linedrisan fiiggetlen részhalmaza. Ezt jeloltik {1,b1,..., by }-vel.)
(2) Legyen W < V az {1} C V é4ltal generdlt V-beli egydimenziés V; altér
kiegészit6 (komplementer) altere, és legyen p: V — W a lineéris projekcié.
(Azaz: az {1} C R egyetlen vektor 4ltal (Q felett) generalt V; altér éppen Q.
Mivel S U {1} generatorrendszere V-nek, igy minden v € V elem felirhaté

v = Xdoag + A1a1 + - - + Aonaon = Moo +w

alakban, ahol az egyiitthaték racionélis szémok: X; € Q. A w vektorok, vagyis az
S-beli elemek linedris kombindciinak halmaza is altere V-nek, amit V; kiegészi-
t6 (komplementer) alterének hivunk, hiszen, mint a fenti elSallitasban is 1atjuk;
minden V-beli vektor (egyértelmtien) el84ll egy V}-beli és egy W-beli vektor 6ssze-
geként:

v =11 +w, ahol veV, é& weW

Arn:V S W, v w megfeleltetést a W altérre vald projekcidnak nevezziik. Ez
az altaldnos fogalom a gemetriai stkra valé meréleges vetités altalanositdsa: ha V;
egy tetszdleges, origdn stmend sik, akkor a tér (= R3, vagyis V) barmely v vektora
elétill a ¥ sfkra valé merSleges vy vetiiletének, és egy arra merdleges w vektornak
Osszegegként: v = v, +w.)

(3) Ami szdmunkra érdekes: S minden a; eleme felirhaté a; = r; + p(a;)
alakban, ahol r; € Q racionélis szdm, p(a;) pedig a by, ..., by szémok raciondlis
egylitthat6jd nem trivislis linedris kombinéciéja, minden i < 2n indexre. Fontos
észrevenniink, hogy a p(a;) szdmok mind irracionélisak, s6t semmilyen részossze-
giik vagy (raciondlis) linedris kombindciéjuk sem lehet racionalis, hiszen a V; altér
kiegészits alterében vannak, vagyis nem Vi-ben, miarpedig V; = 0. Vegyiik észre
ugyanis, hogy a p(a;) szémok mind nemtrividlis linedris kombindciékat, azaz ne-
miires részletGsszegeket jelGlnek, és ezért irraciondlisak!

Konnyen beldthaté ekkor, hogy: az ag, a1, - . . , a2, szémok barmely részhalma-
zénak pontosan akkor racionélis szam az Gsszege, ha p(ao), p(a1), . . ., p(azn,) valés
szémok ugyanazon részhalmazinak Gsszege nulla. Mivel pedig a p(a.o), p(a1),..
p(asn) szémok kbziil legalsbb n + 1 szdmiinak az el8jele mindenképpen azonos és
nem nulla, igy a feladatban szerepl$ allitds kévetkezik; azokat az a; szdmokat kell

kivélasztanunk, amelyekhez tartozé p(a;) szdmok azonos elSjeliiek.
' O
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Koszonetnyilvanitas. Koszonetemet fejezem ki dr. Pethd Arpéd professzor
trnak (Institut fiir Matmatische Chemia, Hannover, Németorszag), aki megismer-
tette velem a problémét, és segitségével eredményeimrdl a ,2nd German—North
American Workshop on Chemical Engineering” konferencidn (Gottingen, 1991)
meghivott el6adéként is beszémolhattam.

Koszonet illeti a lektort is, aki hasznos észrevételeivel nagymértékben javitott
cikkem olvashat6sdgan.

F. Egy program output
A vegyiiletek:

1. vegyilet: H2
vegyilet: 02
vegytilet: H20
vegytlet: OH
vegytlet: H202

G

A rendszermdtriz:
1. sor: 2, 0, 2, 1, 2
2. sor: 0, 2, 1, 1, 2

A minimdlis reakcidk:
(1) +1H2+1/202-1H20=0

(2) +1/2 H2+ 1/2 02 -1 0H =0
(3) +1H2+102-1H202=0
(4) -1/2 H2 + 1 H20 -1 OH = 0
(5) -1 H2 + 2 H20 -1 H202 = 0

(6) + 1/4 02 + 1/2 H20 -1 OH = 0
(7) + 1/2 02 + 1 H20 -1 H202 = 0
(8) + 2 OH -1 H202 = 0

IRODALOM

[DLSZ] Désa, Gy., Laflamme, Cl., Szalkai, 1., On the Mazimal and Minimal Number
of Cycles and Bases of Matroids and Extremal Constructions, Combinatorica,
benytjtva '

[ES] Erdds, P., Surdnyi, J., Rationally Independent Subsets of the Reals, Amer. Math.
Monthly, E3319 probléma
[GL] Goldstein, J. A., Levy, M., Linear Algebra and Quantum Chemistry, Amer.
Math. Monthly, 98(1991), 710—718.
[H] Halmai Erzsébet, Linedris algebra, Tankdnyvkiadé, Bp. 1979.
[HOS| Happel, J., Otarod, M., Sellers, P. H., Mechanistic Study of Chemical Reaction
Systems, Ind. Eng. Chem. Res. 29 (1990), 1057—1067.

[KP] Kumar, S., Peth8, A., Note on a Combinatorial Problem for the Stoichiometry
of Chemical Reactions, Intern. Chem. Eng. 25 (1985), 767—T769.
[LSZ1] Laflamme, Cl., Szalkai, I., Counting Simplezes in R™, Hung. J. of ind. Chem. 23
(1995), 237—240.
[LSZ2] — , On the Minimal Number of Simplezes in R3 from Nonparalel Vectors, €l6-
késziiletben



Linedris algebra, sztochiometria és kombinatorika 51

[KSM] Kristéf, T., Salamon, T., Mihédlykd, Cs., Determination of Electrochemical Equ-
ilibra in Complex Agqueous Systems, Hungarian J. of Industrial Chemistry, 21
(1993), 75—T79.

[PO] Pethd, A., Lectures on Linear Methods in Chemical Engineering Mathematics
(Stoichiometry), preprint, 1990, Institut fiir Technische Chemie, Univ. Hannover,
Germany. ' '

[P1] —, On a Class of Solutions of Algebraic Homogeneous Linear Equations, Acta
Math. Hungaricae, 18 (1967), 19—23.

[P2] — , The Linear Relationship between Stoichiometry and Dimensional Analysis,
Chem. Eng. Technol., 13 (1990), 328—332.

[R] Recski, A., Matroid Theory and its Applications, Akadémiai Kiadé, Budapest,
1989.

[S] Scharnitzky, V., Vektorgeometria és linedris algebra, Matematika a miiszaki f&-
iskolék szédmdra, Tankényvkiads, Budapest, 1989.

[SZ] Szalkai, L., Generating Minimal Reactions in Stoichiometry Using Linear Al-
gebra, Hung. J. of Ind. Chem. 19 (1991), 289—292.

[T] Tasnadi, T., Plazmareakcick folyamatat, szakmérnoki dolgozat, Veszprém, 1992.

dr. Szalkai Istvdn, Veszprémi egyetem, Matematikai és Szamitdstechnikai Tanszék, 8200
Veszprém, Pf. 158.



