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Nagy számok törvényei

   Az alábbi egyenlőtlenségek általános közelítéseket adnak bármely ( (nem ismert) valószínű​ségi változó értékeinek eloszlásáról.  "Természetesen"  a közelítések pontosságát a mérések számá​nak növelésével javíthatjuk. 

1. Markov-egyenlőtlenség

   Tétel:  Ha a ( valószínűségi változónak létezik M(() várható értéke, akkor (a(R+ esetén 
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   Magyarázat:  A tétel szerint a mérés eredménye (() egyre nagyobb értéket egyre kisebb valószínűség​gel vesz fel. Pontosabban: ( bármilyen nagy lehet (((a), de ennek az eseménynek a valószínűsége legfel​jebb  M(()/a ,  amely korlát  a→∞  esetén  0 -hoz tart. 

2. Csebisev-egyenlőtlenség

   Tétel:  Ha a ( valószínűségi változónak létezik M(() várható értéke és D(() szórása, akkor  (k(R+  és  (((R+  esetén 

[image: image2.wmf](

)

2

1

)

(

)

(

k

kD

M

P

£

³

-

x

x

x

 ,   vagy másként    
[image: image3.wmf](

)

2

2

)

(

)

(

e

x

e

x

x

D

M

P

£

³

-

  , 

ill. az esemény tagadása: 
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   Magyarázat:  Azt várjuk, hogy a mérés (() értékei az átlag  (M=M(())  körül ingadoznak, ezt igazolja a Csebisev-egyenlőtlenség:  a mérés és az átlag eltérése (vagyis |(-M|) lehet ugyan nagy, vagyis lehetséges, hogy   |(-M| ≥ ε ,  de ennek a valószínűsége legfeljebb  D2/ε2 .  Ez a korlát pedig 0 -hoz tart amennyiben  k→∞ .  Természetesen ez a korlát is kisebb ha a D szórás is kicsi. 

3. Bernoulli-féle nagy számok törvénye

   Tétel:  Legyen A egy tetszőlege esemény amelyre P(A)=p .  Végezzünk n (független) kísérletet és jelölje  ξn  az A esemény gyakoriságát (hányszor "sikerült" A), ekkor a relatív gyakoriság = ξn/n . Ekkor tetszőle​ges  (>0  és  n(N  esetén (q=1-p): 
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Átfogalmazva:  tetszőleges (>0 és (>0 esetén (n0  hogy minden  n>n0  esetén 
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   Magyarázat:  A tétel szerint az elméleti valószínűség (p) és a tapasztalati (gör: empirikus) relatív gya​koriság (azaz ξn/n)  eltérése  (vagyis  | ξn/n - p |)  kicsi, sőt tetszőleges ( számnál kisebb lehet - legalábbis majdnem 100% valószínűséggel igaz a mondat előző fele. 

   Másképpen fogalmazva (jobboldali képlet): az eltérés lehet nagy, de csak kis valószínűséggel. (Ez nem jelenti azt, hogy a relatív gyakoriság konvergál a valószínűséghez, hanem csak azt,hogy a nagy eltérés va​lószínűsége kicsi!)  Ha p nem ismert, akkor a p(1-p)(1/4 becslés alapján  ((1/4(2n  is írható. 
4. A nagy számok gyenge törvénye (Csebisev-alak)

   Tétel:  Legyenek  (1 , (2 , ... , (n  független, azonos eloszlású valószínűségi változók amelyeknek létezik (azonos) várható értékük és szórásuk:  m:=M((i)  és  (:=D((i), és legyen  Sn:= (1+(2+…+(n .  Ekkor minden ((R+ esetén 
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   Magyarázat:  (1 , (2 , ... , (n  ugyanazon mennyiség többszöri független mérését jelölik  (azonos elosz​lásúak és függetlenek), így  Sn/n  éppen ezen mérések (tapasztalati) átlaga.  A tétel pedig azt mondja ki, hogy a tapasztalati átlag (Sn/n) és az elméleti átlag (m) eltérése  (azaz |Sn/n-m|)  mekkora lehet. Például tetszőleges rögzített ( korlát esetén az első képletben szereplő hibatag  σ2/nε2 → 0  midőn n → ∞ , vagyis: a kísérletek számának növelésével (n→∞) a tapasztalati és az elméleti átlag eltérés ( -nál kisebb (ill. ezen állítás 1-hez közeli valószínűséggel igaz). 

   E tételnek speciális esete a Bernoulli-féle törvény, ugyanis a 3.Tételben  m=p és (2=pq . 

5. Központi (=centrális) határeloszlás tétel    (nagy számok erős törvénye)
   Tétel:  Legyenek   (1 , (2 , … , (n , ...   független, azonos eloszlású valószínűségi változók, amelyeknek létezik (azonos) várható értékük és szórásuk:  M((i)=m  és  D((i)=(  (i=1,2…n).  Ekkor összegük (ponto​sabban: standardizált átlaguk) közelítőleg normális eloszlású: a 
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   Magyarázat:  Mivel mindegyik  (1 , (2 , … , (n ...  mérés átlagosan m, így összegük +∞ -be tart: 
limn→∞((1+(2+…+(n) = +∞ ,  ezért kell az összeg  ζn  (standardizált) változatát tekintenünk. 
   Mivel a  P(ζn<y)  kifejezés éppen az ζn valószínűségi változó eloszlásfüggvénye és Φ a (standard) Nor​mális eloszlás eloszlásfüggvénye, ezért a Tétel utolsó képlete valóban azt igazolja, hogy:  "sok azonos (apró) hatás összege a Normális eloszláshoz tart" . 

6. Moivre-Laplace tétel 

   Tétel:   Tetszőleges  0≤p≤1  és  u,v(R  valós számokra 
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vagy egyszerűbben 
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   Magyarázat:  A tétel szerint nagyon sok azonos kísérletet elvégezve az, hogy a sikeres kísérletek  száma u és v közé esik, normális eloszlással közelíthető.  

   Más szavakkal: a binomiális eloszlást nagy n esetén a standard Normális eloszlással közelíthetjük. 

   Ötlet:  A második (közelítő) képlet hasonlít a már  "megszokott"  
P(u<(<v) = F(v)-F(u) = ((v*)-((u*) 
formulához!  A tételt szokták a következő alakban is írni: 
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   A 6. Tétel az 5. Tétel speciális esete 

7. Megjegyzés 
   Mint tanultuk: nagy  n  esetén a  hipergeometrikus eloszlás  közelíthető a  binomiális eloszlással, ami pedig a  Poisson eloszlással is közelíthető. 
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