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LINEARIS ALGEBRA

! Az R® - vektorter

DEFIRICIO. (1) E :={1,2,...,n}) ha neWN teiszSleges.

€11} Rendezett (valés szdmokbdl 4116} n ~es - egy f: I -+ R flggveny.
Fzt 4ltaisban (xl,...,xﬂ} ~el Jeldljik, ha f£{1) = X, £f(2} = X,y
., Tin) = X - Linedris algebraban inkabb az

RN

x
s
{ *a ] Jel8lést hasznslluk. Ekkor az  x
'

n
szamokat a rendezett n -es komponenselnek hivjuk.

{111} B := valos szAmokbol 4116 rendezett n wesek halmaza
" := komplex szémokbol 4114 rendezett n -esek halmaza b

MB: ns2 (n=3) esetben K° -ct azonosithatjuk a sikbell (térbeli)
geometriai vektorok halmazéval.

A tovabblakban legyen =n tetszflepes régeitett természetes széam, n=i.
A kdvetkezd allitasok, tételek, defliniclisk mind igazak maradnak, ha R

helyett mindenhol £° -et trunk,

LLLI?ég. Tetszéleges x, y € 8" - esotén %=y pontosan akker teljesiil, ha

X 68 y Ysszes komponense paronként megegyezik, Ful
&, b1
DEFINICIO: Tetsz6leges a = [ : ] b = [ : ] €K', A eR esetén legyen
a b :
n n
a ¢ b Az
1 1 H
a+h= 2y T bz 5= 13 te A?z . ]
a + b An
2] n n
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Ha mar B (68 €7) elemel kiztt definialtuk az Usszoaddst és a skalérral
valé szorzast, akkor nyugodtan hivhatjuk &' {és €£") -et vektortereknek,
tovabka elemelket vektoroknek hiviuk, és aldhizott latin kisbetfikkel
Jeib] gtk X, ¥, B, b, u, v.o.. sth.

TETEL (Alaptétel). Tetszdleges a,b.c e B",  A,pe R esetén
(1} a+b=bs+am {az Ssezeadis kommutabiv)

(1 ) fa+b) +

10
-]

2 + (bic} (nz Buazeadds asmzoclativ}

{111} van R™-nek pontosan egy olyan o un. nulleleme hogy minden
&ekn vektorra a + o = a

{IV )} tetszfleges a e ®"  vektorhoz van olyan a' e 8" vektaf, amelyre
a+a =0 )

{a’ -t a inverzének vagy inkabb ellentett vektorénak nevezztk. )

(V) Afesh) = Aa + b _
{digztribut Ivitas] tulajdonsagok)}
VI } fa+p)a = am + pa

(Vi1) e = Alpa)
(VEIT} t-m=a o
NB: A precizseg kedvéért meg kell jJegyezniink, hogy fIV} csak akkor

teljes, ha ¢ egyérielml, ezt azonban az =aldbbi Allitas {2)
pont e blztosit s,

ALLITAS. Tetsz6leges a € R, 2A,p e R esetén
f1) om=o (itt o eR oe€R)
(2) o egyértelmd
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- B

@) & =(1) - a
(4) &' egyértelmt

{8) &

8] Aa=o0 w A=o0 vagy

|
oI

[ ]
(0 10

(7} Aa =pe & A =p vagy

DEFINICIG. V & 8% alter, ha

{ i} ¥V zart az Hsszeaddsra é6s & skaldrral valéd szorzdsra nézve {azaz

tetszdleges u,v eV és i e R esetén u + v e ¥V és }g € V), és

{11} V-ben te]lJesilnek az Alaptételben feiscrﬁit {I1)~{¥11}} tule)donsagok.

=]
MLITAS. (1) -B6L (11) kdvetkezik. . o
PELDAX; .
Nevezetes alterek R-bem: V = K", V = {0},
3
Ve : { aewm },
'a .
V={xe | AeR} =ahol ae R" tetsz8leges, régzitett vektor,
NB: o &V tetszéleges V altérre! O

PELDAUL R° (illetve & ) alterel a kivetkezék:

Litths. (2} R (sik) lehetséges alterel (azaz tBbbk nincs):
- az origobdl 4114 egyelemd halmaz
- az grigon athaladé egyenesek
- az egész sik.

(6) R® (tér) lehetséges alterel {azez t8tb nincs):

- az origoébdl Allé ogyelemd balmaz
«~ az origon Athaladé egyenesek
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- a2 oprigén Athalads sikek

« pz egbuz tér. D

Most régzitsitk R" egy ¥ aiterét, és a' tovibbiakban dolgozzunk V-ben. E1s6

olvasaskor nyugoedian irhat.unk ¥ helyett pl. R -ett

ALLITAS. Ha W.W, SV tetszOleges alterek, akkor W AW &V is sltér.

{Alterak metszete ls altér.} En
n .
DEFINICIO: Ha a.....a €R, A,....A €R akkora Aa+ast...
. ?kEk vektort az LI '51: vekiorok (ki. s th gkalar.ekkg.l vett)
linearls komblndcldo jdnak nevezzitk, réviden : 121 J\i-gl vagy t§* a!-ﬁt
alakban in}uk. A 3\1,....?\% szamokat egyltihatoknak hiviuk. & Iinedris
¥ombindciét trividlispak hivjuk, ha az Ssszes egyitihatée 0, nzay
Azﬁhzﬂ....&)‘k=0. .
ALL{TAS. Ha a,....a €V tetszdieoges rogzitett vektorok, akkor a
u:w{zhlg‘ H alel!{zsk}}sv
1Sk

halmar Ve-nek egy altere (azar W 24rt az Ssszeadds és a skaldrral vald
szorzds miveletérel. o

DEFINICIO. Vektorok egy tetsz8leges H & V halmaza esetén a W alteret a
H 4Altal generalt altérnek {vagy réviden H generdlumdnak} nevezzik, ha W
a H -t tartalmazd legsz(kebb allér. Azez W 2 H, W & V aliér, ég
tetszdleges X 2 H, X & V aitérre X 2 W {vagyis ¥ a szlkebb altér}.

H generatumét < H > =val Jeldlitk. o

NB: {D) Termézzetesen WS V.
{1} H iehet végielen is, de ml csak véges H haimazokkal fogial-
kozunk, _
(2) < H > nindig létezik, skir véges, akér végtelen H halmazt
tekintiink. {Epnek oka: tetszéleges alterek metszete is

altér.) Ext altalénozan nem bizonyit juk, csak véges H halmaz-
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ra. Az aldbbi Tételben megadjuk H generstumdt,véges H halmazok
esetén portosan meg tudjuk adni H generdtumat!

TEIEL: Ha H ='{gh,....§*} & V  tetsz8leges véges vektorhalmaz, akkor H

generdtuma az a,....n  veklorokbél képezhels Ssszes lineérls kombinkc ok

halmaza. Képletben:

<H>={£h’§_! f J\isR {iSRB} o
: 15k
PEFINICIG. {1} Az LITRRRRL N Y vektorok linearisan fUggetlenek, hs
ceak 8 trivialls linedris kombinacié juk lehet epyenld a o wvektorral.
{Azaz ha I Aa wmo, akkor A =mA_= .. “mA =0 )

15k 12y - i 2 k

(1i} Ha a vekitorok nem linesrisan flggetlenek, akkor linedrisan Ssszeflggh-
nek nevezzik oket. _ o

-

ALLITASOK. (1) k=t esetben az {a}. & ¥ egyelemi hnimez mindig linearisan
flggetlen, kivéve az a = 0  esetet.

(2} Linedrisan {{ggetien vektorok k¥zitt a 0 nem szerepeihet.

{3) Linesrisan fliggetlen vektorhalmaz barmely részhaimaza le !inedrisaen
figgetlen, '

{4}  Linearlsan boszefliggd vektorckhoz tovabbi {akdrmilyen) vekterokat
hozzévéve tovabbra is linedrisan bsszefllggd vektorhalmazt kapunk.

) o

pEFINICIG. A H e Vv vektor kifejezhetd az g, ...8 € ' vektorok
1inedris kombindcié jaként, ha taidihaték olyan LRERELN & R valés szamok,
amelyekre b = E &8 . Ekkor azt is mondjuk, hogy a b vektor linedrigan

1%k

fUgg az B, 8 vektoroktol. o

ALITAS. A H = (gl.....gk} <V vektorhalmaz pontosan akkor ]inearisan
fliggetlen, ha egyik eleme sem fejezhetd ki a i16bbi  linesdris
kopbindels jaként . : R
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. Atfogalmazva: H pontosan skkor linedrisan Bsszelliges, ha valamelyik eleme
1inesrisan fligs s tBbbILSY, o

ALLITAS. H & V¥ pontossn akkor linearisan flggetlen, ha V minden eleme
legfe] Jebb egyféleképpen 41) el8 H elemeinek lipedris kombin&cis jekéent.
o

DEFINICIO. A C & V réuzhalmaz a V altér generdtorrendszere, ha
CC>mY =]

HB:  Vegyllk éswre, hogy € & V'  pontosan akkor generatorrendszere
V-twk, ha ¥V minden eleme e1841]1 € ~belil vektorok 1inearis
kombinacis juként .

KICSERELESE TETEL (Steinitz): Ha L § V "linearisan filiggetlen vektorrend-
szer, G VY-nek egy-generatorrehdszere, akkor L minden u eleméthez talil-

haté G ~nek egy olyan g eleme, amelyre a2
LN {ud v dgd

vektorhainez 1s linedrisan flggeblen, o
KOVETKEZMENY: [ ~nek legfeljebb annyl elems lehet, mint © -nek.

DEFINICIO., Tetszéleges H £ V vekitorhalmaz rangla a H -bol kivalaszibato,
legnagyobb elemszami, lipedrisan fliggetlen vektorhalmaz elemeinek széama. Ezt
a szamet r(H) wvagy p{Hl-val JelB} ik, (n

Azenz a M vekiorhalmaz rangla r, ha H -bsl kivélaszthaté r db
1inedyisan flggetlen vekior, de barmely r+! db H ~-belt vektor linedrisan
Usazefigad.

¥2: {1} Ho Hosak a o -t tartalmszza (mzaz ha H={o} , akkor r(H)} =0 .}
{2} Ha H-ban van legalébb egy, o ~t&l kfilénnizs elem,akkor r{H)zl .0
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TETEL. legyen H S ¥ tetszéleges véges vektorhalmaz, Fkkor . N

{a) Ba riH) =r, #s B.....8 € H  linedrisan flggetlen vektorok, akkor

H mlnden eleme e1841i az 8.8 vektorok linedris kombindeisjaként.

fb) Ha BB € H Iinedrisan fliggetien vekiorok,és H ninden eleme ol&~
811 nz Bais B vektorok linedris kombindeidlaként,akkor riH)=k . o

A fenti tételb8! kBinnyen kiivetkezik az alabbl Tétel:

TETEL. Ha ({a,...s } € H tovabb mér nem bOvithets (azaz maximalis)
1inedrisan fliggetlen vektorhalmaz, akkor riH} = k. o

B -nak egy {a .8
bbvithets” linedrigan figpetlen réczhaimsz, ha H barmely g vektordra,
amely killdnbbzik az a , .8 vektoroktsl, az (&1’32“ ‘e .gi.l_:} halmaz

& ,...
per e par™
mér linedrisan Ssgzefilggs, mig persze {5»1' .,3*} linegrioan flggetien,

,...3*} részhalmaze pontosan akker "tovabb m4r nem

8.

DEFIRECIY. B &V egy bazisa V-nek, ha B linedrican flggetlen
vektorokbdl 411, és B  generdtorrendszer V-ben. =)

TETEL. Ha B V-nek egy bazisa, mkkor V minden eleme egyértelmten a18411
B elemeinek linedrls kombindeidjakent. En

TETEL. Ha V. r8gzitett, akkor V wminden bazlss ugyanannyi elembS8l All.
o

DEFINICIG. A bdzisok elemszamat (amely csak V¥ -t8) figg), VvV dimenzioJa-

nak neverzik, és dim(V]) -vel Jelsl jik. o
ALLITAS.  dim(%") = n . ' =]

ALLITAS. Ha L ¢ V linedrisan flggetlen vektorhalmaz, G € V generator—
rendszer, akkor [Lf & dim(V) = |G}, ahol L] Jel#li L elemelneck szémat,
és [ JJelBl)l & elemeinek szémdt. =]
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DEFINICIO. Ha B £V bazis, Bwi{b,....b} é8 uevV, um ¥ ab
— E pe -n - T gsn Y

akkor az “, szémot az u  vektor {B -re venatkozé) | -edik koordindidja—

nak nsvezzik. ]
TETEL., (Elemi bazisklcsert¢lés). Ha B & V bizis B = {?—1"”'!3!1) s ¢ eB
tetgzdleges vektor, ¢ » o, akker iétezik egy 6lywn §¢ € 8 bazisvektor,
amelyre a

B 1= B \ <§1} i {E}

vektorhalmazr 1s baxis, s}

ﬁ, tetszdleges ue V¥, u= I ytgi vektor B'-beli koordindtal kénnyen
izn
szémolhatdak. {Algorlimus: elemi biszistranszformécid. )

Képletekben: ha ¢ = I J\tgl, &8 2 fdelem J\t * G, akkor az u
isn '

vektor 4} koordinatat a B =B N\ {ét} v {e} bpArison a kdvetkezSek:

rﬁqil
i 2t egetén y“l £l prég! -l
H 4 A
%
és
ragi
I =t esetén o B o
* X

A fenti algoritmus alkaimszasal: rang meghatdrozasa, linedris fig-
getlenség meghatdrozdsa; vektor eldallitasa tdbbl {adott) vektorral; Atiérés
¢} bazisra (vektor 0} koordingtal 9} bazisban); linedris egyenleirendszerek
megeldésa, wdirix inverzénck meghatérozésa.
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Linedris leképezések

DEFINICYID. Legyenek V & ", wg Rc tetuzdleges allerek. Az o : V o+ W

figgvényt linearis loképezésnek nevezzitk, ha tetsz6leges 4,v € v

vaktor%kra &5 A € R valés szémrn )
Alusv) = A(u) + &lv)
és : A{Av]) = r-d(v)

A WV esetben ax 4 : V o ¥ linedaris leképezéseket Liredrtis transzformi-
cidknak ts nevezzlk, _ B -

K. Néha  d{v) helyett egyszerten csak 4v -t frunk.
HB: #lo) = o tetszbleges £ : V » W linedris leképezésre,

ESZREVETEL. ARy Y+ LAY ) = A AR ALY )+ ax ALY D, vagy
riividebben 4 [ I avi= 15§ a A(Es,' I
1=k : 1%k ! .

Ebpb61 kiivetkezik:

TETEL. 4 ~t egyérteimGen meghatdrozzik ¥ egy bazisan felvett értéked.

[~

Azaz, ha B = {gi,A“.gﬂ} ¢ V bazis, akkor elegendd az d(gt}, J{EQL
o d(gﬂ} vektorokat ismerniink ahhoz, hogy barmely v & V. vekiorra
d{vi~t meghatérozhassuk,

DEFINICIO. (1) Legyenek A, B tetszéleges halmazok. Ha f : A + B egy olyan
figgveény., amely Injekiiv lazaz kSicsbnésen egyérielmi) és sinrjektiv (azaz
raképezés), akkor bilekciénak neverzlik, ’

{1} Ba o : VvV o ¥ iinearis leképezés, &z bijekcis, akkor
alterek kézéitti lzomorfizmusnak nsvezazilk, Q-

TETEL. Ha dim(V} = dim(W), akkor V és W izomorfak (azaz létezik egy
4: VW izomorfizmus). o
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DEFINICIO. Ker(d) := {v & V: 4(v) = o} 8z £ llnedris leképezés magtere.
In(d) := {y € W | y = d{v) valamely v € V vektorra} az £ linearis
leképezés képtere. =

ALLITAS. (1) o pontosan akkor injektiv, ha Ker(sl} = {o}
111} o pontosan akkor szﬂr,}ektiv, ha Im[a(} = W, _ s}

ALLITAS., (i) Xerid) £ Vv albér,
(11} Im(d) € W nltér, o

Tébbek kBzBitt: o € Xer{d) oo o e Im{d).

Linedris leképezéds mAtrixa

DEFEMICIG: Egy teiszfileges A : L xX + R fuggvényt (valés szamokbol
116} mAtrixnak nevezink, melynek m sora €8 n  oszlopa van.

Az L, i) e I x I. helyen felvett flggvényértéket., az AL, J) érté-
ket {A}” ~vel, vagy & " ~vel JjelBljlk, &= a matrix 1 -dik sordban
e J «dik oszlopdban 4llé elemének nevezziik. o

A matrix elemelt az alabb! medon szoktuk elrendeznt:

t—i

Pt .2 Bin
Pt 2,2 Boen
an,i an.z an,n
DEFINICIO: R™ Jeldl) az mxn  méretl matrixok halmazat. )
ALLITAS. Legyen 4V + W linedris leképezés, E = {e oy B PRV &8
F o {&,....{n} & W Dbazisck. Legyen még J{gt) = £ I;;”f {ahol ~ i=1,3,
15m
..., N). Ekkor tetszfleges M ¥V wvekiorra, ha v = L o we, akkor

1%5n
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_‘Zz«.

JEK}*nek {F -re vonatkozé) Webell koordinitali a kiivetkez8 médon szémolhat-

) 2 {n}
Juk ki:  s{v} ,ﬁ’ njﬁ} . a?al " (j v, o+ {1_ Byt ¥ C} v
o
(5) 1) 11}
NB. {1} Tehit a 8, e & szamok éppen az J{g{) vektor

(F bhazlsra vonatkozd)} koordindtdl, vagyis a C;l} gzém felss

1 indexe a vekiorra utal, az alsé 3 indexe pedig a
koordindtara. fgy talan kinnyebben meglegyezhet jik o feled éu
#lad  indexek Jelentésel, &8  ezért vilasztottuk ezt sz
iradsmédotl n szekisos §l’$ halyettt

{2) Felniviuk a figyelmet arrs, hogy vl,v

2“"'”5 nem i XQV'

vektor komponense!, hanem az E baZlera venatkezd koordinital |

DEFINICIO: Az  [A], jt==c;” f1=n, Jn) egyenlbséggel definialt A € R™"

matrixot ne 4 un;:arxs tekepezés (F és5 F bazisokra vonabkozd) matrixdnak
nevezzik. o ' o

NE. Az A Jeképezés A milrixdnak i -edik oszlopa nem mém, mint az
‘(223 € W wvektor koordin&té)l (persze az ¥ bazisban), minden

te} 2,....0n Indexrse.

TEHAT: d{v) € ¥ [} -edik koordinstajit az A matrix J ~dik sorabél és a v
vektor (E ~bsli) koordinAtaibél kepjuk. {(Az A métrix | -edik sora az
d(e } vektorok J -edik koordinatalt tartalmszza (F -ben felirva).}

a b
1 1
DEFIRICIO. Tetszéleges E'E e R", a = [ : ]. E = [ N ] vektorok
b
"
eseténa X abd valos szamot az a &s E skalaris szorzatanak nevezzik,
LE-T

-3
n

és <a,b> -vel Jellljik. Mis szintén elterjedt jJoltldsek: a-b, (a,b), <ib> .

O
Tehtt: di{v} § ~edik {F -re vonatkozéd) koordindtdla nem mis, mint az A

watrix J -edik sordnek és a v vekior (E ~re vonatkozd) koordindtdlbel,
mint komponensekb8] &116 {R'-bell) vektor skaldris szorzata. (+}

RS
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MLLITAS: Tetszsleges U, v. w € V vektorokra és A ¢ R szémra
{ 1) <uvy> = <v,u> (a skaléris szorzat szimmetrikus)
{31} <utw,v> w <y, v> + <w,v>
{¥ty) <RE,X> = R<E,:) .
Tovabba, az elé28 pontokbs) kivetkezik:
(117 <y, v4W> = <u,v> + <y, w>
(1117 ) <, Av> = A<y, v>
Végiit
{ tv} <9, u> 2 0 és <y, u> = 0 pontosan akkor, ha u=0 _
{a skaldris szorzat pozitiv definit}
]

NB: Az (1t} (1817, (8473, (4417} tulajdonsdpokal égylitt gy is
mondhat juk (4} szakkifejezés), hogy a

<., LR xR 4R . {4, v) = <u,v>
Kétvaltozés flggvény bilinedris. o

DEFIMICIO: u, v € V mersleges (ortogonaiis), Selben Uiy, ha<uv> =0,
|

ALLITAS. Tetsz6leges ueV vektorra <y, 0> =0, 9

. ., B, ... a
TETEL. Has az a. a a

ha L1,J %%k, 1 # §), akkor linedrlsan figgetlenek. tu

e ¥V vekborok paronként merélegesekx (azay

8 ia

Tér junk vissza vizsgalabunk 6 targyéra: a linedris leképezésekhez &g a
matrixokhoz.

DEFINICIG: Régzitett V., W esetén

Hom(V, W) = { & | £ : V + W linedris leképezds }

NB. Hom = homomorflzmus (mveleitarté flggvény) szé réviditése.

L -
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JegyezzUk meg tehat, hogy régzitett V,¥ alterek, és E S V, F § ¥
vhzisok esetén tetsxlleges A : V o W llneax:is leképezéshez opyérteimten
hozzdrendelhettiink egy A & R™  métrixot. (n=dim{¥), m=dim(W}}. S6t mint
belathats, tetszsxeges' A e ™ ntrixhoz talélhats olyan A& : V » ¥
Iinedris leképezés, amelynek mAtrixa éppen A. E gondolatmenetlnk azt
tgezolja, hogy a fentl megfelelieids bljekcis Hom{V,¥) ¢s5 R™" kizstt,

Host miveleteket definidlunk a V + ¥ linedris leképezések, illetve a
régzitett m x n tipusd mitrixek halmazan. Mégpedig Ugy, hogy e miiveletek
Ysazhangban legyvenek {ld. elfadas).

DEFINECED. Ha 4 : ¥V 4+ ¥ lineéris leképezés, A € R tetsz8leges
valds szém, skker Ad : V¥V o W a kivetkez8 leképezés :
(Ad)(v) = Aldv)

tetszSleges v € V  vektorra. ' - o
ALLITAS, 2d im linedris leképeszés . =]

DEFINICIG. A e BT tetszfleges matrixra #s X € R szémre XA €

oy
R a

kBvatkezt matrix:

{M}M - A-EA]M (isn, J=m}
{azez A minden elemét megszorozzuk A -val). o

ALLITAS. Ha 4 mairixa A, akkor Ad matrixa A-A. =]

DEFINICIO: (1) Ha 4.8 : VoW linedris leképezések, akkor 4 + 8 a
kBvetkezS V » W leképezés:

(4 + BHY) i= A{v) + Blv)

"

tetsz8legen veV vektorra. : 3]

ALLITAS. 4 + & is linedrls leképezés . Ca-
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PEFINICIG A, B € B™" tetszSleges matrixok esetén A+B a kdvetkezs ~
£ -bell mAtelx :
tMB}M e !A]M * [B!,'1 i {izn, jsm)
{aznz A és B megfelels elemelt Ssszeadjuk), =

LLITAS. Ha 4 mitrixa A, 2 méirize B, skkor 4 + 8 matrixe A + B.
' =]

TETEL: (1) Hom{V,W) -ben a fent! &sszeadds &y skalérral valé szorzas
kielégit}t az Alaptétel (I)-{VIIE} tuka}dﬂhségait. ) o

{it) R"™ -ben a fenti Hsszeadas és skaldrral valé szorzas kielégitl
a2z Alaptétel (1)-{VIII} tulajdonsagait.
| (111) Hom(V, ¥} 4z R™ (nudlm(V). wedim(¥)) k823tl létezik izomorfizmus,
©

sttt s o

DEFINICIO: Ha A € R™, B & R™™ tetuz8leges mitriwok, akker A-# a
kvetkezs, R™ -belf matrix:

é {A-Elj’i = tin iA),.t . {Bihl

(araz sz A'B J -edik sordnak | -dik oszlopaban lév8 elem nem mas, mint
; A Jredik sordnak és B I-edik oszlopanak skalaris szorzatévall)., o

Szemiéletesen (rajzbank: Gn. Falk-médszer (1d.elfadds) .

' ALLITAS. Ha B: H-V , 4: V¥ nnearzs—iexepezesek , K§H,
; ESV, FsW¥ bazisok, 4 mitrixa A (a K,E bazisokra vonatkozdan} ,
8 wmatrixa B {az E,F bazisokra vonatkezéan) , ' |
akkor #°8 matrixa A'B {a K F b&zisakr&!vonatkoztatva). £

NB. (i} Linearis leképezések kompozicioJat (pl.a fenti aiiita$
hatésara) a leképezések srorzatdnak is hevezik.

{11) Mint emlitettiix, a matrixok $sszeadisat, srorzasiat, és régzitett
AgR szémm&l vald srorzasat dgy ipyekeziiink definidlni, hegy azok
tisszhangban legyenek a linedris leképezések kézittii
miveletekkel. Mint az el8bbi hirom Allitads mulatja, ez slkertlt.
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SpeclAlis matrixok 45 a matrismOveletek tulajdonsagal: 1d4. [8] 63-74.0l4.

Filgyelem! Az alabb! fogalmakra az [S]l-ben hasznalt Jé!&lések eliérnek az
&1talunk hasznaltaktol: ' '

DEFINICIO: s A @ R™, akkor A transzponaltjn, A’ ¢ R™™ a kivetkezs
matrixot Jelsli: Efii PELRTS I o

Ezt [S)l-ban A* Jel8li! Azaz A -t tUkr8zzik a FHALlore: sz 8 ., ”‘5 »
' ] ]

LS a-“ wz A whtrix f-dik

sorfnak 1-dik elemét jel8ill. Mis szdval, A-ban feloweré] jiik az owzlopokat sz

sorokat .

elemek Gltal meghatérozott egyenssre - hm

Linearis leképezések &5 mitrixok inverze

i<

JELOLES: (1) 2 : V¥V az identikus transzformacid, szaz ${v) =
minden v € V vektorra

(11) T & B az egységmatrlx: a féatlsban levs elemek | {képletben:
II}hi=i ha isn), 4z a tibbl elem O (azax 113h1=0 ha i, Jsn, IsJ).

o
NB: I helyett basznalalos még az E € BY" Jelblés is.

Barky ki¥nnyen belathat ja, hogy tetszbieges E SV bazisban az F: V + ¥V
identikuy irangzformacié matrixa éppen I .

Legyen ezentGl 4 : V o ¥V tetszfleges linearis transzformacio, tlletve
A € ™ tetszéleges négyzeles mairix,

J\LI..!T&S. (i} Ha B,¥: V + V olyan fliggvények, amelyekre uofoB = ol = § ,
skkor B =9, )

{11} Ha B.C € ™" olyan matrixok, amelyekre AB = CA = 1 , akkor H=C .
’ ]
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KLITAS. Ha 4 : V » V linearis transzformécié, B : V » ¥ Fliggvény, és
A8 » 7 | mkkor ® is linearls iranszforméolsd, 4
(Nem bizonyit juki)

DEFINICIO. (1) A B : V » V linedris transzformaciot az o : V » V
linewdris trangzformtcid 1nvsrzén§k nevezzilk, ha 4+ = Bed = § . oA lnverzét
4! -8l JelB1jux.

{11} A Be R matrix ez A €R matrix Inverze, ha AB = BA = I.

Az A wAtrix inverzet Al -el JelBiyik. Az A métrixot invertdlhatd -nak
nevezrziik, ha létezik inverze, =]

(z1 1.

NB: XKénnyen beldthatéd, hogy ha az & : V + ¥V ilnedris transzformicls
mAtrixa A (az E &€ V régzitett bAzisban), akkor ' mitrixa
A (szintén sz E € V bazisban).

ALLITAS. Az 4 : V » ¥ linesris transzformbcio pontosan skkor injektiv, ha
Ker{d) = {0} Enl

TETEL: Egy 4 : ¥V » ¥V linesris transzformacié pontosan akkor invertflhaté,
ha Imfdd)} w V¥, [a]
{Nem bizonyt!Juk!)

NE: A Tétel nem ctak V & R! altereire itgaz, hanem tetszélepges, véges
dimenzits ¥V vektorterekre is (Id. pl. [H], B2, oldal).

El

A fentl Allitas é5 Téiel kaposolatat vildgitla meg az alabdl eredmény:

TETEL: : dimiKer{d)) + dimlIn{d)) = dim(V) B
{Nem bizonyit juk!)

A fanti eredmények miatt érdemes Alialdpos V + W lige&ris jeképezések
rang &t definidlnunk:

DEFINICIO: Tetsz8leges #:VoW llnedris leképerés esetén r{d) := dim{Im(d))
az A ieképezés rangia. rid)} helyetl szokdsom még a pld) Jellleés is, o
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ﬁg: A fenti eredmények szerint o pontosan akkor invertiaihatéd, ha
p(d) = dim(V). ' o

PEFINECIO: Legyen A e ™" tetszéleges matrix, éu oszlopvekioral legyenek

L]

E 3rh““'%‘“ {azaz Amiaﬁ,uqhg).HMr ﬂu.nrgr%“”
,gﬂ} az A »btrix rangja. {Szokésos még s p{A) Jellés is.)
o
%- TETEL. Egy A & R™"  négyzetes mitriwnsk pontosan akkor létezik inverze,
3 ha  r(A) =n. a
4 A fentl Tétel lényegében az aléabbl tényekb8l kivetkezlk:
§ TETEL. Legyen 4V 4V tetszéleges linesris trenszformbcié, E & V tet-

s26leges bazis és A & R™ az 4 transzformicld matrixa. Ekkor

(i) r(d) = r{A)

(1§} d -nak pontosan akkor léterzik inverze, ha A invertalhatsd.

(111} 2! mstrixa A™' (ugyancsak az E bazisban). o

NB: A Tétel egylk lényeges pontja & kivelkezd: tellesen mindegy. hogy

e milyen V-bell bazisban frjuk fel az A transzformicio A mAtrixat!

Algoritmus matrix inverzére: elemi bazistranszformdcisval. (n db egyenlet-
rendazert kell szimuitan megeldanunk, 14. eldadas. )

TETEL. Ha az A B e & matrixok mindegylke lnvertaihatd, akkor

(a-BY? = ptoat o

NB: Flgyeljuk meg a sorrendet: (AB)” &s 87.A" 1

Az alabbl eredmény néha megkinnylithet} matrixok ranglénak kiszamitasat,

man

DEFINICIO: legven A ¢ R tetsz6leges matrix. Legyenek oszlopvektoral

n

m
BBy gh_e % {képletben A”’{E!'EQ' v 5“3 }, és legyenck sorvektorai
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at

ol :
31,53;. . .g‘ € R" (Jelben A = | o } . Exkor legyen

a* .
{1) rmiw(A) t=ria,e,....8} &z A natrgx uszlop»r&ng.ja..

{E=z ugyu nem mis, mint az A mateix rgna,j:l}.)

(11} r“r(»\} P r{g.f,.u.g"} ax A watrix sor-rangla. -
TETEL. TeilszOleges A € B mitrixra r (A} =1 {A} D
amsn———- onelop nor L

(Nem bizonyitjuk!}

Specislls linedrls leképezések

(0} geowetrial transzformicidk ~

{1} W*:RHMR . Pl x

n k -dik prolekcid (velits) flggvény (k = n).

(NB: Tudjuk, hogy R ¢s R' azonosithatstl)

O
+]

@) in : R g" . R b 5 { € k -dik kemponens )
) &
» k -dik injekcié (bedgyazds) fHggvény (X = n).

ALLITAS: mﬂ“ #in e pr o +n, e pr, + ...

+ R
111“ = pr, =]

s

1ttt id ol B" 5 R a8z identitds (mzonossag v. helybenhagyhs) transzior-
W ) e et e

WAc10: 1d (x) * x minden x € K" vektorra, Tovabba, az Allitas képle-
R

tében mzerepld + a linedris leképezégek kSzdtt} Issszaadast Jelsii,
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{Az Allitas sokkal kizérthetSbh, de vele ekvivalens megfogalmmrzsas:
x ;

H
minden {2 ]e R"  vektorra
X

-— wa} persze nyilvanvald.} o

DEFINICIO:  ‘tetmzSleges ¢: R 2 R" tinesris leképezésre Im{p) -t 0 -n
{origbn} dtmens egyenes —nek hivJuk. En

WB: n=2 és n=3 esetben ez megegyezik & szokasos geometrial fogalom-
mal (ami oy alabbl allitésbol kinnyen létszik):

-

ALLITAS. Hm ¢: R o R” linesrls leképezés, akkor Im(p)e{ Aa I A eR}
valamllyen s ¢ R* vektorra. (Biz: & 1= pf1) .) o

DEFINICIO: Tetszéleges # & 8"  vektorhalmaz és y € B” vektor esetén

Hey:w{h+yjihaHl)}

a K halmsr y vekborral tértént eliolt)a. =4
NB: n=2 és n=3 esetben ez megegyezik a szokdsos geometrial
fogalommall

De H«+y aAltaléban nem altér, még akkor sem, ha H & V altért

DEFINICIG: Ha f C R" tetszfleges origén Atmens egyenes ég y e R tet-
sz8leges vekior, akkor az § + y halmazt y =on &thaladé egyensnek hivjuk.

o

DEFINICIO: & -nek tetszéieges (n-1) -dimenzios V & R° alterét R° egy
nipersikjanek nevezztk. . o
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Linedris sgyenlstrenduzersk l

Az n isseretlienes, m  egyenletbsl Allé linedris egynﬁletram_zbr.

Konnyen felirbaté |[A-x = b | alakban, anol ‘A€ K" az egyitthatomstrix,

b e R » jobboldali-vektor, és x & R® az ismeretlen-vektor.

De Bz egyenletrendszer jrhats I #(x) = b | nlakban iz, ahol 4 R" 4+ R"

lineéris leképezés, b e R* ndott vektor, és x ¢ R a keresett vektor,

TETEL. lLegyen H S £ az A% = 0 dn. *homogén" egyenletrendszer megolda-
n L] o -
gainak halmsaze; ég iegyen x, € B az Axw=b On nhomsgén”  egysnlet

rendszer egy tetszSleges, rdgzitelt megolddsa. Ekkor uz Ax = b

1homogén

egyenletrenduzer Bsszes megoldisdnak M £ 8"  halmaza ® kbvetkez&képpen

frhato fel:

w
It

H o+ x
—y

(azaz M={h+x I hef AL=01}.

ju - - .

-

ALLITAS. Az egyenletrendszer pontosan akkor oldhatt meg, ha b € Im(d)

TETEL.. Az egyenletrendszer pontosan akkor oldhatd meg egyérielmfen (azaz

éppen egy megoldésa van}, ha megoldhaté és Ker{d] = {0}

ALiTAS. Az #{x) = O homogén egyenletrendszer megolddsainak halmaze nem

mf=, mint Ker{d).

Egvenletrendszer megoldésa matrixokkal: 1d. [7), 37.-38. cidalakon.

A megoldhatésag vizsghlata:
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KLITAS. Ax = b linearis egyvenletrendszer pontosan akker oldhaté meg, ha

ria.a, ..ot =rin.e,...,a,b} n

TETEL. Az Ax = b llineérls egyenletrendszernek {tetszbleges b « "
Jobboldal esetén) pontosan akkor van egynél tibb megoldésa, ha megoldhaté,
&g riA) < n. [+

BEFINICIO: Az X = g - vektort az Ax = g homogén egysnleirendsser -
triviails megoldasanak nevezzik., Azm Ax = 0 sagyenietrendszer X« £ ey
olddsa pem trivialis megoldds, ha X * g ) B -

NB: Hin az egyenletrendszernek egynél t&bb megoldisa van, :
akkor végtelen sok megolddsa van. ’ :

A fenti tételb8) kinnyen kBivetkezik az ajabbi Tétel:

TETEL: Az Ax = 0 homogén linedrls egyenletrendszernek (A e K™, 0 & R,

X € 1"} pontosan akker van nem irlviills megoldésa, ha r(A) < n.
0

ATTERES UJ BAZISRA

jegyen E = { g‘,...,gﬁ} és F ={ &.....{n} két tetsyzSleges, rigzi-
tett béAzis V-ben.

I, ¥érdés: ha ismer ik egy tetszéleges 33 € V vektor 31””’81; koordind-
talt az £ bazisban, akkor wik ugyanezen b & V vektor LASRRRRY koordi« n

nétél nz F bAzisban? (Azaz: b= £ Be, ¢ b= I yf.)
1%n 1%n

VALASZ: Alljenek n B & RO matrix oszlopvektoral az £i.{q,....{ﬂ G

bazisvektorok (az E régl bédzisban felirt) koordin&tdibel. :
{B ~t az 0) bazisra valG Altérés mAtrixa -neX is nevezhet Jik. ) !
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B8 F
1 1
Ekkor bevezetve a 8 = { : } és 7 = { : ] réviditéseket, kapiuk a
kifivetkez8 Tételtl:

TETEL. g =8y , wazaz ¥ = B“’g . E

I1. Xérdés: bha lsmerjik 8z £V 9 V linesris transzformacié A mitrixst az
E bézisban, akkor hogyan keaphatjuk meg e trmzformw T mhtrivht az 4§,
F bdézisban?

VALASZ: Az eiSz8ekhez hasoniomn, legyemk 8 b, d eV vektorok koordipitel

s régt {E) baziuban
. 8 5
1 H
gu[; } 111, g»[; ] ,
1; 5
n - n

tovabba legyenek e vektorok 0§ koordin&tal (az F bazisban)

71 t::
r=1 . tEr. €= X
14 T

n n

#fb} = d ekvivalens &8 = & ~val, igy a fenti ’I‘étel alaplin A'Br = Be ,
vagyls (aindkét oldalt B''-el b-ipsl szorozva) B ABE = ¢ . Ezzel bebizo~
nyitottuk ny alabbi Tételt:

TETEL. Ma az £V 5 ¥V transzformicld malrixa az E b&zisban A , skkor e

irenszformdcto w} (F) bazisban valé matrixa B8 | fshol B a2z u
bAzisra valé dttérés matrixa}. [+

Négyzetes malrix detérminansa !

DEFINICIO: Ha A € R™ négyzetes matrix, 1,§ s n, sakkor mz A mAtrix

A, € pimIXA)camatrixat a kivetkezSképpen kapjuk: elbmgyiuk az A

sitrix ! -edik sorat és ) -edik omzlopat. fu
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DEFINICIO: (1) Ha A e &£ A= [a,,] métrix, akkor det(A) :=a  az
A (%] -es) matrix determlinénsa. - -
(11) He A eRf™, ne2, A etemei 8 {1,§ = n), akkor

n
det(A) 1= 5 (-1)" .  det(a )
St 1.9 1,3

az A nxn ~es métrix determindnsa. Az A e B

(négyzetes) mAtrix
determinansat altaldban det{A} -val, vagy néhs JA{ ~val Jel8]jOk.
o
NB: a definicld szerint m} a mitrix dotreminansdt a matrix elss sora

szerint fejtettlik ki. Azonban, mint bebizonyithatsd: s determindng
& mabrix barmelylk sora (s8t hﬁrwat&ik ouszlopn) szerint 1s kifejt-
hetd, az eredmény ugvanaz a valés grdm lesz! ("Sakkiabla"-usrabAly}
Specidlisan, n=2 eselén detf(A) *a a_-a = {vagyls a fO&L16-

11 z2 iz 21
ban léve elemek szorzata minusz a mellékatléban lév8k szorzata) .

Determinidng tﬁl#}dcn§&gai: 1d, 5] 2.1.5 fejezetet az 54-53. cldalakon,
vagy esetleg [BX, §] megfelels részét, tovabba az eléaddscn elhangzottmkat.

Legyen adott az Ax = b llinesrls egyenletrendszer, A e 8", xb & g
Legyen D := det{A), tovabba jeldlje D* annak a mitrixnpak a determindnsat,
melyet Ggy kapunk, hogy az A mdirix k -dik oszlopa helyére a 9 oszlop-
vektort irjuk {k 5 n tetszfleges).

TETEL. (CRAMER szabAlya): Dvxh £ Dk minden k £ n Iindexre. %]
(Nem bizonyitjuk!}

ﬁg: ne feiedilik, hogy D, X Dk € R valés szamokt

Fl
k

A tételb8] kinnyen kévetkeznek az alabbl Allitasok:

ALLITAS, ¢1) Ha D=0, akkor az egyenletrendezer egyérieimien megoldhaté.
f(2) Ha D=C és valamely Kk s n indexre Dk * O, akkor az egyenletrendszer
nem oldhatsd meg.
(3} Ha BeC és kao rminden % 5 n  indexre, aikkor ar egyenletrendszernek
végtelen sok megolddsa van. £y



http://www.pdffactory.com

- 24 -

NB: A {3} esetben Cramer szabdlyr nem ad mbdszert a megoldésok
segkeresésére!

KOVETKEZMENY., Az Ax = O homogén egyenletrendszernek (A € &™) pontosan
akkor van trividlistél killénbiézd megoldbésa, ha az A mitrix determinénsa
malls {axaz: - det{A) = O ). =

A determindnsok segitségével mablrixok inverzét is ki tudjuk szdmolni.
 BAr ez technlkailag sokkal bonyolultabb mint az slemi bazistranszformécion
slapuld algoritmus (sokkal tébbet kellene szédmolnl}, MindSssze csak azért
iamertet jiik, mert méds tanulmdnyokban szilkség lesz ra.

DEFINICID: Legyen A € B  tetuzSleges matrix. A B = (o, i ysn © [ iy

matrixot az A mAtrix klagszikus adjungalt J&nek nevezzilk, és adj{A) -val

JelslJk, ha b = (~1)'" det(A ). ehol A 8z A mitrix J -dik

gordhoz és'. i -dik oszlop&hoz tartozé részmabtrix. Azaz, sz A mabrlx
minden elemének helyére heirjuk a hozzd tartozd részmatrix determindnsat,
pegsrorozzuk a sakktdablaszablly szerinti eldjellel, majd az igy kapott
matrixot transzponal juk {tGkrdzziik & f64t)ldéral.

A Ferde Kifejtésl Tételdsl (1d. pi. [8] 88. old. 6, &llitag)
tevezethetd az nlabbl tétel:

TETEL: Ha A e R™ &5 det(A) = 0, akkor A= + adjlA) .

(Hem bizonyit juk!} o

NB: Az elnevezésnél a “k]assziku;s“ Jelzét a2 funkciondl-analizisben
hasznaiatos aldbbl adjungdit-fogalomtdl  wvald  megklli¥nbBzitetés
miantt hangsdlyozzuk. [$] «ben csak a klasszikus fogalma
hasznalatos,

DEFINICIG: Ha A € £ (azaz A elemel Komplex szdmok), skker A* € €™

Jelt1d az A matrlx Hermite-Lipusd adjungAltjat: A* = A', azaz A transzponali-
Jiban minden slemnek vesszik a {komplex) konjugdlt jat. =]
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Multilinedris lesképezések

fLd. [F1,11.7. fejezet, 228-233. oldalak)

Az alabbiskban méiyebben megvizsghljuk o determindnsok fogalmat és
tulajdonsdgatt,
DEFINICIO: Legyenek V & ™, ¥ & R* tetuzSleges mlterek. Egy n-valtozés
' £V oW

fﬂgﬁvﬁnyt (V' mVxV¥yx...x ¥V az n-tényez8s Descartes-szorzat) multiline-
aris- {vagy n-lineéris} leképexzésnek nevezlink, ha tetszSleges 1 s n  index
esetén » flggvény sz 1 ~edik véltozdJéban linedrls {(ba mz Usszes t3bbl val-
tozd At régzitettik).

Részletesebben : Rigzitstink a2z § = n {tetsz8leges) indexet, 48 a

YerVpreros ¥ o0 Yo 0¥ €V vektorokat. Ekkor telszbleges u,v e V
vektorok ¢3 X € R skelar esetén tel Jesil] ¥n az aldbbl (1) ég (2} ¢

{1} f{x}....,g;g,“..x“J =R,y ) Pl Ly )
i-edik hely
&
2) flv,....am . v ) = Aty oo, ) s]
— - - - - o

DEFINICIO: lLegyen V teiszéleges altér. Egy n-valtozés £:V" 3 R
Tiggvényt alterndlé -nak hivunk, ha tetszSleges két valteozdjat felcserélve
a flggvény eléjelet valt. Képletben: tetszlleges AR ATTRTRA ¥ vektorokra
és 1,}sn, 1=} indexekre

{3) f{f—z"“"—’t"“’x;""'fn) = {'”’”ﬁl"“'iy'“"’

PELDA alternalé muliilinedris leképezésre:
Legyen E = {ﬁi....;gﬂ} EV a V altdr egy rifgzitett bézisa. Tetszd-

leges LATEREL A ¥ vektorokra tekinitsiik a vektorck koordinataibél, mint
oszlopvektorokbol 8116 A € R™" négyretes matrixot
{azaz kw y_} =!';:na“'sl fjsn)  akkor {A]” el |

fkkor legyen
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![v‘,....v J 1w detfA)
- iy

A determinins tulsjdonsAgaibél (oszlopok felcserélése, "illetve r&gzitett
onzlophra tél,}es{lis linearitds miatt) kinnyen beldthatd, hogy ¥  valédban
slternkléd muitilinedris Jeképezds, o

NB:  Kéatbb belatjuk, hogy F nem flgg a bazistél.

ALLITAS. Ha Viseeos¥ € ¥ linedrisan Ysszeflggs vektorok, £:V" 9 R
tetszsleges alternilé multilinedris leképezeés, akkor “31'“"3“} - ),
o

ALLITAS. Az slterndlé multilinedris Iéképezések teljesitik az Alaptétel
~beil I~VIII tulajdonmsdgokat, "a szokésos "pontonkénti” mtveletekke!
(rigzitett ¥ tér egetén). o

NB: Eddig V és n {valtezbk szém;l.} tetsz8legesek voltak, még azt
sex hegznAltuk k}, hogy Im{f) € R . Az aldbbl Tételek &5 Allitésok is lgmesk
aitaldnosabban, most azonban csak a dim{Vl=n eés Im{f} & R speclalis
egetben fogalmazzuk meg Sket.

TETEL. Legyen V tetszlleges altér, dimiVi=n ég Im(f} SR .
Ekkor minden f:V'oR =alterndls multilinedris leképezés n példabeli ¥
laképesss {vﬁ!amiiym valdg) szémszorosa. : i s

ALITAS. Ha £V 3V linearls leképezés &5 £:V° 5 R alterndls multi-
Ilnedris leképezés, nkkor az alabbl leképezeés

It“:VnwaR . {?»:’ta""'r-é, Hf"‘fﬁa"‘zg'“"'tfﬂ}

i1z alterndld multilinedris leképezés. <}
HB: Vagyis ¥ Is 'alternaié multilinearis leképezés. a3

TETEL. Minden 4V 5 V  linedris transzforméclthoz 1létezlk egy olyan
egybrielnten meghatdrozott |4} ¢ B szam, amelyre tetszéleges YooY @ v

vektorrendgzer eselén

F 0 3 = - Fly v ) o
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PEFIRICIG: A fent) Tételben emlitett (Al &« B szémot 2z 4 linedris le-

képezés determindnsidnak nevezzilk.

TETEL. |deBl = j4]-|{B} tetszdleges 4,8 : V » V linedris leképezésekre.

Kdv.: |d} = det{A), ha aeR™ az AVaV l1ineariy leképerés mitrixs,

rénddsal barmliyen baxisban. _ =]
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