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A ,,BANACH-ELV”-ROL

HORVATH MIKLOS, 10O ISTVAN és SZALKAT ISTVAN

Bevezetés

Stefan Banach a szdzad elsd évtizedeiben megalkotta a funkciondlanalizis szd-
mos klasszikus tételét, mint példdnl a tGbb valtozatban haszndlt Banach—Stein-
hauns-tételt, a Hahn—Banach-tételt, a nyilt leképezés tételét, az inverz Jeképezés
tételét, sth. (1. pl. Rudin [17] kényvében).

Altaldban véve munkdssdginak egyik {8 irdnya olyan tételek igazoldsa volt,
melyek azt Allitidk, hogy egy konkrét mddon megadott linedris operdtor folytonos.
Az § tiszteletére nevezzitk Banach-elviiek a kivetkezd hipotézist:

Konstruktivan definidlt Banach-téren értelmerzett, konstruktivan megadott lined-
ris operdtorok folytonosak.

(Mivel véges dimenzids Banach-tereken értelmezett linedris funkciondlok foly-
tonosak, {gy nyilvinvaloan csak végtelen dimenziés Banach-terekke! érdemes fog-
lalkoznunk. Mdédszereinkben azonban a tér dimenzidja nem 1ényeges.)

Ez még igy nem egy tétel, hiszen nem mondtek meg, mit jelent a , konstruktiv”
jelz8. Vildgos, hogy transzfinit indukciéval megadhatd olyan linedris operdtor bér-
mely véptelen dimenzids Banach-téren, ami nem folytonos. Mdsrészt a {apaszialat
azt mutatia, hogy minden olyan esetben, amikor egy operdtor definicididban nem
hasznaljuk fel a kivdlasztdsi axidma valamelyik ekvivalens alakjit, az operdtor
folytonossdgat sikeriil beldini. (A transzfinit indukcids bizonyitdsok elfogaddsdt a
kivilasztdsi axidma feltételezése teszi lehetSvé.) Ennck mélyebb okait tdrja fel a
Banach-elv valamilyen véltozatinak igazoldsa. Az aldbbi dolgozattal ¢z a céhmk.

A konstruktiv” jelzfn értsiik a kdvetkez8 formmidt: , formuldval definidthaté™.
Ez célszeriinek 14tszik abbdl a szempontbdl is, hogy a klasszikus tételek {Banach—
Steinhans-tétel, inverz leképezés tétele) dltaldban formulival megadhaté leképeré-
- sekrdl szolnak, Bzrzel ar interpretdcioval az egész kérdéskor atcsidszik a logika és5 a
modelickmélet teriiletére. A vizsgdlatok legerfsebb eszkéze a Cohen 4ltal megalko-
tott forszoldsi technika lesz. (Ezt vézlatosan a 4, részben ismertetjitk, azonban e
bonyolult elmélet részletesen pl. a [4], [14], [20] mitvekben megtaldihaté.)

A modellelméiet alkalmazdsdnak pondolata Banach munkdssdginak kiterjesz-
tésében Ajtai Miklosto] szdrmazik ({11, [2]). Ebben a dolgozatban Ajtai eredményei-
nek bizonyos élesitéseit, illetve dtfogalmazésait adjuk meg.

Az 1. részben a késEbb felhaszndlisra kerilld modellelméleti eszkoztérat ismer-
tetjiik. (Részletesebben errdl [3), [19)-ben, illetve [9), {12} és [14] bevezetS lapjain
olvashatunk; illetve magyar nyelven [9], [16], [21] és [22]-ben.) A 2. részben ismer-
tetjiik Ajtai [1], [2]-beli fontosabb eredményeit és azok véltozatait. A 3. részben
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egy példat mutatunk arra, hogy a fenti, logikai és halmazelméleti természetfl ered-
mények segitségével milyven tipust analizis-tételek igazolhatok., Az utolsé részben
Ajtai eredményeit Sltalinositiuk (4.15. €s 4.21. tételek), elStte azonban ennek iirij-
gyén nagyon réviden vézoliuk a forszolds elméletének elemeit. A dolgozat legvégén
megfogalmazunk néhany megoldatian problémét.

A definfcick, bizonyitdsok, példak végét 3 jel6h,

1. Modelleiméleti alkalimazdasok

Jelen dolgozat eredményeivel az analizisben, bizonyitdsi médszereivel a halmaz-
elméletben és a logikdban jirtas szakemberek érdekiSdésére tarthat szdmot. E két
témakar elégeé thvolilld, igy célszerfinek lttuk az Olvaséd dolgit megkSnnyitendd
egy rovid attekintést adni a modeliclmélet dltalunk felhaszndlt részeirSl. (Részlete-
sebb leirds taldlhatd [3] és [19F-ben, Magyar nyelven a {9), [16], [21] és [22] mivek
megfeleld részeit ajdnibatiuk.) Hasznos, ha az Olvasd ismerds a (naiv vagy axio-
matikus) halmazelmélet elemeivel (ph. 1. [9], [16], esetleg [11] &5 [14] bevezetd feje-
zeteit), ¥ rész végén nagyon réviden vizoljuk a konstruktiv halmazok osztdlyit,
Aki az aldbbi {elemi logikai) fogalmakkal, valamint a konstrugthaté halmazokkal
tisztdban van, lapozzon a 2. részhez.

Eldszdr is rogzitsiink néhdny standard jeléiést. Legyen ® a nemnegativ egész
szdmok halmaza, n€w helyett gyakran n-w-t iropk. n€e esotén fcn meg-
egyezik i<n-nel, vagyis n=={0, 1,2, ..., n—1}. A halmazelméletben /=n helyett min-
dig i<k-t frunk, ahol k=n+1,

"4 = AKX, KA

az n-szeres Descartes-szorzat, *d={9}, “4 az A4-beli elemekbd] képzett végtelen
sorozatok halmaza, amit azonosftunk az @4 fiiggvények halmazdval. Altaldban
tetsz8leges A, B halmazok esetén #4 jeloli a B-b6l 4-ba képez8 (az egész B-n értel-
mezett) filggvények halmazdt, Ha £ egy fiigevény, akkor Dom (f), ill. Ran(f} az
értelmezési tartomdényt, ill. az értékkészletet jeloli, HoDom (f) esetén f1H jelsli
az f figgvény H halmarra vald megszoritdsit. Az Rc*4 halmazokat 4-n drtel-
mezett n-valtozds reldcidknak nevezzitk. A rendezett pérokat (hfrmasokat, stb,)
{a, by vagy (4, b)yvel ({a,b,c) vagy (a b, c)vel, stb.) jeloljik. Az egyenldség re-

lcid az
1, = {{a,a)c*4: ac 4}

halmaz. A figgvényeket az {x, f{x)) rendezett prok halmazdval azonositjuk, shol
xéDom (). Tetsz8leges I (véges vagy végtelen) indexhalmaz és tetszlleges A4 (cle-
mekbdl, fiigevényekbdl, stb, 4116) halmaz esetén (g, i€I) az ‘A4 halmaz egy tet-
sz8leges elemét jeloli, azaz 4-beli elemeknek egy .7 hosszi” sorozatdt. {Amit pl. -

{a;: icl} vagy ac'A, a;=a(f}, ()c7) alakban is rhatunk) -

1.1, Definicié [3, § 21:

Legyen 7', ©7 két egyviltozds fiiggvény, melyek értelmezési tartomdnya o vagy
w cgy kezdOszelete {azaz {0, 1,2, ..., n—1}, ahol n<=w} é&s legyen

& == Dom(t), 6" Dom {z").
Bgy elsbrendfi nyely, £{v',t") egy halmaz, melynek elemei
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B) AZ Xp, Xys 1vey Sy -+ {M=w) viltozdielek;

B)a g5, 815 s &ps - (E€S) miiveleti- (vagy fiiggvény-) jelek, ahol g; v'(£)-
viltozos miiveleti- (fuggvény -} jel;

c)a B, E,.. ... {n€8") reldciGielek, ahol B, t"(n)-vAltozds reldcidiel, és
B, az egyenlSség relécié szimbdluma, fgy 17(0)=2 (hiszen ,,=" kétviltords re-
Hcid);

d}a V, "1, 3 logikai jelek {,,vagy”, ,.nem”, ,Jéterik™};

e} a{,) zérdjelek.

Végiil a (7', t”) pért a nyelv tipusdnak nevezziik. N

Megjegyezziik, hogy az elsGrendli jelz8 arra utal, hogy az a)beli valtozdjelek
&s a d)-beli kvantorok az illet8 modell alaphalmazdnak elemeit, és nem részhalma-
zait futidk be. (1. a kiértékelés sl8bb megadandd definicidjat.) A dolgozatban mind-
végig els8rendid nyelveket fogunk haszndini.

Tovibbi, a 0-viltozos fiiggvényeket konstansoknak nevezzitk, Ezeket inkdbb a
megszokott o, €15 voy €y vev {i<«w) betlikkel jeloljik. Az egyvaliozds reldcidkat
tulajdonsdgoknak is nevaz.zuk (L&sd még ar 1.4. Definicid vtdn frt megiegyzése-
ket is.}

A tobbi megszokott logikai jel (pl. =, &, @, V) mind kifejezhet8ek a d)-ben
felsorolt logikai jelekkel, vapyis csak roviditések, igy nyugodtan baszndliuk Sket
képleteinkben. (Hiszen a=b ekvivalens aVb-vel, a& b ekvivalens “H("1a)V("15))-vel,
a<wb ekvivalens {a=sb}& (b=sa)-vel, és végiil tetsz&eges @(x) formuldra Y{x)e(x)
ekvivalens “1(3x(T@(x))-vel)

Példa:
A halmazelmélet nyelve;
=8 06=2 (={0,1}), v"@ =2 1t"(1)=2,
By= =", B = ,€"
A tovébbiakban régzitsiink egy
&= P, )

elsfrendif nyelvet. Ezen a nyelven ,kifejerédseket” valtozdielekbdl, ,, formuldkat”
pedig kifejezések reldcidjelekbe vald behelyettesitésébdl kaphatunk. Pontosabban

1.2. Definicié (elsérendii kifejezések és formualsk, L ph. [3, 3.4)):

a) A véitozé}eiek (%, m-<@) O-adrendft kifejezések.

- b)Ha k; (j<n,n=w) legfelicbh fedrendf kifejezések é&s legaldbb egyzkizk
z-—i-edrend{i, és g egy n-valtozds miiveleti jel, akkor

- g(kn’ k}.’ A nwl)
egy i-edrend kifejezés,
¢) Ha P egy n-viltozds reldcidiel és k; (f<n, n<w) birmilyen rendd kifeje-
zések, akkor
Plkys s kyuy)

egy O-adrendd formula vagy primformula,
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d} Ha ¢, ¥ legfeliebb j-edrendfl formuldk és ¢ pontosan { wlwedrendif, akkor
e, (Hxelx), eV
f-edrenddl formulak.

~ e Hgy, a nyelv elemeib8l 8116 jelsorozatot kifejezésnek vagy formuldnak neve-
ziink, ha valamely i{<w-ra i-edrendil kifeiezés vagy fedrendil formula.

£} Az & nyely kifejezéseinek &s formuldinak halmazdt K{(%), illetve F{¥)lel
jelohjiik. (!

Egy I F(¥) formulahalmazt gyakran axidmarendszernek vagy elmdlemek
is szoktunk neverni. Példdul ZFC-vel lSliiik 2 halmazelmélet szokdsos axidma-
rendszerét, melyre gyakran fogunk a tovdbbiakban hivatkozni. (Példdul Hajnal—
Hamburger [9] kbnyvében ZFC axidmait részletesen megtaldtiunk)) Azonban, nem
szitkséges ezeket az axiémikat fejb8l tudnunk, ¢lég ha csak annyit jegyziink meg:
szokdsos matematikai levezetéseinket, mint bebizonyithatd, végs8 soron (csak) ZFC
axidmainak felhasznéldsdval végezziik, az 1.10 és 1.11-ben ismertetett logikai axid-
mik és kdvetkertetési szabdlyok felhaszndlisbval.

A ¢ formuldban szerepl8 viltozdk kdziil szabad eldforduldsimak neverziik azo-
kat, amelyek g-ben elfordulnak, de nincsenek lekétve kvantorokkal (3x, Vx)
Specidlisan zdrr egy formula, ha nincs szabad véltozdja. A matematikdban meg-
szokott 4llitdsok mind zértak. {L. pL [3, 3.51.)

Mintdn bemutatiuk a nyelvtant, azaz az % nyelv haszndlatdnak szintaxisét,
ratériink a szemantikdra, tehét arra, hogyan lehet konkrét jelentéseket tulajdonitani
a nyelvben lefrt kifejezéseknek és formuléknak,

1.3, Definicié {8, pl. {3, 3.1]:
Uegy (v, 1" tipusd struktira, ha
U = (A, {fy: L€8"), (ry: n€ST),
ahol 4 egy nem fires halmaz (a strukifira alaphalmaza}, és
ARV T R R A 0

(Azaz f ©'(D)vhltozds filggvény An, ry, t7(y)-villozds relicic 4, r, pedig az
egyeniBség reldcid, amit inkdbb az ,,="" jellel jel8hink.)

A struktdra tehét megmondja, hogy a formuldk mire vonatkoznak: az x,
viltozojelek A elemein futnak, a g, miveleti jelen 9-ban az f; fiiggvényt, a F, reldcio-
jelen pedig az r, reliciét kell értent. Ismét ne feledijitk: a O-valtozds Fliggvények kons-
tansok, azaz 1T(£)=0 esetén fr=d,€4. (A 77 és f; Altal kijeldlt konstansokat
id8nként d,, d;, ...-vel Jeloljik, vagyis az & nyelv ¢ konstansjelének interpre-
taltja dic A) :

Legtébbszbr, ha nem okoz félreériést, a nyelv konstans-, fiiggvény- &s reldcio-
jeleit és az 9L struktirdban nekik jelentést add konstansokat, fiiggvényeket, reldcid-
kat vgyanazzal a betfivel vagy szimbdlummal jeldljitk.

Legyen &=(g;: i<w)C”A; nevezzitk d-t a véltozok egy A-beli kiértékelésének,
Ha k egy kifejezés, akkor k kiértékelése ¥-ban a viltozok fenti kiértékelése mellett,
ky[d} Ggy kaphaté, hogy az x, véltozbjelek helyébe a,-et (m<w), a g, milveleti
jelek helyébe az fy fiiggvényt tesszitk (£€87), B, helyébe r,-t irjuk (1€47),(3,3.7). O

Az egyenldség reldcié minden nyelvben, ¢s igy minden struktdrdban is szerepel,
azonban ezzel, ha nincs 14 kiilon sziikség, killdn nem foglalkozunk.
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1.4, Definfclé (Az igazsdg definicidfa, [3, 3.8]):

Azt, hogy a viltozdk & kiériékelése mellett a ¢ formula fgaz vagy hamis, jeli-
tésben:

puld] =1, illetve @u(@) =i,
igy dontjiik el:
a) Ha ¢ primformula, @=PF,(kg, ..., k,..), akkor

{(ke)ald], ..., (er-DuldDrEr,

esetén legyen ggld]=1{, méskor e4ldl=i.
b) Ha ¢, ¥ formuldk és igazsidgukat mar eldontéttiik, akkor legyen

{s ha (Pﬂza} mfs
i ha q’ﬂt’[a} == 4y

ha oyld] = ygld] =1,
maskor,

(omid] =

(oViulal ={P

av |t ha van olvan 54, hogy ¢gld(a,lb)] =14,
(axmq’)ﬂ iﬂ} - {{ H}ﬁSkO!',

ahol 8@, |b)==(ay, 4y, ... Upys B, Apsys ...y 82 a kibrtékelés, amit az a,, lag b-re
vald kicserélésével kapunk. ou(d)-t 2 ¢ formuldnak a véltozok & kiériékelése melletti
H-heli kiérickeldsének nevezzitk, £

Egyszeriiség kedvéért tetsz8leges €87, (ay, ..., Gu-)C A e5etén (dy, ..., By )€y
helyeit inkdbb a megszokott r{ay, ..., d,-1) formét irjuk (az a,, ..., g4, elemek
az ry relaciéban vannak).

Egyvaltozos reldcidk bizonyos tulajdonsdgi elemeket jelolnek ki, a modell
alaphalmazdnak egy részhalmazét, amit mi R¥%val vagy R*4-val jelsliink (R a reldcid,
U={A4, R, ...) a struktdra). Formuldval: R®=={d¢4: %= R[]}, (Ldsd az 1.5. Defi-
nicidt.) Vegyik észre, hogy csak nagy ritkdn lesz R¥ 4-nak eleme!

Altaldban, ha ¢ egyvéltozds (egy szabad véltozét tartalmazé) formula,
W==(4, ...) adott struktira (esetleg a ¥"=(¥, ...) univerzum, az ,,dsszes halmaz és
elem dsszessége”), akkor ¢%val jeldljik az M-ban ¢ tulajdonsdgd elemek Osszes-
sépét, osutdlyat, Osztdlynak nevezziik {valamely) formuldval definidthaté elemek
¢halmarok) Gsszességét. Példaként embithetjitk az 8sszes elem osztdlydt {melyet pl
az ,x==x" formuldval definidlhatunk), a rendszémok osztalydt (I, az 1.17. Defini-
cid utdni megijcgyzésekben), a konstrudlhatd halmazok osztélyat (1. az 1.26. Defini-
ci6t}. Mi tobbnyire halmazmodelleket haszndlunk, azaz W={4, ...) esetén A hal-
maz. (Halmazok és osztalyok részletes leirdsat pl. [9] és [10] konyvekben taldlhatink
meg.} Azonban hasznos lesz, ha esziinkbe jut, hogy mi nem vagyunk egy halmazba
bezdrva”, azaz érveléseink az Osszes halmazra vonatkoznak, a ,,viligban érvényes”
¢-reliciét haszndljuk. Ezért szoktunk a ¥"=(¥, €), un. ,vilig-modellr6l” beszélni,
ami osztdlymodell, hiszen ¥ nem halmaz, hanem csak osziély, Akit azonban zavar
ez a kettSsség és az osrtdlymodell nem teliesen tisztdzott fogalma, nyugodtan gon-
dolja gy, hogy egy ,,i0” nagy ¥ =(¥, ¢) halmazmodellben dolgozunk, minden
érvelésiink ennek elemeire &s (nem feltétleniil elemi) részmodellicire vonatkoznak
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(1. 1.15. Definicidt). Akdrmilyen modellben gondolkodunk is {osztdly- vagy halmaz-
modell), érveléseinknek BARMELYIK modellben igaznak kell lennie! (Gondoljunk
caak Gédel 1.13. teljességi tételére!) A fovdbbiakban mi mindig csak halmazmode]-
lekkel foglalkozunk.

1.5, Definicié (Formula igarsiga struktiréban):

A ¢ formula igaz az ¥ struktdrdban, mas szoval U modellie @-nek, ha minden
dc% A4 kiértékelésre guldl=1. Jeldlése: URo. 0

1.6, Megiegyzés:

Vildgos, hogy ¢u]d] csak atidl fiigg, milyen értéket ad 4 a ¢ szabad véitozdi-
nak. (Hiszen 2 és 9 rogzitett.) Mé&s szdval, ha az 4 &5 b kiérickelések megegyeznek
minden ofyan m indexre, amelyre x,, szabagd viitozd ¢-ben, akkor

¢x1d] = oqlbl.

1.7, Megiegyzés:

A formulék felirdsdban tesziink néhiny £sszerii egyszerfisitést. Péiddul elhagyiuk
a felesleges zardieleket: pl. (Fx ) (FxX(...dxz{¢}...)) helyett 3x, Hx,... 4x,@-t
frunk. Tovdbbd 2 milveleti jeleket prenex alakban irjuk prefix alak helyett: pl
+{2, 3) helyett 24+ 3-at frunk. Mint az 1.1, Definicié végén, bevezetjiik a =, <&,V
roviditéseket. Végii, a jelek kizitt precedencia (elsGbbség) régritésével tovabbi zdrd-
jeleket takarithatunk meg: (pl. :

f{x+G-20zy] & (x€2)] = (x))
helyett egyszerfien x+3zmy&x€z=>x»y-t irunk. 3

A tovabbiakban ldssuk a szintaktikai és szemantikai kévetkermény fogalmas,
vagyis, hogy egy &ilitds mikor kdvetkerik ,logikai fiton™, &s mikor kovetkezik ,.a
valdsdgban™ mds &llitdsok egy rendszerébdl, pl. egy axidmarendszerbdl

1.8. Definicié:

Legyen I'CF(¥) ar & nyelv formuldinak egy halmaza
a} Az W{r", 1" tpush struktira modellfe M-nak, jelben
W=,

ha minden I’ minden ¢ clemére Y=o,
b) Legyen YEF(¥). Azt mondjuk, hogy ¥ a Mnak (szemantikai) kévetkez-
-ménye, ha I minden (7, 1" tipusti modelliében ¥ is igaz. JelGléshen

I, 0
A szintaktikus (nyelvtani) kovetkezmény fogalmét néhiny definicidval készit-
ik el6. .
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1.9, Definicié:

Ha k egy kifejerés és ¢ egy formula, akkor

ﬁ"xm{kl

az a formula, amit Ggy, kapunk, hogy hogy az x,, viltozd p-beli Ssszes szabad el
fordutdsai helyébe helyettesitiitk (befrjuk) & k kifejezést. Més szdval, a formuldk in-
duktiv felépfiését kivetve (primformulékra értelem szerint)

(10X, k] = e, [%]),
(Vi) [k] = (o, [V (¥, kD),

O

Azt mondjuk, hogy a ¢, [k] helyettesités megengedert, ha a helyettesftés sordn k
egyetlen szabad valtozdja sem valik lekotétté a ¢, [K] formuldban, valamely, a ¢
formulaban szerepi8 , hatdsa™ folytdn. £

Peldaul a
<P(x) = ”(3}’)(-‘? = & z > }’)”

formuldban nem megengedett a
@ly+1]

helyeitesités (hiszen a ,helyettesités™ wutdn a formula ¢ [y+11=,(3¥y+1=
=y&z>y)" lenne, ami nyilvdnvaléan hamis)! Azt mondjuk, hogy ¥ részfornuldja
o-nek, ha — szemléletesen ~— @ felirdséban o szerepel, egybefiigpfen. A preciz
definicidtd! (ami ismét a formuldk induktiv felépitése alapidn torténik) most el
tekintiink.,

Megszokott {(matematikai) k{vetkeztetéseink sordn az elfogadott I' axibma-
rendszer mellett még logikai ,,alapigazsigokat”, és a megengedett logikai kdvetkez-
tetési szabdlyokat is felhaszndljuk,

1.10. Definicié (Logikai axidmdk vagy tautolégidk, L pl. [3, 4.1

ay (e (dllivds axidma),

b) Ha k kifejezés és a @, (k] helyettesités megengedett, (m~<w), akkor

@, K] = (Hx,) 0(x,)  (helyettesités axioma),
¢} x,=x, (n<w) (egyenifség axioma),
&y fed, ned”, U(E) = n, tT(n) = m esetén
o =90 & & X =) = e (X Xy s XL ) = e (Wi oo Viy)
és az _ _
| (% = Vi & & Xp s = Vi) = B(Xpys ooy X)) & B(Wiys ooos Viaoy)

formuldk fidentitds axidmdk ). |
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Pontosabban a fenti formulék (axi6émak) minden szabad x;, y, véltozdjat
(Vx), (¥} kvantorokkal kell lezdrnunk. Tovabbd helyesebb lenne a fenti axid-
mékat axidmasémdknak nevezniink, hiszen a bennitk szerepld kifeiezések, reldcidk
és formuldk helvére a nyelv Gsszes lehetséges kifejezését, relécidibt, formuldfit be-
helyettesithetjiik, és az igy kapott végtelen sok axiémit kell tekinteniink.

L11. Definicié {A kovetkertetési szabdlyok, L pl. [3, 4.9] eliti):

Legyenek ¢, 4, 3 formuldk. Akkor

a) {ploV) (kiterjesztési szabdly},

b) {eVole) (Osszevondsi szabdly ),

¢} LoV SeVEV8)) (asszociativitdsi szabdly ),
&y {eVy, 1oV [levdgdsi szabdly),

¢) Ha x,, szabad véltozéia ¥-nek, akkor

(@ == P Ax, )0 =), (kvantorbevezetési szabdlyok). 0

A fenti szabélyok (zlg) alakt formula-pdrok (m, g€ F(¥)). Ezek tgy érten-
dék, hogy ha # {premissza) mér elfzdleg bizonyHott {vagy a feltételezett I' axiéma-
rendszer eleme), akkor ¢ (konkhiid) is kévetkezik. Mint kénnyen ldthatd, a logi-
kai axidmék és a kovetkeztetési szabélyok minden, az & nyelv tipusénak meg-
feleld A struktdrdn teljestilnek. Bér szerkezetiik nagyon egyszerf, mint nemsokira
1atni fogjuk (1.13. Tétel), mégis elegendSek: segitségiikkel a megszokott kévetkez-
tetések, érvelések mind elvégezhetfk,

1.32. Definfcié (Szintaktikai kdvetkezmény):

Legyen I' egy formulahalmaz, ¢ €s @, (j<m)} legyenek & tetszGleges formuldi
(m<=w). Azt mondiuk, hogy a

<¢j?j“m>_

formulasorozat ¢ egy bizonyltdsa a I’ axiomuarendszerben, ha ¢, ¢ & minden
J=m—1 esetén az alibbi négy feltétel koziil legaldbb az egyik igaz:

a) ¢; logikai axioma,

b) @&l

¢) van olyan k<j, hogy (gle;) kOvetkeztetési szabily,

d) van olyan Kk, n<j, hogy (@i, ¢,l¢;) kOvetkeztetési szabdly,

Azt mondjuk, hogy ¢ bizonyithaté I'-bdl, ha van bizonyitdsa I'-bol JelBlése:

I g, 3

Megemlitjiik, hogy a matematika eddig megszokott érvelései is a fenti defini-
¢id szellemében készithek, legfeliebb nem ennyire aprolékosan, Pontosabban, Hilbert
és még jonéhdny matematikus a halmazelmélet, a geometria, stb. legtdbb tételérst
sokéves munkaval megmutatta, hogy valdban levezethet8k a halmazelmélet, il a
geometria axiémarendszerébdl, csupan a fenti szabdlyok alkalmazdsdval,
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A tovibbiakban szdmunkra lénveges lesz a kOvetkezmény szintaktikai &s sze-
mantikai fogalmadnak kapesolata, Nagyon egyszerfien beldthatd, hogy ha [i-¢,
akkor ['k=¢, tehdt ha o (szintaktikai) tétel a I axidmarendszerben, akkor igaz is
I'-ban. {(Vagyis, ha ¢ levezethet§ I-b6l a szabdlyok betartdsdval, akkor igaz is I
minden modelliében.) Ennek megforditsa is teljesiil, tehét az igaz dllitdsokat be is
ichet bizonyitani:

1.13. Tétel (Gidel teljességi tétele, 1930) (I3, 4.9):
Ha I' axiémarendszer (azaz fonnuiakafmaz) ey ¢ egy formula, akkor '
akkor és csak akkor, ha I'i-o. |

A tétel szerint tehét, ha I' minden haimazmodeiljében ¢ igaz (azaz I'=g),
akkor talalhatd o-nek I-bol egy formalis bizonyitdsa is, Ez talin meggy8zi azokat,
akik kételkednek a levezetési szabédlyok ,,erf0sségében”. No persze, mindennapi ma-
tematikai érveléseinket nem bontjuk le az 1.101.12. pontokban leirt elemi lépé-
sekre, de az Olvasé ethiheti (vagy utédnajirhat), hogy ez mindig megtehetd.

1.14. Megjegyzés:

Pefinfcid szerint I'k=g azt jelenti, hogy I minden ¥ modelljtben ¢ is igaz,
azaz Yk, ha Wi=I Ennél gyengébb 4llitds ar, hogy van I'nak egy olyan mo-
dellje, melyben ¢ igaz, ezt ugy is mondjdk, hogy g @ dllitds I'val konzisztens, Godel
fenti tétele szerint ez ekvivalens azzal, hogy 't~ 7@, azaz ¢ biztosan nem céfol-
haté F-ban. Ha colyan IMmodell is van, amelyben "¢ igaz, azaz "¢ is konzisztens
I-val, akkor ¢ sem bizonyithatd I'-ban, Hyenkor azt mondiuk, hogy @ fliggetlen a
I" axidmarendszerté&l [}

A kovetkezBkben felsorolunk néhény modellelméleti alapfogalmat.

1.15, Definicié [19, 5.2]:

Le Xk U=={A4, €8, (ri: ncd B=(B, €8, (rBines
{, 'r”)gz;?xiustmkiﬁré% HEET) ik ”)}es ( e £e8, i ”»

a) U részstruktiirdia B-nek, jelben USWB, ha AC B és L€, n6d” esetén
= fE Y04, rf = POYWR,
b} Legyen UEB. Az U elemi része Bonek, jelben
%« B,
ha tetszB8leges ¢ formuléra és d¢®4 kiériékelésre
U b= @ld] « B k= @ld]

c) Az ¥, B struktdrak elemien ekvivalensek, ha barmely zdrt @< F(¥) for-
muléra
e g > B = g
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Jele: .
A ~ B,

d) Az ¥ & B struktdra izomorf, ha van olyan
h: A+ B
bijekci6, hogy barmely £64, ncd” &s d€®4 esetén
h{f @y -ors 8u-2)) = P (B(o), .. h(8y-1))
7@y, «oos By) & 17 (B(8g), ..., B(Gy 1))
{feltettiik, hogy *'(&)==n, t"(n)=m). Jelblése:

&5

A= B |

Megjegyezziik, hogy ¢)-ben elég zart formuldkra szoritkozaunk, hiszen W=t
éppen a
U = (VX VXD, o (V0 )0

formula segitségével definidltuk, ahol x,,, %y, ..., x;, €ppen ¢ szabad vdltozdi.

Nem minden részstruktira elemi részmodell. A kiértékelési eljdrdst dtgondolva
viidgos, hogy az elemi rész{modell) tulajdonsdg a kovetkez8t jelenti: barmely
{Ax, e} alakd formuldhoz, ha van olyan 6€8B, amelyre B = ggld(a,ld)], akkor
van olyan o'€4 is, hogy Ui ggld{aia)]. Nyilvinvaléan (w, <} tetsz8leges
{véges) kezddszelete részstruktirdja (w, < )nek, de pem elemi része. {Véges strukti-
rékat izomorfia erejéig egyértelmiien le lehet irni formuidkkatl.)

A definiciokbsl kdzvetlentil ugyan nem kévetkezik, de kbnnyen beldthatd, hogy
izomorf modellek elemien ekvivalensek is, Hogy az elemi ekvivalencia gyengébb az
izomorfidndl, az a

Q <)~R, <) & Q =)xR, <)

példabol Mthatd. Ennél tobb is igaz: birmely két sfiriin rendezett halmaz elemien
ekvivalens, §6t. pl. R és QXew, (Q-t w;-szer egymés utdn téve, ahol w, & legki-
sebb, nem megszamldihaté rendszdm) oly sfirfin rendezett halmazok, melyek egyike
sem elemien ekvivalens a mdsik egyetlen részhalmazdval sem! Azomban az elemi
részb8l kovetkezik az elemi ekvivalencia. Ennek beldtdsdhoz mindéssze elegendd
az elemi rész definicidiat zdrt formuldkra végigondolni.

Mint a beveret@ben mdr emlitettiik, formuldkkal definidll objektumokkal kiva-
nunk foglalkozni. Ebhez azonban meg kell vizsgélnunk, hogy kiildnbbz8 modelick-
ben a formuldk mennyire viselkednek mésként. Az alkalmazott mddszer (forszolds)
elemi részmodelleket haszndl, s6t an. standard (tranzitiv megszémidlhatd, 1. a ki-
vetkezd definiciéban) modelleket haszndl, Brre azért van szitkség, mert tetszSleges
H<B részmodeliek esetén U & B, ezek elemeinek, illetve az alaphalmazok elemei
clemeinek kapcsolatirdl semmit sem tudunk: példdul xcac A esetén acB ugyan,
de x nem feltétleniil eleme H-nek. (Ne felejtsiik ef, hogy mi a halmazelmélet nyelvée
akariuk haszndlni, ami mindbssze két relacidjelet tartalmar: = és €))

Az alébbi definicidban szitkségiink lesz a kiilonbdzd modellekben érvényes
oleme” reldcié megfelelSjére, Mivel mi halmazokkal, halmazmodellekkel foglatko-
zunk, amelynek elemei is halmazok, rendelkezésiinkre 4l egy (természetes, az dn,
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.vildgbeli”) ,eleme” relécis, amelyet a tovdbbiakban €V vagy €-vel jelsliink. Ha
pedig egy W={4, E, ...) struktdirdban dolgozunk, rendszerint E jcloli az A4 elemei
kozott értelmezett, ®-beli ,eleme” reldciét, melyre idénként az €4 vagy €¥ jelet
haszndlink,

1.16. Definicié (L pl. [4,§ 1 és 0.3)):

{a} Bgy struktara megszdmldlhato, ha alaphaimaza megszamldlhato.

(b) Bgy %=(4, K, ...} struktira tranzitiv, ha tetsz8leges a€ 4 & x£a esetén
xt 4. (Azar ac A)

(¢} Az U={4, E, ...) struktira €-modell, ha tetsz8leges a, bW esetén
W a6k’ akkor és ¢sak akkor, ha ach,

(Azaz E=¢ 1(AXA4).)

{Q) A ¢ F(F) formula felfelé abszoliit, ha tetszlleges tranzitiv €-modell ese-
tén Wi=@-bSl ¥'+= @ kOvetkezik; lefelé abszolit, ha ¥ k= @-b6l WUi=g kivetkezik;
és abszolit, ha =g & Y=o ckvivalensek,

{e) Tetszleges I" elmélet (formulahalmaz) esetén ¢ I-abszeltit, ha (d)-ben csak
I modelijeire szoritkozunk, azaz UE=T, B=T &5 ¢ helyett B 4l 0

Megjegyezziik, hogy {(¢)-ben ¥'=(V, €) helyett tetsz8leges B2 tranzitiv
strokiardt is irhattunk volna,

(d) s fe)-ben jelzett ¥V az Gn. ,vidgmodell’, az Gsszes halmaz osztdlya. (L. az
1.5. Definfcié eltt.) Igy ¥ =¢ helyett nyugodtan irhatunk egyszerfien o-t. (Mint
példdal ¥'=ach helyett eddig is csak ach-t frtunk.)

Jelstie ZFC a haimazelmélet Zermelo—Fraenkel-féle {standard) axiémarend-
szerét a kivalasztdsi axidmaval egyiitt (AC=Axiom of Choice}. (L. pi. {81, [9}, {10},
[12], {14}, [16], [19}-ben.) )

A leszdllo Lowenheim—Skolem-tétel {1.23. Tétel) szerint, ha ZFC-nek van mo-
delije, akkor megszamldlhatd modellje is van, Tovdbbd Mostowski (1. 1.19. Tétel)
szerint a (kiviiir6l nézve) jolfundalt modeliek izomorfak egy tranzitiv modellel,
(A jéifundilt modellek fogalmét az 1.18. Definicidban ismertetjiik.} Vegyitk észre
azonban, hogy mindezekblt nem kovetkezik, egy ZFC-modell léteréséb8l sem,
hogy ZFC-nek lenne megszémialhatéd tranzitiv (On. standard) modelije!

A kivetkezd definfcidban azt irjuk le, hogy mely objektumokat, tulajdonsigo-
kat, sth, tudank formuldkkal egyériclmfien definidlni. Erre t8bbek kdz6tt a , konst-
ruathatdsag” leirdsdndl lesz szitkségiink.

- L17. Definicié {19, 4.6}:
Legyen L= ', 1"y tetsz8leges nyelv, I'c F(%) formulahalmaz és 9 tet-

sz8leges (', ") tipust struktdra.

2) A ¢ formula egyérielmilen definidl I-ban (vagy miés szavakkal I" felett) egy
elemet {objektumot, konstanst, stb.}, ha .

- {(3x)9(x} & (vVxViex) & ¢(y)=x=y]



Erre a rdvidebb
I {(Jixyex)
jelélést szoktuk haszndlni.
b} Ha & fent definialt clemnek az % nyelvben van neve, a ¢ konstans {vagy
konzervatfv bévitéssel adiuk az & nyelvhez — 1. pl. [9]-ben), akkor et @ egyériel-
miien definidlja I' felett, ha

I~ {3ix)etx) & ple)
¢) A @ formula I“ban egyértelmiien definid! egy fiiggvényt (operdcidt), ha
(%) L b (V) {9 % (3 I @ (xgs oy ¥poz, M)

d} Ha a fent definidlt figgvénynek (operdciénak) az % nyelvben van neve,
Je& (vagy konzervativ blvitéssel keriil #-be), akkor fet o I'-ban egyértelmiien
definidija, ha (») mellett még az alibbi is teljesiil:

[ b (Y50 (VX ) (VDY@ (X5 o os Xpts V) @ 3 = [y o0y X))

e} A ¢ formula ban (egyértelmiien) definidlja a nyelv R reldcidjdt (tulajdon-
sAgdt), ha
I b (V) (VX D@ (Xps oos Xy ) 4 R(Xgs vy Xung)]e

i) A o formula egyérielmilen definidlia U felett a cc 4 konstanst (az f: "4 -4,
JeU fagevényt, vagy az R4, R¢WY relacior), ha a fenti a)—e) pontokban I+
helyett , =" irhato, .

g) Egy elem, fliggvény vagy reldcid Mabszolit, ha az 6t definidld formula abszo-
I a I' axiémarcndszer tetszdleges struktirdia felett. 0

Az egy szabad véltozoval rendelkezd formuldkat gy is tekinthetjiik, hogy bizo-
nyos tulgidonsdgii elemeket irnak le az % nyelven. Azaz ¢ egyvaltozds R reldciét
definidl I-ban (F felett) — akér benne van R az % nyelvben, akdr nem. Az R (kon-
zervativ) bOvitéssel keriilt #be, ba R4 F &

8 1 (V) {x) « R(x)).
Ekkor, adott ¥ struktira esetén _
R¥:= {fcd: Uk o(X)}).

Ez (4-t kiviilr81 nézve) nyilvan 4 egy részhalmaza, mely azonban nem feltétienii eleme
A-pak (A-4 ismét kiviihrd] nézve). 4 elemeirdl (amik természetesen az ditalunk meg-
srokott, ,.kiils8” cleme reldcid szerint elemei 4-nak) tudunk beszéini 4-ban, s8t
azokat nevezzilk 4-ban halmazokpak. fgy R nem feltétlentl halmaz A4-ban, de
mindenesetre osztdly d-ban, hiszen formuldval definidlt {az osztdlyok részletesebb
leirdsét L pl [9], [10)-ben). Mindezek alapjin kOnnyen definidlhatndnk epy osz-
tdly/tulajdonsag abszolitsdgit,

Adott I'c F(£) elmélet (formulahalmayr, axiémarendszer) esetén a ,,I' felett
abszolit”, ,,Iban abszolit” clnevezések helyett a révidebb ,,[-abszolt™ kifejezést
haszadljuk. Ha ¢ egy tetszfleges formula és U egy struktira, ¢-nek ¥-beli igazsig-
értékét, vagy az altala definiglt obiektumot dltaldban o%-val jeldljitk,

Mint littuk, tranzitiv ZFC-mmodeliek letezése kortilbelil olyan erfs plusz fel-
tételerés, mint hogy ZFC-nek létezik modellje, Azonban, ha 1.16, (d}-ben tetsz8le-
ges modellekre kivinjuk meg a feltéte]l teliesiilését, akkor A. Tarski egy tétele sze-
rint csak az univerzdlis (V) kvantorokat tartalmaezd formuldk elégitik ki, iletve a
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velitk I' szerint ekvivalens formuldk. (Ket formunia I' szerint ekvivaléms, ha

T-(pey))
Vegyiik észre, hogy ha ¢ egyériclmiien deﬁmé.lja az R tulajdonsdgot, és ¢
abszolit, akkor tetsz8leges e={4, ...) tranzitiv modellre

= R A.

Léssunk most néhdny ZFC-abszolit konstanst, operdeidt, illetve tuiajdonsé~
got, melyekre a kés8bbiekben szitkséglink lesz,

y=Ux (x elemeinek unidia),
z=x(y, z=xUy, z={xy} z={x,y (rendezett pdr),

z=x Xy (Descartes-szorzat), ., f Tiggvény”, ,, f injektiv”, z==Dom{f), z=Ran(/},
o f bijekcid”, ,.x tranzitiv halmaz”, @ (iires halmaz);
— @ (a természetes szamok balmaza) — hiszen legyen

W(2) = 6z & (Y)xez=xU{x}ez",

9(2) =¥ (2) & (VXY (x) = 2& x)”

&5 kOnnyen Hthatéan ¢ egyérteimifen definidlja w-t (1. még a 3, fejezetben adott @,
formulat):

- s (2 repdszamok osztdlya, 1. [9}, [10}-ben), mert: o€ 0x» (« rendszém), ha az
(o, €} struktlira tranzitiv és jolrendezett — hiszen

majd

@{x) = ,(x, €) linedris rendezés

&(13NLS o-x fuggvény & (Vi< o) fi+DefO]”

és u€ O (azar o rendszdm) ekvivalens @(o)val.

Tovibbé minden 4, formula {csak korldtos kvantorokat, vagyis (V x€d), ( 3x€q)
alaki kvantorokat tartalmazd formmldk, ahol a paraméter, vagy x-181 kitlonbézs val-
toz6) szintén abszoltt. (L. pl. [4], [9], {10}, [12] vagy [14)-ben). Az elSbb emlitert
tulajdonségok és elemek mind lefrhaték 4, formuldkkal, (L. még a 3.5. Alitds
el6tt lefrt Allitdst, és a Levy-hierarchia definicididt 4.16-ban.)

A tovibbiakban egy modellt, ha nem okozunk vele f€lreértést, ugyanarzal a
betdivel jelbljik, mint az alaphalmazat, pl. 4-t irunk U helyett. Ha egy ¢ formula
egyértelmiien defindl egy obijektumot, mondjuk a valds szamok halmazit, akkoraz %
modeliben igy meghatdrozott elemet R¥-val vagy R4-val jelsljiik : ez killénbdz8 model-
lekben més és més lehet! Tovabba tetszéleges ¥ formula igazsdgériéke fiigg a mo-
delltSl, a o U-beli igazsdpérickét ¢Y¥®val jelslik. Ha N, M két modell, akkor
»N-ben gondolkodni™ annyit jelent, hogy a formulék, ill, konstansok N-beli kiér-
{ékelésére gondohmk, A 3, és 4. részben, sokszor fogunk egyik modelibSt a mé4-
sikba ,,ugrilni”. (Pontosabban: csak megszamlflthaté tranzitiv ZFC-modelicket
haszndlunk.)

A mi vildgunkban, V-ben van egy €V relicié halmazok és elemeik kozitt. Ha
azonban U={4, €¥) egy olyan struktlra, melynek tipusa megegyezik a halmaz-
elmélet nyelvének tipusdval, akkor a modellbeli €¥ reldcid nem feltétlend]l esik
egybe az W modell 4 alaphalmaza elemei kozbtti ,,valddi” €7 relécidval. Szdmunkra
azonban hasznosak lesznek a ,,j6” modellek is, a lehetd legjobban hasonlitanak ¥-re,
és részmodelljeik is hasoniftanak (2 benniik definidlhaté objektumokat tekintve) az
eredeti modelire.
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1.18. Definicié [4]:

Legyen az % struktira tip{lsa ugyanaz, mint & halmazelmélet nyelvének tipusa.
Akkor az U=={(4, E) struktira jolfunddlt, ha E kétviltozds relécié 4-n €s nincs
olyan d€“A4, melyre minden ncw esetén We=,aq,,. Fa,” teliesilne. (!

Vegyiik észre, hogy # legttbbszir nem cleme 4-nak. Ennek megfelelSen beszél-
hetiink ,,beliilré]” (csak A-beli sorozat letezését tiltandnk meg) ¢és ,kiviilrsl” (ez
er8sebb feltétel) jolfundalt strukttrdkrél, Ha csak jélfundédltat emlitiink, kiviilrSi
j6lfundiit struktirdkra gondolunk,

Nevezetes a kdvetkez§

1.19, Tétel (Mostowski in. ,suvaszfdsi” tétele, L pl. (2], [14])::
Minden jolfunddit c-modell izomorf egy tranzitiv modellel. 1

1,20, Megiegyzés:

A hatvianyhalmaz - operécid nem abszolat. (Nyilvén z=P(x} pontosan
akkor, ha ¢(x, z), ahol

P, ) = Wy (¥ € x « yE2)”

és tetsz8leges UEGW  tranzitly ¢-modellek esetén  PY{(x)=PR(x}NA minden
x€ 4ra) S6t, hapl. a4, ..., 4,, ... clemei 4-nak, az {a,: n€w) sorozat (mint egy
w—+A figgvény) nem feltétleniil eleme 4-nak. Hiszen, ha pl. 40w egy kiviledl
nézve) megsrémiithaté ZFC.modell (I kés8bb a lbwenheim-—Skolem-tételeket),
akkor nyilvdn van olyan természetes szdmokbdl 4ll6 sorozat, ami nincs A-ban,
hiszen ®A4 nagvobb szémossdgd, mint 4. Vagyis a jolfundiltsdgot nem elég , beliil-
I definidini (tchat csak aron d¢®A4 sorozatokra szoritkozni, amik magak is
A-ban vannak}, 0

1.21, Definicid:

a) A I axibmarendszer ellentmonddstalan, ha nincs olyan ¢ formula, hogy
F—9 & [Te.
b} I' konzisztens, ha van modellie, azaz olyan struktira, hogy

A b= T,
¢} Legyen H tetszbleges halmaz és jeldlje
oB5p il > H
a H clemeibll képezhetl Osszes véges vagy végtelen, illetve az {sszes véges soroza-
tok halmazait, [

A kivetkez$ tételben néhiny fontos modellelméleti eredményt gyfijtdttiink egy
csckorba,
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1.22, Tétel 3, 4.2], [19, 5.3}

@) Ha FCF{¥), oc F(¥) és =g, akkor van olyan I"GI véges axidma-
rendszer, hogy =@,
b} I’ ellentmonddstalan pontosan akkor, ha konyisztens.

¢} {Gidel kompaktsdgi tétele):

Ha I' minden véges részének van modelije, akkor I'-nak magdnak is van modellje.
d} I pontosan akkor ellentmonddstalan, ha minden véges része ellentmondds-
talan.

¢} (Felszallé Liwenheim—>3Skolem-tétel):

Ha minden n€w-ra van I'nak z=n elemil modellje, (azaz olyan ¥, hogy Wi=TI
és 1Adjmn), akkor van tetszblegesen nagy szdmossdgt modelije is. 3

Megjegyezzilk, hogy b) kdnnyen levezetheté Godel 1.13. teljességi tételébdl,

a) lényege az, hogy I' akdrmekkora axidmarendszer, egy tetszdleges o allitds
bizonyitdsdhoz I'nak legfeljebb véges sok elemét haszndljuk fel (hiszen bizonyitd-
sunk is véges sok 1épésbdl 411, s minden 1épésben legfeljebb kett§ axidmdt hasznél-
hatunk fel 7'-bol).

Amennyiben az # nyelv nem megszamlathato (sok fiiggvény-, konstans-, relé-
cié-, tulajdonsdgielet tartalmaz), akkor az e}-ben dflitott modellr8] csak annyit ta-
dunk biztosan mondani, hogy szdmosséga akdrmilyen nagy, de legaldbb annyi, mint
¥ szémosséga.

Bizonyitsuk be most e}-t ¢}-bdl, hogy megismerjiik a nyelv konstansokkal vald b6-
vitésének mddszerét. Legyen x tetszflepes szdmossdg és az & nyelvhez vegyimk
hozzd » darab O-valtozds fiiggvényt (azaz konstanst), legyenek ezek ¢, (yEx).
Alljon I, az dsszes "He,=¢5) alakd formuldbdl, ahol ys¢d, y, d€x. Akkor a
FUrn rendszer véges részeinek van modellje, igy ¢) szerint van olyan W, hogy
W= FUF, akkor viszont (4] !

(A bivitésrél kdnnyen beldthatd, hogy konzervativ™: durvan szdliva nincsenek
Hlenyegében” 6 forronldk és nem lehet G formuldkat bizonyitani (. pl. {91 Fiiggelé-
két).) igy pl. a természetes szdmoknak nincs olyan axidmarendszere, amit csak
megszamidlhato struktirdk reprezentdlhatnak,

Az e} tétel | paria” a kivetkezd

1.23, Tétel (Leszdld Liwenheim-—Skolem-titel {19, 5.3)):

Hu » végtelen szdmossdg, T-nak van x szdmossdgd modellje és ha i=x is vég-
telen szdmossdg (és X legfeljebb A szdmossdgit}, akkor I'-nak van A szdmossdgi
modellje is. 0

Példdul, ha epy (véges vagy legfeljebb megszdmldibatdan végtelen) axidma-
rendszer ellentmonddstalan (azaz modeliezhet8), s6t végtelen modellje is van, akkor
legfeliebb megszdmidlhatdan végtelen modellje is van, Més kérdés, hogy egy ilyen
modellben ,,beliilrél” 4dltaléban nem tudjuk az Osszes etemet felsorolni, egy ilven
sorozat nem ¢leme a modelinek.,

Végiil emlitsitk meg a konstrudlhatdsdg fogalmét, Nagyon durvan szélva egy
halmaz akkor konstruithatd, ha formuléval leirhats. (Pontosabban, ez egybeesik a

* 267



definidthatésdg 1.17-ben lefrt definfcidjaval. A konstrudlhatd halmazok fogalmét
nemsokdra pontosabban fogjuk definidini) Ismeretes, hogy ha ZFC-nek van mo-
dellje, akkor olvan modellje is van, melyben minden halmaz a modellen belill konst-
rudlhatd (1. 1.28. Tétel). Mésrészt az ilyen modelinek megvan az a kiildnleges tulaj-
donséga, hogy az alaphalmaz dsszes eleme formuléval 101 rendezhetS. Emiatt példaul
a2 kivdlasztdsi axidma alkalmazdsa barmely bizonyitisban konstrokifvva (formulé-
val definidlhatéva) valik, mert minden haimazbd! a legkisebb elemet kivdlasztivk.
Ennck a tulajdonsdgnak dolgozatunk tovdbbi részében szevepe lesz. Hiszen, mint
tudjuk, a kivalaszidsi axidma segitségével tetszGleges Banach-téren definidlhatd egy
nem folytonos linedris funkciondl. A fentick alapjdn ez & konstrudlhatdésidgi axidma
(an. ,,V==1L"} teliesillése eseién koastruktiv, azaz formuléval definidlhatd. Mivel
L-ben (ez egy osztalymodell) igaz V=L; &s igy az I modellben a fentiek alapjdn
igaz a kivetkezd: Létezik formulival definidthatd végtelen dimenzids Banach-1ér
€8 rajta egy formulaval definidibaté linedris funkciondl, amely nem folytonos.

Vagyis, a bevezetésben vézolt fn. ,,Banach-elv” mér rdgtén nem igaz. igy,
az 1.14, Megjegyzés alapjan mdr csak abban reménykedhetiink, hogy a ,.Banach-
elv” ZFC-vel konzisziens, azaz ZFC valamely modelliében igaz. Ezt Ajtai Miklés
kutatdsainak fethasrndldsdval a kOvetkezG fejeretben mutatjuk meg. {(Vagyis vég
eredményben a Banach-elv {iiggetien a ZFC axidmarendszert&l.)

Most azonban lassuk az L modellt ({19, 9.6])

A konstrudlhatdsdg egzakt lefrdsdhoz elérebocsétunk egy jelolést. Bzentil On
jeloli a rendszamok osztdlydt. (A rendszémoksdl bSvebben {97 és {10]-ben olvasha-
tunk. Pl o részhalmaza, sOt kezdOszelete Oa-nak.) Ami szdmunkra iényeges: x¢0a
leirhatéd 4, formuldval,

A konstrudihatd halmarok osztdlydt lepegyszertibben transzfinit indukcibval (a
teljes indukeid dltaldnositasa, 1. pl. [9] vagy [101-ben) kaphatjuk meg: kiindulunk az
@ halmazbdl és az a-dik 1épésben (€ @) konstrudijuk meg L -t, az o-dik szintet,
az eddig mdér ,.elkészitett” halmazok felbaszndlisdval. Ehhez pontosan meg kell
mondanunk: hogyvan haszndljuk fel egy halmaz elemeit djabb halmazok definidl4-
séra, (A halmazelmélet nyelvét haszndljuk, é fpy tdbbek kdz6tt minden Altalunk
haszndlt objektum: elem, konstans, fiiggvény, reldcié nem egyéb, mint ~ halmaz.)

1.24. Definicio:

a} Adott X halmaz és & nyelv esetén &y az ¥ nyelv blvitése a ¢, konstans-
jelekkel, {x€X).

b} Az X halmazbdl egy b halmaz konstrudthatd, ha van olyan @€ F(¥%) egy-
viltozés formula, amelyre

b= {xcX: (X, €)= p(x)}.

¢) Def (4):=={b:b definidlhaté A4 valamely elemébdl}. [

Itt {X, €} az X alaphalmazbol és az dltalunk haszndlt ,természetes”, ,,vilig-
beli” € eleme reliciébdl 4116 struktirit ieldh,
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125, Definicid:

Az L halmarokat {«€8x) a kovetkezésképpen definidljuk:
a) Ly=0.
b) Ha a=f+1 rékdvetkezd rendszém, akkor legyen
Lyi= Def(LU{Lg}).
¢y Ha 2 limeszrendszdm, akkor legyen
Ly 1) L.

f=a
d) A konstrudlhatd halmazok &sszessége: L= |} L,. 0
ai i,

A definicié alapjdn kénnyen beldthatd, hogy [, minden o rendszémra halmaz,
mig L osztdly, mivel x¢ L formuldval leirhatd, s6t ez a formula 4,, és igy abszohit,
Tovibbi

o LULYS L SLEL

minden a-<<fc@n esetén; L, mindig tranzitiv halmaz, és igy L tranzitiv osztély;
valamint LNe=L No=o minden «€Ox rendszdmra; é végiil dncC L.

1.26, Definicié:

A .
{(vx) x¢€L

formuldt konstrudlhatdsdgi axidmdnak nevezziik, Elterjedtebb szimbolikus jelolés-
modia: _
V = L. [

Ismertek a kévetkezd eredmények:

L27, Tétel (Godel, 1940):

L-ben teljesitinek ZFC axidmdi és a konstrudlthatdsdgi axioma (V=FL). £

Nemt mondhatjuk, hogy L modell, mert nem halmaz, ellenben osztdlymodell.
Ez mésodik példdnk osztdlymodellre, hiszen LGV,

Eddigi jelsléseinkkel Osszhangban, ha M tranzitiv ZFC-modell, L¥ jeldli az
M-ben konstrudthaté halmazok osztilydt. (Azaz L egész fenti definiciGiat, amely
formuléval lefrhaté, M-ben végezziik, és a kapott halmazok Osszességét jeldliiik
LM-cl} L™ M-ben beliilrSl nézve nem halmaz, azonban oszidly, hiszen (abszolft)
formuldval definidthats, Az M-modellt kiviilr6l nézve LM azonban halmaz, hiszen
M maga halmaz. Vegyiik észre: ha W halmazmeodell és ¢ formula, akkor az ,, % F0”,
azaz ,, ¥ modellie g-nek” ,,1eldcié” (a halmazmodellek osztdlya és a formuldk hal-
maza kozdtt) is leirhatd formuldval, és értéke flige attdél a modelltSl, amelyben kis
ériékeljiik. Igy van értelme az (Wi=¢)¥, vagy més széval az M=(Uk=o) 4l
thsoknak.
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1.28. Tétel:

Legyen M tranzitiv ¢-ZFC-modell. Ekkor
a) IMpe TEC & V= L7,
b) IM o LOM = Ly, ahol a(M) = MO\0a. O

a) értelmében az LY modellben is teljesiil a konstrudlhatéségi axidma (V=1),
azaz minden halmazt formuldval lehet definidlni. (L™ halmazmodell, hiszen L¥GM
és M halmarmodell volt.} Konnyen Hthatéan tetszleges M modellnek tartalmaznia
kell a formuldkkal definidlhatd halmazokat, azaz L¥C M minden modellre. (,,Ami-
r6l tudok beszélni, az létezik.”) Konstrudlhatdsdgi axidménk azt mondja, hogy
m#s halmaz pincs is, azar minden halmaz definidlhatd formuldval (,,Amir8l nem
tudok beszélni, az nincs.”). Modellekre ¢zt az LM=M egyenlGsépgel irhatjuk le,
ha M=L vagy M=M%Y, azaz pl. LY=[L. Vagyis, ha L-ben fijra definidljuk a
konstrudlhaté halmazok oszidlydt, akkor visszakapjuk az eredeti L osztélyt. A fenti
gondolatmenecttel bizonyitjuk be az Li=(V=1}) é LM¥pm(V=1L) tételeket,

Az 1.28, Tétel (b) észe kovetkezik (nem egykOnnyen) az ,,x konstrudlhatd”
{azaz x<I1) formula abszoliitsdgdbdl. A mésik egyenlfség mindbssze azt a {szem-
Jeletesen érthetd) tényt fejez ki, hogy az M-beli § rendszdmokra LY, L-nek f-dik
s2intiébsSl M-be esd része M-ben van. {,,Ami M-be beleféme, vagyis benne kellene,
hogy legyen, az benne is van.”) Megiegyerzzitk, hogy B-<ofM}) mert a{M¥ M, csak
a(M)c M. Ez utdbbi kivetkezik a rendszdmok abszolfitsdgdbdl (és gy pl. Onc L),
A fentiekb8l az Olvasé mdr bizonyéra rdjdtt; hogy L, ill. LM a lehet8 legkisebb
modell.

129, Tétel:

Van egy olyan elsérendti @ formula, amely V=L esetén gz univerzumot (minden

halmazt) jol rendezi, azaz az
def
x <y @(x ¥) & (x )
Jeldlés mellett igaz a kdvetkezd:
ZFC - V¥V = L={YxHV¥ ¥ [x <ppVy < xVy=1x] & ¥, =)

Jol funddit teljes rendezés™. £

A fenti téte! segitségével a kivdlaszidsi axibéma erdsebb vidltozata igazothatd:
az Un. kivélasztési fitggvény konstruktiv, azaz formuldval definidlhatd, és igy min-
den, a kivilasztdsi axiomiét {&s mds formuldval definidlhatd eszkdzdket) haszndls
konstrukcié konstruktfy, azaz formuldval definidlhatd! Bz pedig mint emlitettitk,
specidlisan a Banach-elvre is ad egy konstruktiv elfenpélddt, L-ben.

A kivetkezd fejezetekben olyan modelleket keresiink, amelyekben a Banach-
¢lvre bizonyithatdan nincs konstruktiv ellenpéida.

2. Definidlhaté Banach-terek

Ebben a részben ismertetiitk Ajtai Mikids {1}, 12)-ben megielent néhdny ered-
ményét €s néhdny olyan segédaliitist bironyftunk be, amélyek lchetdvé teszik ezen
eredmények alkalmazdsdt. A kovetkezS, 3. részben pedig megadiuk az analizis egy

270



{ételének logikai Gton vald bizonyitdsdt, amely sémaként szolgdlhat hasonld analfzis-
tételek belétdsdhoz. :

) A kbvetkez8 két fejezetben szokdsos moden bizonyitunk, valamint az analfzis
¢ néhdny fogalmét irjuk le részletesen {elsGrendfl) formuldk segitségével. Az utolsd
fejezetben elsGsorban kilidnbsz8 modelleket vizsgdlunk meg (hiszen ez a forszolds
alapvetd moddszere).-

Elfrebocsdtunk néhdny definicidt. Legyen T egy valds szdmitest feletti vek-
tortér, '

A
T -R
leképerést pszeudonormdnak neverzitk, ha
a) x| =0 & ix] =0« x=0 (¥x£T),
b) ldxl = ix] (VxeT)(VACR, [ = 1),
¢) x4y = x4yl (Vx, y€7);
Jélnormdnak (vagy Minkowski-funkciondinak) nevezziik, ha
a’) _ x| =0 (Vx€T),
b} |Ax} = || x| (VAER)(Vx€T),
és a fenti ¢} teljegiil,
Az
F:T-R
leképezést raciondlis konvex funkciondinak {vagy ractondlis félnormdnak) neverziik, ha
a”) F(x) =0 (Vx€T),
") F(rx) = [riF(x) (Yx€TYHVreQ),
c") Fx+y)= F(x)+F(yy (Vx, yeT) {(konvexités). 0

firvényes a kivetkezd tétel:

2.1. Tétel (Ajtai Mikloés [1], [2D:

Legyen M a ZFC egy megszdmldlhatd tranzitiv modellje, Akkor Iétezik egy
N2 M tranzitiv ZFC modell a kdvetkezd tulajdonsdgokkal. Legyen (T,1.1)E€N egy
teljes psreudonormdval elldtort valds vektortér, FEN egy raciondlis konvex funk-
clondl T-n és c€ M. Ha van olyan ${(x, y, 2} formula, melyre fenndll

N (Vx, ey, Qe ="1L) & y=F),
akkor _
N g F folytonos Ten”, |

(A szitkséges halmazelméleti fogalmakat az €l6z8 részben definidltuk.)

A tétel bizonyitdsabol (1. [1] vagy {2]) kitlinik, hogy .| félnorma esetén is igaz
marad a tétel allitdsa,

A tétel tehdt azt dllitja, hogy minden M modelinek van egy N bévitdse, amely-
ben barmely formuldval definidlt (7, |.|) Banach-téren barmely formuldval definidlt
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F funkcidénél folytonos, Eszerint , konkrét™ tereken , konkrétan” megadott funkcio-
nél folytonossdgdt ZFC-ben nem lehet megedfolni. (Masfeld] viszont bizonyitani
sem lehet ebben az dltaldnos alakjdban, mint erre utaltunk az eldz8 részben. Ha pl
teljesiil & konstrudthatésded axidéma, masképpen V=1L, akkor 1étezik az dsszes hal-
maznak egy formuldval definialt jélrendezése, és igy a kivAlasztdsi axidéma is ,.konst-
ruktivvad” vilik, tehat formuldval definidlhatd egy végtelen dimenzids Banach-tér
¢s azon egy nem folytonos linedris funkciondl.}

A 4, részhen megadjuk & tétel egy lehetséges AHaldnositdsdt pem metrizdlhatd
terekre (4.21, Tétel).

2.2, Kivetkermény:

Legvenek ., @, ¥ olyan formuldk, melvek a ¢y, ¢,, d paraméterekbsl egvértel-
mitien definidlidk a (By, §.4,) és (By, 1.1:) Banach-tereker és kiztitk egy L linedris
operdtort.

Legyen
N 0B & 0u(BD) & y(LY)

valamilyen BY, BY, L¥¢N-re (N az eldzd tételben szerepld modell). Akkor

Ng L7 BY » BY folytonos”.
BIZONYITAS:

Végig az N modellben dolgozunk, araz, minden objektumot, definfcidt és k-
vetkeztetést N-ben értiink. Az

F: 2 | LYY
leképerzés egy raciondlis konvex funkcion&l Bf-en és persze formuldval definial-
hatd, igy a 2.1. Tétel alapjdn N-ben folytonos. Akkor pedig L konvexitdsa értel-

mében
Xy = X & [0, X]T = 0 = F(x,~x) — 0« JL¥ (x, 03 3

Tekintstink egy olyan ¢ formulét, amelyre (¢ tetszGleges paraméter):
ZFC - (31x, pe(x, y, o) & (Yx, elx, p, 0) =
= x metrikus topologikus vektortér az y metrikévall™,
Legyenck MG N tetszGleges ZFC-modellek és teljesiilion
Meo(xM, oM ) é NE p(x",0%¢)

valamilyen xM, oM¢ M, x% o"¢ N objektumokra. Vizsgélink meg x¥ é&s xV viszo-
nyit, Mindkett§ részhalmaza N-nek, de sltaldban nem &l fenn xMcx®, s8t még
az egyiitthatdtestre sem igaz* R¥C RN U‘g‘yanakkor, mint ¥tai fog}uk a 3, részben,
megadhaté RM egy ,.természetes”™ ~R¥, neN injekcidja R*-be, ami izo-
memkua Az xM tér tekinhetd :7(8”) felettz vektortérnek N-ben is. N-ben azonban
a o™ metrika mar nem feltétlentil lesz teljes, hiszen N ben lehetnek olyan Cauchy-
sorozatok, amik M-ben nincsenek benne. Vegyitk az x™ tér N-beli Cauchy-sorozatait
és tekintsiink kettSt ekvivalensnek, ha az elemek o™ szerinti tdvolsdga tart O-hoz.

* R™ g valbs szdmok halmazs M-ben, mig BY N-ben.
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Az ekvivalenciaosztdlyok (xM), -vel jeldlt halmazdn kézenfekvd médon bevezethetSk
a vektormiiveletek és a metrika: viligos, hogy (x™), teljes metrikdval topologizdlhatd
vektortér lesz RY felett, A konstans sorozatok ekvivalenciaosztdlyaiként bedgyaz-
haté x™ az (x™).-be és a bedgyazott elemek i tdvolsdga megegyezik az eredeti
elemek oM-tdvolsigdval. Mdrmost az x™ és xV terek kdz6tti kapesolatot keresve,
jOzan ésszel az varhato, hogy xV ,legaldbb akkora”, mint (x™),, pontosabban, hogy
létezik egy, valamilyen értelemben természetes N-bel bedgyazdsa (x™).-nek x¥-be,
Az aldbbi 4Hitas azt mutatja, hogy ehcfyett elég az xM ,természetes” bedpyazhato-
ségét bizonyitani.

2.3. Eszrevétel:

Legyen @ egy formula és tegyilk fel, hogy
ZFC + (31B)(¢(B) & (VB)lo(B)= B =(x.¢) &
& B teljesen metrizdéthatd topologikus vekitortér]”.

Legvenek MG N régzitett ZFC-modeliek és tegyitk fel, hogy M i=o(BM) és N (BY).
Ha van olyan e N leképezés, hogy

N e di: BY o BY linedris izometrikus bedgyazds”,
akkor van olvan neN, hogy
}if b= 1 (BM), - BY linedris izometrikus bedgyazds”.
881, n az #-bol mint paraméterbl elsdrendft formuddval defintdlhatd. ' ]

2.3, lényegében azt mondja, hogy ha egy teljes metrikus tér egy sfiri alterét
izomewrikusan be lehet dgyazni egy mdsik teljes metrikus térbe, akkor az egész tér
is izometrikusan bedgyazhaté &s ¢ bedgyazds is konstruktiv. Erre konnyen adhatd
formalizdlt bizonyitds, amit helykimélés céljibol elhagyunk. '

2.4. Segédtétel (Ajtai Mikids [1h:
Legyen o(x,y) olyan ZFC-formula, hogy
ZFC + (3 lx, po(x, 3} & (Yx, e, y) =
x Banach-tér, y egy félnorma x-eny”. _
Tegyiik fel, hogy létezik olyan egyparaméieres ¥z, ¢) ZFC-formula, hogy
ZEC 1+ (Y32 Pz, c) = Jt2P{z, )]
Tegyiik fel tovibbd, hogy M, N tranzitiv ZFC-modellek esetén, ha MEN és
MiEoX, f) é NeoX,f) & &, X)),
akkor w: XX’ linedris izometrikus bedgyards figy. hogy tetszbleges x€X esetén
£ = £ ().

ZFC = o(Vx, p(x )=y  folytonos x-en}’. 0

Ekkor
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2.5. Meglegyzés:

Mint 2.6-ban l4tni fogjuk, 2.4-ben nem szitkséges feltenni az n bedgyazds konst-
ruktive adott voltdt, elég a 16tezését feltételezni.

2.6. Segédtstel:

Legyenek @, @3, Y formuldk, amelyekre i=1,2 esetén
ZFC + (3'B)e(B) & (VB)[p{B)= B = {x, g) Banach-1ér]”

ZFC = (312)9(2) & (VBy, By, D a(By) & 0u(By) & Y(2) =
=z By - By, Kkonvex racindglis eperdtor]”.

Tegyiik fel tovdbbd, hogy minden tranzitic MGN ZFC-modellpdrra teljesiil a kdvet-
kezd implikdcic:
Ha

és

M= ¢(By) & @By & ¥(L}),
Ni= (B & 0,(8y) & ¢(L),
gil;arzii?’oéian 11, €N, hogy Ne=.m;: (B).~B, linedris izometrikus bedgyazds
o M(L(¥) = L'(n(x) (VxEX).
Ha a fentiek teljesiilnek, akkor
ZFC = (¥ 8By, By, L)en(By) & @By & Y{L)=+ L: B, —~ B, folytonos]”.
BIZONYITAS:

Legyen M egy tranzitiv ZFC-modell és N a 2.1-ben megadott tulajdonsdgh
teanzitiv ZFC-modell, MEN.

Legyen
M @i(B) & 9a(By) & ¥(L),
Ni= @i(B]) & ¢4(By) & (L),

N L By ~ B; folytonos™.

Legyen (x,: ncw)c M egy X,-beli elemekbdi M-ben alkotott konvergens soro-
zat, azaz

akkora 2.2, szerint

M (Yn)x,€X) & (Fye X HVheo) Fnga)(V nEw)

Led

i
[ﬂ = fy = §y{Xy, ¥) = }-*] .

Az I folytonossagit felhaszndlva kapiuk:
N Yn)in(x)e Xy} & Im(eXi] & (Yikeo)Incw)(Vniw)

{n > g = gy (M (e M) < “}{]n
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és
N L (O)eX]] & (vhéw)(Sncw)(vnew)

kil

* 4 £ 1
[ = Gz 1 0D). L) <] -
Az nyol=L'on egyeniség felhaszndldsdval adddik, hogy

N W(Vkew)(Tncw)(¥ ncw) [n = 1y = a{ns{L{x,)), mA L)) < ﬂ .

Mivel 5, izometrikus, ezért
1 ”
Ni= (Vkco)Intw) {n =ty = g{L{x,), L(¥)) < ?;] .

Itt csak AM-beli objektumok szerepelnek és az {x,: n€w)€ M sorozat tetsz8leges
X;-beli sorozat voit, ezért
M k= L folytonos™.

LAtiuk tehat, hogy 2 bizonyitandd ZF(C-tétel igar minden tranzitly (és megszimlél-
hato) ZFC-modellben. Mostowski tétele és a leszdllé Lowenheim—Skolem-tétel
értelmében (1 1. rész) ugyanez igar barmely ZFC-modellben, tehdt valdban tétel
ZFC-ben. {3

3. Alkalmazisok

Ebben a részben néhdny kozismert Bapach-tére6l megmutatipk, hogy teljesi-
tik a 2.3. Bszrevétel feltételeit, majd ezek felhasznélésdval egy analizis-tételt bizo-
nyitunk. Ezekhez hasonléan még szdmos tétel bizonyithaté (1. meg [1], [2]).

Az a tény, hogy az R, a C[0, I] és az L? terek elsSrenddl formuldkkal definidl-
haték, clégpé kOzismert. Azonban sziiksépiink van ¢ formuldk 4Hal kiilénbézdé mo-
dellekben definidht halmazok, struktGrdk k&z6tti kapcsolatokra. Fl8szdr vizsgiljuk
Cl0, 1i-et.

3.0, Lépés: A természetes szdmok halmaza, w elsdrendfl formuldval definidl-
haté, Legyen ugyanis

éo(z)ff,,(ﬁy)[(‘dx){x@y) R yez} & (Vx){x€z) = xU{x}ez] &
& (VH[Iy¥xlxty) & per} & (VX)[(x€0) = xU{x}er] =
= (Y ) l(ye2) = pe "
ZFC i ,{312) @p(2)". : !

itt, mint eddig, ZFC a halmazelmélet Zermelo—Fraenkel-axidmarendszerét jelli a
kivalasztési axidma {Axiom of Choice) hozzavételével,

3.1. Lépés: w-n a rendezés, Bsszeadds, szorzas definicidja:
Legyen

Koénnyen beldthatd:

B (6, 9) B (3 [Be(2) & (€2) & (PED)] & (VOlEx = 1€p] & V(x = y)"
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akkor @,(x,y) az x-y reliciét adjz meg.

i(x: 3, 1) ;’:;,,(32)[%(2) & (x€2) & (y€2) & (€2 &
& (Bf)ffﬁiggvény & Pom(f) *“'3><{0}ny{1} %
& f bijektiv & Ran(f) = 7",

ez az x4 y=r" formuldja. A D(x,y, 1) formuldt, ami ,.x.y=1" formuldja,
hasonldan adbativk meg. Egyszerlten adédik, bogy

ZFC - J(3IRRCuXa & (Yx,ycw) Rix, y) < & (x, »I",

tovdbbd az aldbbi képletben i helyébe '-t vagy -t frva megkaphatjuk az + ésa -
milveletét:

ZFC - (31/)[f figgvény & Dom(f) =wXw & Ran{/)=e &

& (Vx, ye)Bi{x, » [ )] O

A formulikban nagyon sok roviditést haszndltunk: ,, f fuggvéoy”, ,,.Dom{f}",
aXw, ,,f bijektiv"” sth,, ezek mind kdnnyen definidthaték elsGrendf formulakkal.

3.2, Lépés: Q definicidja, rendezett szémhdrmasok ekvivalencia osztalyaiként:

&) S (V) [x€z & T =0) & (V)(VEx (3, 1)
(370, 1N(Tp2 = 0) & (o, 31, P)EY
& (y =0y = 1)
B (Vuy, uyty, 4y, 1, LEWHVY yEX) _
[(Cttgy t1y> udEY & (ty, 115 €YY & (il =ttty & 1y = YD},
Megint egyszeriien beldthatd, hogy | .
ZEC - ,(312) Oy(2)". ' ' O

3.2, Lépés: Olyan &, &5, ¢, ¢, formuldk megaddsa, melyek rendre az
abszolitériék, a rendezés, az Osszeadds &s a szorzds definicidjdt adjdk meg Q-n. Ezek
megaddsa rutinszerf, ezért elhagyjuk. |

3.3, Allitas: @ és Q, illetve a fentiekben rajtuk definidle reldcisk és miweletek
abszolttalk. :

BIZONYITAS:
Tudjuk, hogy az iires halmaz egyértelmil, azaz
ZFC - (I »(1(ren)”.
Legyen M és N két tranzitiv ZFC-modell. Akkor
() M x€y” ekvivalens ,x€y"-nal,
&s ugyanez 41 N-re is, Bzért,
GM = N = B,
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tchédt az iires halmar interpretaltja mindkét halmazban sajét maga. Ugyancsak (1)
miatt x€M esetén van olyan yEM, amelyre M=, p=(xU{x}})" és ez utobbi
pontosan azt jelenti, hogy y=xU{x} (vagyis az ,,y=xU{x}" relécié is abszolit).
Ezért indukcidval Kithaté, hogy o elemet mind abszohitak, azaz

oo ¥ ], M=2¥=), stb,

fgy adédik w abszolutsaga. A Q abszolit volta ezekutdn abbol adédik, hogy (1)
miatt tetsz8leges X, ¥ z€w™ esetén xyz€ M &s minden 1€ M esctén M %m,,t xyz”
pontosan akkor igaz, ha f==xyz és ugyanigy M= ,(x, v, 2€)&z=x.3%" eckvi
valens x, y,z€w & z=Xx-y-nal. Mérmost 452 alapién Q abszoldtsiga kdvetkerik.
A miiveletek és reldciék abszolitt volta ugyanigy l4thatd be, 0

3.4. Lépés: R definicidia:

E#t a raciondlis szdmokbd! 4116 Cauchy-sorozatok f:kvwaienmaosztéiyoz:ésé.vai
oldjuk meg. Legyen a Cauchy-sorozatok definfcidja

@7 () S .y figgvény & Dom(») =w & Ran() EQ &
& (Vkeaw)(Bn€w){Vm, mycw)
. 1
[{mx = Ny & my > ne) = | y(myg)— y(my) "‘-“;c"]» '
és az ekvivalenciaosztdlyok definicidja
04(2) S, (vx) [x€z = Yy (yex = &7 ()] &
& (Yo () = (Gxen(yex)] & (Y31, pd)
[(axéz) [{ylex) & (7€) = (87 () & 95 () &
& (V@) InsL oMV néw)

»y

(n = Py = i?z.(ﬂ)“}’s(”)i “"‘ '%:“])] .

Akkor ZFC i, (312)®,{z)", mint kénnyen beldthaté. N
3.5, Lépés: _'
{a) R-en 2 rendezés, az ,,», =y, reldcid:

B (71, 1) S AIDB(Z) & 3119621 &
& (¥ HEPIY LEY(VhE ) A nEw)

{n =y = 4(n) < tg(n}%v%] .
{b) Q bedgyazdsa R-be konstans sorozatok ekvivalenciaosztélyaiként:

_ (0,7 = (I2)(IQ[@(2) & Bolg) & yez & regql &
& (Frey(Vnew)lt(n) = 11"
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{c) A [0, 1] szakasz definicidja:
S (3[R & Y Sz & (ViED[1EY
< (31, y0, y{ P & yo, 1€r &
& (0,0, 1)€x & 0,1, D€y & (30, P(Ps(be o) & Dsru, ) &
& Bs(Pa. ) & D5(t, PON].

Itt tehdt ¥ felel meg a2 {0, 1] halmaznak.
{d) Az abszolft érték €s a miiveletek definicidja Reen: ezt ethagyjuk. 0

MEGIEGYZES:
A ,sorozatnak lenni” kijelentés abszoliit, azaz tetsz@leges (M, €) & (N, €)
¢-tranzitly ZFC-modellekre, amelyekre MGN, r, 56 M,
M = r figgvény, Dom{r) =w, Ran{rigs”
pontosan akkor teljesill, ha
N = ,,r fuggvény, Dom(r} = w, Ran(r) &s”.
Hasonléan, egy {r,: n€w)c M racionélis szdmsorozat pontosan akkor Cauchy-soro-
zat M-ben, ha N-ben sz. Alialdban érvényes ugyanis a kovetkezd &llitds:

Allitas: Ha o formula éy kvantorai csak o elemeire vonatkozhatnak, akkor @
abszoltit az €-modellekre nézve, O

Misfelét R maga nem abszobdt, Ennek az az oka, hogy N-ben lehet olyan
raciondlis szdémsorozat, ami M-nek nem eleme, jollchet a sorozat elemei elemei
M-nek is, A leszdlld Lowenheim—Skolem-tétel szerint ha ZFC-nek van modelije,
akkor megszdmidlhaté modellje is van, egy ilven modellben biztosan nincs benne
minden raciondlis Cauchy-sorozat, hiszen abbél, mint tudjuk, kontinuumnayi sok
van. 88t, ha MGN ZFC-modellek és RM¢M, R¥e¢N olyan objektumok, hogy
M=o, (RM), Ni=@,(R) akkor még RMSCRY sem igaz, hiszen mésok az ekvi-
valenciaosztdivok a két modellben. Mégis igaz a kivetkez8 4jlitds:

3.6. Allitds: Legyenek (M, <) és (N, €) ZFC-modellek, MGN, és legyen
M= ¢, (R¥), Ni=¢,(R¥). dkkor N-ben definidlhatd RM-nek egy RN-be vald lined-
ris izometrikus bedgyazdsa (és a definicidban R¥ mint paraméter szerepel).

BIZONYITAS:
Legyen

B(f,0 S ,, figgvény & Dom(f) =r &
& (32)[9,(z) & Ran(f) S 2] & (YxeR(xE f0)".
N = (31 )8(f, RY) & (5: R¥ - R¥ izometrikus)”.

Akkor

Ennek beldtdsa rutinszerd, {gy azt elhagyjuk. [}
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3.7, Lépés: Az ., f: R~R filggvény folytonos” &llitdst leird formula:
&, () ,.f figgvény & (32)[@,(2) & Dom(f)S z & Ran(Nez] &
& (Ykew) (Y xcDom (/) {(3mew) (Vx'€Dom (f))

[e-x1< L = 1w <1 -
1.8, Lépés: A 10, 1]+t definidld formula:

def " »
Pylc) = (V) [f€€ w $(f) & & (Dom (f))] . (i
3.9. Lépés: €10, 1]-en a maximumnorma definiciéja:

8,(F) &, F fliggwény & @y(Dom(F)) & (32)(8:(2) & Ran(F)c2) &
& (VheDom (PN [(Y){(TFy #1(3) & (x€»)) = [h(x)| = F(R) &
& (VO(®s(t, F(h)) & T1(t = F(h)) =

= (Ix AP & x€y & (1, h(X)) & 152 RN, =
Nyilvén )

ZFC k- (31E)[85(F) & (Yo, F)(@s(c) & @o(F) = (c, F) Banachtér)]".

(F megszokottabb jelblése f|.1...) . O

Most [0, 1]¥ bedgyazésa C[0, 1}¥-be a kdvetkez8 mddon torténhet. Mivel
Q abszolitsdga miatt az R™ 3.6, szerinti bedgyazottja slirli R¥-ben, ezért /£ C[0, 1JY-et
Attranszformalhativk {0, I}V egy sfirfl részhalmazdn értelmezett {liggvénnyé, ami,
ha egyaltaldn kiterjeszthetS folytonosan az egész {0, 1}J¥-re, akkor ez a kiterjesztés
egyérielmii. '
Ennek lchet8ségét mutatjuk meg a kdvetkez§ Sllitdsban.

3.10. Aliitds: (C[0, 1), §. . )re teljesiilnek a 2.3. Allitds feltételei.
BIZONYITAS:

Legyenek adottak az MG N modellek &8s RM, FM oMc M, R¥, FY, 0¥, neN
agy, hogy
M e @;(R”) & 453((:‘“) & ‘Pg(F"),

N = @ (RY) & Ba(c™) & Po(FY) & Dy, R).
Legyen : :

D19, 1,7, ) S 9 figgvény & Dom($) =1 &
& (32)[@e(2) & Ran(®) S 2] & (VfcDom ())(¥x, y€r)
[£6x) = y = (3N = s()]”-
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Akkor
N (318,08, X R, n) & (VD

(D3, ¢, R, 1) € 81 M — ¥ izometrikus]”,

Ennek bizonyitdsa a kovetkez8. Bérmely & CI0, 1™ fiiggvény egyenletesen foly-
tonos, ami azt jelentl, hogy f1Q is cgyenletesen folyionos: elég kdzeli ry, r€Q
esetén | fir)—f(ry)] is elég kicsi. Ez utdbbi allitds mdér abszolit, tehdt az N-be
atvitt f1Q-ra is érvényes. Akkor pedig N-ben definidthatiuk 1 Q-nak egy 3(f)
kiterjesztését fgy: ha x€[0, 1}¥ és (r,~x)¥ egy x-hez konvergdlé raciondlis szém-
sorozat, akkor f{r,} Cauchy-sorozat N-ben, fgy van egy 3(f)Hx)-szel jelsthetd hatér-
értéke, Vildgos, hogy igy egyértehnfien megadtunk egy 3(f): [0, 1]-R fiiggvényt,
ami folytonos. Mésrészt, ha vesziink egy x¢n({0, 11)-beli pontot, és olyan racio-
nalis #, sorozattal konvergatunk x-hez, ami M-ben is sorozat, akkor beléthaté hogy
JECIO, 1} esetén az fony~! bedgyazott figgvénynek 8(/)€Ci0, 1]Y egy kiter-
iesztése lesz. Végil § izometrikus volta abbdl kovetkezik, hogy

ZEC 0, fECI0, 1] esetén [ fl. =sup {{AB]: reQ}".

A 3.10. Allitdst ezzel belsttuk. 0

A kivetkezd tér, amit vizsgdlunk, a mérhetd fligevények tere lesz a sztochasztikus
konvergencidra nézve. Ennek a térnek formulskkal valé felépitéséher a kévetkez§
jolismert fogalmakat kell formuléval definidini:

a)} Az AGR halmaz nullmértékii, ha minden e8>0 szdmhoz van egy At lefedd,
«g Osszhosszisdpd intervallumsorozat, csupa raciondlis végpont nyilt szakaszbdl,

b} Egy HER haltmaz £ -halmaz, ha megszamlilhaté sok zért halmaz unidia,

¢} AGR Lebesgue-mérherd, ha van olyan ¥Y<€# -halmaz, hogy az

AA Y= (ANVIUI\A)

szimmetrikus differencia nullmértékll. Az 4 halmaz Lebesgue-mértéke, amit u(4)-
val jeldtink, az A4-t lefedd, nyilt intervallumsorozatok Gsszhosszisdgainak infimuma.

dy Ha AGR egy mérhetd halmaz, akkor egy f: A-~R f{iiggvény pontosan
akkor mérhetd, ha barmely c€R esetén az {x€A4: f(x)=c} nivéhalmazok mér-
het8k.

e) 100, 1):52{ /1 [0, 1]-R: £ mérhetd).

f) Ha f, (n€w) &s g mérhetd fiipgvények, Dom { f}=Dom (g) minden n€w
esetén, akkor azt mondjuk, hogy az ( f,) fiiggvénysorozat sziechasziikusan tart g-hez,
ha minden rdgzitert e>0 €5 n-oo esetén

s({xcDom(g): |/,(x)—g(x)| = &}) -~ 0.

g} Legyenek £, g mérhetd fliggvények, Dom (/)=Dom{g).
Az [ és g rdvolsdga legyen

o/ &) :ginf{aé«p({ﬁi}om(‘f}: Lf(x)—g(x)] > a}): @ > 0}, N
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3.11. Allitds: Léteznek olyan ¢, ..., Y elsbrendii formuldk, hogy

B(A) o  ACR & A nullmértékir”,

D(F)+ . FER & FeF-halmaz”,

B (Ad) e ,LACR & A Lebesgue—mérhetd”,

D4 (f) e, Dom (f) = 4 mérhets, [ A >R mérhet”,

D45} = 0l = L0, 1)7,

S4(F, g) « ,F fluggoény & Dom(F)=w & (Vncw)$L{F(n) &
& Pdy(g) & (F(n) ~ g sztochasztikusan)’,
OhL(F g, 1) .. [, g mérhetdek & Dom{f) = Dom{g) & reR & r = o(f, g)",

Ph(r) <« (IDPG() & r fuggvény &

& Dom(r) = IXI & V(fi,/)eDom(r) & #:(f. i D} n

3.12. Allitds:
a) ZFC - (3, N[#%() & K117

b) ZEC + (V1 NI{@H(D & ()= 1) teljes metrikus tér]. -

Most meggondoljuk, hogy a ,pullmértékinek lenni™ tulajdonsdg lefelé ab-
szolft:

3.13. Allitas: Legyenek (M, <), (N, €} ZFC-modellek, MEN, M= & (R¥),
Ni= @, (R¥), Ni= Sy, RM), Ekkor bdrmely

AcM ACSRY M $5,(4A)
N @4(n{H). _
A bizonyitds abbél adédik, hogy ha (4« UJ 1), ahol az I,-¢k raciondlis
nEm
végponti szakaszok, & (3 u{l)=<e)¥, akkor
N (L) = u(i(3) & 1 U n(d)" o

Mint tudjuk, van egy §: CI0, I¥~C[0, 1]¥ természetes izometrikus bedgya-
zds; mutassuk meg, hogy 8 ae metrika szerint is izometrikos:

esetén

3,14, Alitds:

SEECIO N esetén 08U, $@)) = ol
BIZONYITAS: '

Vezessiik be a

Hh, o)== {x€[0, 1]: (x)] > o}
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jelslést. Mivel folytonos f, g fuggvényre H{f—g, »} folytonosan fiigg a-16l, czért

o(f, &) = inf {o+u{H(f—g. 2)): & >0, 2€Q}.
Vildgos, hogy H(f-g, o) é H(3(/)—9(g) «) nyilt halmazok (M-ben, illetve
N-ben), mésrészt Q-val vett metszetitk ugyanaz a halmaz, EbbS] kévetkezik, hogy
e p(H(f-g ) = p(HE()-3(), ),
ami bizonyitja 4llitdsunkat. ' "
A valos fiiggvénytanbdl ismeretes, hogy

ZFC p J(VFeL*O, NI/ Cl0, 1) e} ~0 (n o).
Ezért értelmes a kbvetkezd definicié:

3.15. Definicié:

Legyen Jfel®(0, 1), akkor a y(f) fiiggvényt igy definidljuk: legyen
{fo: necw)eM egy CI0, 1PMbeli sorozat, ami a o™ metrika szerint tart fhez;
akkor

2= im 905

ahol ,,im” a o metrika szerint értendd. 0

3,16, Megjegyzés:

A modellelméletben ismert halmazelméleti forszoldsi technikdval {err8l a 4.
részben lesz sz8) kénnyen megadhatd olyan MG N modelipér, ahol #(R¥) nulla
mérték R¥-ben. (Pl. N=MI[G), ahol G egy véletlen valds, azaz random real, 1.
{15, 3.10. Lemma] vagy {18, 1.4]-ben.) Mivel egy mérhetd fiiggvényt csak nuflamér-
tékii halmaztél eliekintve hatdroznak meg a pontban felvett értéket, ezért kdzvetlentil
nem vildgos, mit kell megfeleltetni egy L°(0, 1)M-beli fiiggvényen N-ben. Ezért kel-
lett & bedgyazést a fenti bonyolult médon megadni. A definicid jogossigat vizsgilva
el8szor is latiuk, hogy (f,) Cauchy-sorozat M-ben, igy a 3.14, Allitds miatt 3(J))
is az N-ben, és mivel lithatd, hogy

N k= .0 teljes metrika’_:,
ezért a (9( 1)) sorozatnak valoban létezik limesze, és ez a y(f) fiiggvény. Mdésrészt
1{f) fiiggetlen az ( f,) sorozattol, mert ha (7)) is tart fhez, akkor (f,—fy) ésigy
{3(£,)—~8(f7)) is zérussorozat. Vildgos, hogy y linedris és
BH ((f), @) = lim p(H (S(f), @) = Tim p(H(f,, @) = p(H(f, 0)).

Ezzel bebizonyitottuk a kbvetkezd tételt:
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3,17, Tétel;
FA LQ(O’ i}N - LO(O, I)N
irometrikus bedgyazds. 3

Az is kdnnyen ellenfrizhetS, hogy » N-ben egvérielmiien definidlhaté olyan
¢lsSrendlt formuldval, amelyben L0, 1Y és R¥ paraméterek. Specidlisan tehdt

ZEN.
Vezessitk be most a # szémot,

3.18. Definicio:

2:5(p) & (3282} & pez] & (Is€p)

[s(()) =4 & {¥ncw) (n = 0 =5 5(71) = s(n«i}+4H}]". 3

Ebbdl kévetkezik, hogy CfD, 2n} és L°(0, 2n) is definiflhatd, Az LP{0, 2n)
terek mepadésdhoz az integrélfogaimat kell kiéplieni. A Lebesgue-integral aldbbi
definiciéiat tudjuk kénnyen formalizdlini:

a} Legyen f=0 m.m. (reajdnems mindeniitt), / mérhet§. Akkor az
- [ fdui=sup{ 2 Fu(A): i = essy, inf

Pom ()
és (4;: icw) a Dom(f) egy particibja}

sziamot f Lebesgue-integralidnak nevezzitk. (A képletben szerepld ess inff™ f
Ményegi minimuma az 4 mérhet6 halmazon: nullmértékll halmazt6l eltekintve szi-
mitott minimumainak maximuma.) '

b) Tetsz8leges £ mérhetd fliggvényre legyen
f+:m max{f,()}, f":: min{f,()}
{ f pozitiv és ncgativ része).
Akkor f*, f~=0 mérhetd figevények, és f=f+—7~. Definicié szerint
[ saw= [ srdu— [ frdp,
Dom{f) Dem{f) Pom {5

kivéve, ha a killonbség mindkét tagja végtelen; ilyenkor azt mondjuk, hogy / nem
Iebesgue-integrédthaté Dom (/) -ben,
¢} O<p=<co esetén egy ASR mérhetd halmazra

Lr(dy={eLo(): W1, = ( [ 1f1P )™ <<}, O

Kénnyen ellendrizhet8, hogy ezek mind definidthatok elsdrendit formuldkkal,
fgy tehdt az L2(0, 2n)c L2(0, 2n) terek is rendelkezésiinkre 4llnak, Mivel x a teljes
IP téren értelmezett, ezért (LA™t is valahovd (L%%-ba viszi. (M N), Belitjuk,
hogy valéjiban (L7)V-be dgyazza be:
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3.19, Alitds: Tetszdleges Owpeo és fELF(0, 270 esetén
2NELPO, 207 és Ix(OIY = IF1%.

BIZONYITAS:

A kovetkez§ egvenldségeket kell ellendrizni;

{ [israu) = ( f, wH( @) o dp@)” =
0, ae

[, Sat

= [ wH (), e~ du@) = [ e de)”.

R i (6, 2a]

Ezek kozill az e¢ls8 és a harmadik j6l ismert azonossag az integréinak az eloszlds-
fiiggvénybsl vald kiszdmitdsdra, Ami a mésodik egyenlBtlenséget ifleti,

(H(f a)) = u(H(x(f) 2)) (€RY)

([ hay = ( f otn)"
8, =} -1, e}
De ez val6ban fennill, mert 2 folyionossdg miatt

( S hdu} = (tim [hau)" =
{0, =] S
=[§?é{1 ";z*kf"("?m“ [,E*gzz {?ﬁwg 20 (5 )]]N =

={tm{ foway'=( foma". 0

0 n [¢,2]
3.20. Definicié: A (¢.., | .§o) tér a korldtos valds szdmsorozatok halmaza a
sup-norméval (a formuldval vald felirdst elhagyjuk). .,

A 3.6-ban definidlt 5 R¥ - R¥ bedgyazds segitségével kiinnyen megadhatd egy

é: (cau’ ! w)M e (cwa i w>ﬁ
izometrikns bedgyazds.

Hossz, faradsdgos munkdnk gytimdleseként ldssunk egy alkalmazést. A ko-
vetkez8 részben még tovibbi példikat mutatunk a mddszer alkalmazdsaira (pl.
4.15, Tétel és kbOvetkezményei},

A Rmmann—»Lebcsgue~lemma azt mondja, hogy barmely f& L1 (0, 2n) fizggvéuy

f Sxye ¥ dx
10,33
Fourier-egyiitthatéinak sorozata tart O-hoz, ha n-wee. Rt felmeriil a kérdés: lehet-e
a konvergencia scbességér8l az egésy I? fiiggvényosztilyra vonatkozdan valamit
mondani. Kovetkez8 tételiinkben azt bizonyitjuk be, hogy a Fourier-cgylitthaték
stetszlegesen lassan™ tarthatnak O-hoz, ha jfc Ll-et alkalmasan vilaszijuk,
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3.21. Tétel: ZFC-ben a tétel a kdvetkezd dllitds. Nem Iétezik olvan, pozitiv szd-
mokbdl 4llé {a,: ncZ) nullsorozat (azaz E éifn a,=0), amely formuldval egyériel-

mifen megadhatd és amelyre bdrmely feL 0, 2n) esetén
leal/)) = 0, (nEZ)
telfesiil valgmilyen n-tl fiiggetlen c¢,=>0 konstanssal,
BIZONYITAS:
Tegyiik fel indirekt médon, hogy van ilyen {(a,: n€Z) sorozat. Akkor az

CF IMO,2m) e, F(f)i= <“"(f} : nEZ>

operdtor is formuléval definidlhatd és linedris. Tovdbbd fc L1(0, 2n)™ esetén
FOQUN = 8(F(Y)
NEGOMR = 1M
A 2.6. Segédiételt alkaimazva latjuk, hogy
ZPC b L F folytonos™.

Mis széval [F(Nl.=Kif1, barmely fcllre valamilyen /-8l fiiggetlen K=>0
konstanssal. De ez nem lehet igaz. Legyen ugyanis

& ezért

Jily= S (x€l0, 2],
Ekkor { /=1, masfeidl

| F(f)= <-j«;5,,,‘: kéZ),

ami —é«-~~¢u miatt ellentmond F folytonossdgénak. N
3

Meglegyrés: A fenti tétel cgy klasszikus funkciondlanalizisbell eredmény, a zért
graf tétel sepitségével kizvetleniil és pyorsan belathatd. Mi azért adtuk mégis egy jéval
hosszabb bizonyitdsdt, mert egy mddszer Huszirdcididnak szénjuk. A mddszer jelen-
t8sége az, hogy tipusbizonyitdst ad meg linedris leképezések folytonossdpéra és lehe-
tséget nydit arra, hogy ,.egy csapdsra” bizonyithassuk funkciondlanalizis-tételek
egész seregét és ne kellien ad hoc bizonyitdsokat felkutatni minden specidlis esetben.
Ahkoz aronban, hogy ehhez a kérdéshez érdemben hozzéférjtink, haszndlnunk keil
a Cohen-féle forszoldsi technikdt, Dolgozatunk kivetkez részében egy forszolds-
elméleti bevezetd utdn a fenti kérdésekkel fogunk foglalkozni.

4. Banach néhiny tételének dltaldnositisa

Ebben a részben Ajtai Miklds eredményeit nem kdzvetleniil alkalmazzuk, hanem
bizonyos Atalakitott vagy dltaldnositott alakban haszndljek fel, Hletve Ajtai Stleteit
fethaszndlva djabb tételeket bizonyitunk. Ehhez szitkségiink lesz a forszolds médszeré-
nek legaldbb feliiletes ismeretére. Jgy e paragrafus elsé részében a forszolds alapjait
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vazoljuk. Ennek fethasznfldséval két tételt bizonyitunk be (4.15. és 4.2, Tétel),
melyek Ajtai {1l és [2]-ben megjelent egyik tételét dltaldnositidk, #1l. tjabb alkalma-
zésokra nyujtanak lehet8séget. A dolgozat végén djabb alkalmazdsokat emlitiink,
¢s megfogalmazunk hdrom megoldatlan problémét.

Az aldbbiakban dichéiban felsoroljuk a késébb sziikséges alapvetd forszolasi
ismereteket. Alaposabb és clég részletes bevezetédst taldlhat az Olvasé pl. Burgess [4],
Kunen {14} vagy Shoenficld [20] cikkében. Shelah [18] kinyvében csak vazol egy-két
tételt és definicidt, Jech [11} és [12] koOnyveiben mas megkOzelitési modot hasznil,
A mddszert Paul }. Cohen fedezte fel, és haszpilta el8sz0r & kontinmum-hipotézis
{28y fiiggetlenségének igazoldsihoz. (Pontosabban, Gidel tétele szerint V=1L
=2 =N, £ Cohen olvan generikus modellt adott, amelyben 2%=R,.} Modszerét
{5] knyvében irta le, azonban az nchezen olvashatd, a kezd8 olvasdnak inkdbb a
modernebb [4], [14] vagy [20] mfiveket ajanljnk.

Az elméletet egy példdn keresztil] vildgitjuk meg. Tegyiik fel, hogy M egy meg-
szémidthatd tranzitly €-ZFC-modell. Legyen A4 és B két Af-beli végtelen halmaz,
amelvek M-ben nem egyenid szdmossdgiak, azaz nincs FEM bijekcid 4 & B
kézitt. Olyan modellt szeretnénk konstrudlni, amely tartalmazza M-et részmodell-
ként &s van benne ilyen F bijekcié. Barmennyire is meglep8, ilyen modell Htezik,
s8¢ megkonstrudlhatd, Bér egy ilyen F leképezés nincs M-ben, de véges részei, pon-
tosabban a

H={f: A~ B: Dom(f) véges, f injektiv}

halmaz M-beli (hiszen A4 és B elemei M-nek). Egy f fiiggvényt azonosithatunk az
{0 f)): x€Dom ()
halmazzal; akkor f=2g azt jelenti, hogy f kiterjesztése g-nek. A kérdés az, milyen
GEH

balmazbdl lehet egy F: 4B bijekcidt eldllitani, abban a természetes értelem-
ben, hogy

F UG
Természetesen ilyenkor

Gd M.

Soroljuk fel G-re azokat az elfirdsokat, melyek teljestilése esetén F=1UG bijekcid
lesz A4 és B k&zdit.
a) Barmely f,/,6G-nek van kzbs kiterjesztése G-ben, azar olyan g€G,
amelyre
g=h & g2/

Ha a) fenndll, akkor tehdt tetszdleges f, 426G kompatibilis egyméssal, azaz
ha a€ A-n mindkett§ értelmezve van, akkor f{a)=/{a). Igy tehit UG egy fiigg-
vény lesz. (UG nyilvin pontosan akkor injektiv, ha H minden eleme az,)

b} Bérmely ac4 és bcB esetén

GND, =8, GND* =4§,

D= { feH: aeDom ()}, DP== {fcH: béRan(f}}.

Ez a feltétel azt garantdla, hogy a¢Dom(F) és béRan (F) minden ac 4,
be B esetén, tehdt hogy F: A—B sziirjektiv leképezés legyen. A D, és D® halmazok-
nak két tulajdonsdgdt emlitsiik meg. Flészéir is, ha feH eleme valamelyiknek,

ahol
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akkor bdrmely H-beli kiterjesztése is eleme, Mésodszor bdrmely /€ H-nak van olyan
kiteriesztése, ami D,-nak, illetve D¥-nek eleme.

Végiil technikai okokbdl fel szokds tenni, hogy

¢) g€4 esetén g minden rész-fliggvénye is G-beli

Ha tehdt egy fenti tulajdonsdgd G-t hozzédveszitnk az M modelthez, akkor
Htorvéoyesftiiik™ az F= UG bijekci6t, igy 4 és B azonos szdmossdgh lesz. A kér-
dés mdr csak az, milyen halmazokat kell még hozzdvenni M-hez, hogy njra ZFC-
modellt kapiunk. {Tovidbb4, hogy az ,,Osszegylijtétt” halmazokbél hogyan készitsiink
modellt, hogyan interpretdljuk az ¢ reldciét, majd ezt Mostowski 1.19. Téicle alap-
Hn Jesuvasztva” hogyen kapunk benne M-mel izomorf részmodellt.)

A forszolds médszere erre ad vélaszt, és arra a kérdésre, hogy milyen tételek és
alltdsok lesznek igazak M[G)-ben, az 0} modeltben.

Most vegyiik sorra az 4ltaldnos definicidkat,

4.1, Definfcié:

a) Legyen
P (P =, 1)

egy parcidlisan rendezett halmaz, ahol 1 a P legnagyobb eleme. Az ilyen tulajdon-
ségh P struktardt kényszerképreinck (forcing condition) neverink.
b) Bgy DGP halmaz sipfi P-ben, ha bérmely P-beli elem minorithatd

D-ben, azaz
- (YpeP)(3deD)y d=p.

¢) A p,ge P elemek kompatibilisek (Osszehasonlithatok), ha van P-ben mind-
kettdt minordld elem:
(9reP) (r=p & r=q).

d) Egy GS P részhalmaz felszdlld, ha birmely elemének majordnsa is eleme
G-nek: (VgeG)(YpE P)ipzg=peG).
e} Egy GG P részhalmaz filter, ha felsz8llS és barmely két eleme G-ben kom-
patibilis;
(Vp.ge(3reG) (r=p & r=g). 7

4.2. Példa:

A fent részletezett példdban P=H, 1 az iires fliggvény (Dom(I)=§# és
Ran (1)=9) é

def
fEg=/2g
L4ttuk, hogy a D, és D* halmazok minden acA és beB esetén stirfiek. )

4.3, Megjegyzés:

A slirfi” terminoldgia a topolégidbdl szérmarik. Ugyanis barmely P kényszer-
képzet P alaphalmazdn természetes modon érteimezhetiink egy 1 topoldgidt fgy,
hogy a pc P elem kornyezetbézisa 4lljon az {r¢ P: rsq}U{p} halmazokbél, ahol
g=p. Kdnnyen beléthatd, hogy egy DL P halmaz pontosan akkor sﬁrﬁ a t topold-
gidban, ha 4.1. b) értelmében az. )
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4.4, Megjegyzés:

A LD slirfi P-ben”, ,,G filter P-ben”, ,.G felszdlld P-ben” tulaidonsédgok elss-
rendli formuldval leirhatdk és abszohitak. Azaz pl van olyan ¢ formula, amelyre

M &= ,,D slirli P-ben” « M k= ,,0(D} < o{D)” «,,D stirli P-ben”,

és hasonldan a t6bbi tulajdonsdg esetén, 0

4.5, Allitas: Ha M megszamldlhatd ZFC-modell, P=(P, =,1) egy kényszer-
képzet és5 pc P, akkor van olyan GG P filter, hogy p,6G és G metszi P minden
M-beli siri részhalmazdt.

BIZONYITAS:

Mivel M megszémlilhatS, ezért P M-beli stirdl részhalmazai felsorolhatok egy
{D,: n€w} sorozatban. (£ sorozat nyilvan nem eleme AM-nek, csak clemei, a D,
halmazok vannak M-ben.) Indukciéval definidlhatd egy {p,: n€w} sorozai Ggy,
hogy pe=1, és
Pri1 B Puy Panr€D, (V<)

Akkor a
G {pe P, (Anca) p = p)
halmaz filter és nyilvdn metszi P Gsszes M-beli séirti részhalmazés, £l
4.6, Definicié: A G& P filter generikus {pontosabban P-generikus M felett),
ha metsz minden DEF, DEM stir halmazt. .

4.7. Megjegyzés: A , generikus™ tulaidonsdg nem feltétlentil abszoldt, hiszen
(M-ben nézve) P siiril részhalmazainak szdma lehet tébb, mint megszamialhatd, s6t
a legtdbb kényszerképzether nincs is generikus filter M-ben! MdsfelSl adott M, P
és p,€ P esctén is tébb G& P M felett generikus filter is lehet, ami tartaimazza py-t.

A kivetkez8 alaptétel azt mondja, hogy birmely M modellnek van egy lep-
szitkebb G-t tartalmazé bivitése, M[G], ami szintén ZFC-modell, ahol G egy tetszd-
leges generikus fiiter egy M-beli kényszerképzetben. (Az persze eléforduthat, hogy az
M modelit P kitlonb6z6 generikus & halmazaival bévitve ugyanazt a modelit kapiuk
bdvitésként.)

4.8, Tétel: Lepyen M megszdmldlhatd tranzitiv €-ZFC-modell, P=(P, =, 1)
egy kényszerképzet és GE P generikus filter. Akkor létezik egyetlien, MGl-vel jeldit
megszdmidthatd tranzitiv ¢-ZFC-modell, amelyre egyrészt

M S MIGY é GeMIG),
mdsrészt tetszileges N megszdmldihatd tranzitiv ZFC-modellre
ME N, GeN=MIGIS N. 0

A tétel bizonyitisa bonyolult és hosszadalmas, mi csak egy-két lényeges részi
emeliink ki beldle. .

A tovabbiakban rOgzitsitk M-ct és PcM-et, & nérzziik meg, hogyan kell fel-
Epiteni a 4.8-ban garantdlt MG} modellt. A kovetkezd definicid jogossdga azon
milik, hogy M-ben teljesiiinek 2 ZFC-beli axidémdk, igy a jélfundéltsdgi axiéma is.
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4.9, Definfcié:

a) at M P-nép, ha
a = {{b,py: i€}

alakt vafame!y I indexhalmazra, p,€ P és by, P-név minden i€lre.

b MPE {aéM a P-névi, E]

Az a) rész tehdt fgy értendd: Az lires halmaz Penév, mert I=0-ként értel-
mezhet8, ez legyen a O-adik szipt. Az elsé szint elemei legyenek

_ a={{B,py: icl}
alakiiak, és 4ltaldban bdrmely o rendszdmra az a-dik szint 4fljon olyan

a={(b;, py: icl}

alakd elemekbdl, ahol a bk a <a-dik szinteken lettek megkonstrudlva. Az Gsszes
szinten megkonsirudlt elemek dsszessége adja MP-t. (M¥ lényegében az Osszes lehet-
séges halmaz P elemeivel | felcimkézve™, és ezek koziil G fogia kivdlasztani azo-
kat, amelyek majd MIG)-t alkotjik.) Jegyezzilk meg, hogy van olyan ¢ formula,
ho
& ¢la) < ,a P-név”,
st @ abszolit formula,
Nézzitk kitldn azokat a P-neveket, ahol az 6sszes fellépl p; éppen 1.

4,10, Definicio:

a) x€M esetén x neve

¥ {1 yex}

G={(p.p): pEP). W

A fenti a) definiciéban olyan P-neveket gyfjtéttiink dssze, amelyek M{G]-ben

(ll. 1. a kiérigkelés aldbbi definfcididt) M elemeit fogjik kijeldini. A nevek halmazd-

bl @ segitségével fogjuk MIG] elemeit kivalasztani, és mivel minden G generikus
halmaz tartalmazza F-et, exzel biztositjuk, hogy MEM{G] legyen.

4.11. Definicid: Legyen GE P tetszlleges rigzitett generikus filter,
a) Tetsz8leges ac MF P-név kiértékelése

b}

b aiG):= {b{G} {b, p)€a valamely pEG-re}.

MG {al6]: acMP). =

Tehdt durvén szélva a kiértékelésnél az térténik, hogy egy ,,@” P-nevet felirunk
olyan alakban, amely csak kapcsos zérdjeleket, ¢) jeleket és (x, p;) szimbdélumokat
tartalmaz (x¢ M)} Ezek koziil csak azokat hagyiuk meg, ahol p£G, majil minden
el8forduldsnél eltiintetjik a (., p,) szimbdlumokat, a maradékot 8sszeolvasva kap-
juk az e{Glt.

Specidlisan

2iG} = x,
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azaz M-beli elemek neveit kiértékelve az eredeti elemet kapijuk, fgy valdéban

Mc MGl Az M[G] egy megszdmlslhatd jolfunddlt €-struktira, igy 1.19. szerint
izomorf egy (megszdmidlhatd) tranzitiv €-modellel, amir8l beldthatod, hogy ZFC-
modell. Ez a modell pedig a keresett MIG]. A jeldlések egyszerfisitése érdekében

MG1t és MGt azonositjuk.
Mivel M[G] P-nevek kiértékeltieibdl &1, ezért

| (Yye MIGINIyeM?) FIG] =
Ez az p elem altaldban nem egyértelmf. Masrésat
G = GIG).

A forszolds erejét mutatja, hogy nemcsak MIG] elemeit konstrudljuk Af-beli ele-
mekbdl, hanem az M{Gl-ben igaz formuldkat is le tudjuk {rnt mér M-ben:

4.12, Definicié: Legyen ntw, 46 MY Ppevek {(f«n), ¢ tetszfleges elsGrendfl
formula és p€P. Azt mondjuk, hogy p forszolja @(dy, ..., d,_4)et, jelben

p = @lds, ..ndyy) vagy p = @(d”),
ha minden GL P M felett generikus filterre
PEG = MIG] & @(&[G], ..., d,.,[G]). o

A kovetkezd két alapvetd tétel bemutat;a, hogyan lehet M-en belui eldéntent,
hogy egy formula jgaz-e M{G1-ben.

4.13. Tétel (Igazsig lemma):

Tetszdleges ¢ fornmldra és a G P-generikus filterre, dg, ..., dy— € M -re
MIG] = @(84(G), ..., 441 [GY) pomtosan akkor, ha
(dpeP) pih@(d*). 0

4.14. Tétel (Teljességi vagy definidlhatdsiet lemma):

Tetsz6leges ¢ formuldra a pi-o reldcid formuldval leirhatd, Azaz tetszbleges
g-hez van olyan & formula, hogy bdrmely pe P, 4~ G MY esetén

p k= @(d™) pontosan akkor, ha M = ®(p,4™). |

Hangstlyozzuk azonban, hogy mindez csak étvigyperjesztésre clegendd. Saj-
nos magyar nyelven (tudomésunk szerint) mds olvasmvald nines. {Csak a bevezetSben
emlitett miivek.)

Az aldbbiakban Ajtai Miklds Gtleteit felhaszndlva Gjabb tételeket és alkaima-
zhsokat mutatenk,

A kdvetkez8kben a Banach—Steinhaus-tétel Altaldnositisaképpen egy kivetkezd
tipusit tételt 1atunk be: folytonos operdtorsorozatbé! konstruktivan definilt operé-
or folytonos.

4,15, Tétel: Legyen @ egy fornmia, amelyrél ZFC-ben beldthatok a kivetkezbk:
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a) VB, C,T% (B, C teljesen meirizdihaté topologikus vektorterek} &
¢ (B,C, T)=T* minden F=(F,: ncw) folytonos linedris operdtorsorozathoz,
E: B~C, egy F=T%F): B-RU{ec} konvex raciondlis leképezést rendel.”

Legyen

8= {F: Ran(T*(F)) E R}
£s
Ti==TY%S.
b) Legvenek F,: B--C folyfonos linedris operdtorok és jelolje
b=y~ im= (B By s Fyogs By Fueys 003

ekkor T{(F: i<ny~) folytonos bdrmely néw-ra.
¢} Tetszbleges F, néw és xcB esetén .

IT(E)®)] = n = [T(Frm)~) = n
elég nagy m-~o-ra,
d) Ha MG N tranzitiv ZFC-modellek, B, Ci6M, B,, C.6 N teljesen metri-
zdthato vektorterek, B\ GB., C\GC, sird és By, ill. Cy metrikdja By, il C, metri-
kdjdnak kiterjesztése, tovdbbd, ha

M 3"'_° @('BJ.’ C!.& Tf)! N Em fﬁ(Bg, Cg, T!ao},
végiil, ha rterszdleges m-<w esetén az Fro By -Cy, £2: B,—~C, (i<m} folytonos
linedris leképezésekre teljesil FRGFPR, akkor
T ORKER = m)t) S TUFE E < m)T)
Ha a fenti négy tétel ferndll, akkor

ZFC + ,Ha B, C Banach-tér, {(B,C, T és Fe¢Dom (T, akkor T(F)
Jolytonas”.

A tétel elsd olvasdsra bonyulultnak tiinik. Azonban, ha végiggondolunk néhiny,
operdtorsorozatok folytonossgdrdl szold téeelt, a 2.6, Lemma és a jelen tétel bizo-
nyitdsds, és alkalmazdsait, akkor mér érthetfbbek a feltételel

A tétel bizonyitdsét epy fogalom beveretésével készitiiik el6.

4.16. Definicié (Levy hierarchia):

a) A o & formuldkat ekvivalensnek mondink a I' formulahalmaz felett, ha

Fl S R A

b} Bgy ¢ formula csak korldtos kvantorokat tartalmaz, ha a benne levd kvanto-
rok (3xcd), llletve (Vx€A4) alakiak (tchdt halmazokon futnak).

¢} A T, és a H, formulaosztily olyan formuldkbd] &1, melyek ZFC felett ekvi-
valensek epy csak korlitos kvantorokat tartalmazé formuldval,

d) A p formula X, .. formula (8}, 17, ., -formula}, ha ZFC felett ekvivalens egy

(3IDY(R), iletve egy (VEW(E)

alakd formuldval, ahol ¥ egy I7, (il X,)-formula.

e} A @ formula 4,-formuia, ha ZFC felett ckvivalens egy ¢ £,- és egy 8 17~
formuldval, 2
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Specidlisan, a 4, formulaosztily egybeesik a I, és I, formulaosztillyal, Kony-
nyen beldthatd, hogy a 4, formuldk abszoliitak,

4.17. Definfcid: Bgy X Halmazon értelmezett = parczéhs rendezést parcrélis
Jolrendezésnek mevezzitk, ha nincsen olyan (x;: i=w) sorozat X-beli elemekbdl,

hogy
Xisy mxg (V‘&m)- . B3

A kovetkezd 4llitds Snmagdban is ¢rdekes, gyakran alkalmazhatjuk a modell-
ehméletben.

4,18, Alitas (131, [4]):

aj A (X, )=, yG XXX és y parcidlis jélrendezés X-en” formula 4, -formula,
b) A A, -formuldk abszolitak a tranzitiy €~ZFC -modellekre nézve. . _

'BIZONYITAS
a) A
Y(X, =)= (VI[f: o X figgvény = (Inca)f(n+1) £ f(M]”
formula H,,
SX, =)= 03NS ﬁiggvf:ny & Dom{(f) = X &
& (yxeX }.(‘f(x) rendézém) &
& (Vx, P)x = yeX = f(x) = [}
pedig egy X, -formula, mivel
»X rendszEm” = (V 2€x)(V € 2}{vt€x) &(V zex){v téx) {z = ¢\ z¢ 1V 1€z}

nyilvan A, formula.
Beldthatd, hogy o '
ZFC i 0 e i o 87,

ahonnan az a} pont kovetkezik.
b} Legyenek MGN ¢-modellek 65 XcM, legyen ¢ egy .- és § egy Hy-
formula, amire
ZEC - 4 « 5.

Akkor M=y (%)-bol Ne=y(X) ¢s Ne=3(%)bdl M=3(3) kdvetkezik; ennck iga-
zolését az Olvasdra bizzuk, ]
A 4.15. Tétel bizonyitdsa:

Legyen M epy tranzithy ZFC-modeEi és tegyiik fel, hogy
M = B, C teliesen metrizalhaté vektorterek & o(B,C,7T% & FeDom(T)".
Be kell ltnunk, hogy M=, T(F) folytonos”.
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Legyen
B={p: p figgvény & Dom(p) & @ & Ran{p) & {0, 1}, |p} < v}
és legyen
Pos ;1L esetén py =, p, fgpo & Pr-

Pﬂ:m <‘gi! ﬁe, g)

hérmas egy kénysrerképzet {egy Gn. Cohen-kényszerképzet). Vegyiink Py-ban egy
tetszfleges (F generikus fltert és legyen

N = M[G].

Jeldljitk szokds szerint B,, C -vel a B, illetve C terek N-beli teljessé tételével kapott
tereket, legyen adott F és n<o esetén F, az F, folytonos kiterjesztése B,-+C,
operdtorrd, végiil legyen F=i={(F,: n<w), Most d) alapjdn a B,, C, N-beli tér-
pérba tartozd operdtor T* kiterjesztése lesz, igy bevezetjiik r4 a T jelolést. Tudjuk,
hogy T%(F} konvex raciondlis funkciondl. Mésrészt a 2.1. Tétel (I Ajtai{l], [2-
ben) valdidban gy szél, hogy N=MI[G] megfeleld modell, ha G generikus filter
P,-ban, azaz barmely M-beli elemekbdl mint paraméterekbdl definidihatd konvex
funkcion4l folytonos, Eszerint To(f*) folytonossdgéhoz elég annyit beltni, hogy
To(F) egy konvex raciondlis funkciondl; és ehhez elég tudni, hogy

(%) Ran(T*(F-) G R .

Bzzel a bizcnyitéi; is készen lesz, hiszen ha To(F~) folytonos N-ben, akkor a To(F)
megszoritasa anndl inkdbb folytonos M-ben. Bizonyitsuk tehdt ( » }-ot. Tudjuk, hogy

Akkor a

(% %) Ran(TH(F)} & R.
Definiéljuk a '
Q, =)
parcidlisan rendezett halmazi, mint azon
g == ("9 S )

parok halmazde, ahol néw &

ME= (S ¢ B zart gomb, &tmérSje = 1?] &
& (Imew)(¥xe8) [T{(Fr m)y-}(x) > n}”.
A g=(nS) é ¢ ={,§) pérok parcidlis rendezése legyen a kbvetkezdS:
gsq S0 =1 & (8 S
A b} és ¢} feltételek alapidn azonnal ldthatd, hogy
(%) M = (@, =) parcidlisan jéirendezett”
pontosan akkor igaz, ha (%}; tovibbd _
(»*) . N = ,(0Q, =) parcidlisan jélrendezett”
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pontosan akkor igaz, amikor (% %), Mdsrészt, mivel a parcidlis jolrendevzettség
abszoliit a tranzitiv €-modelleken, (%) és (* %'} is ekvivalensek, akkor pedig {(»)
kéivetkezménye lesz {(» »)nak, amivel a bizonyftast befejeztiik,

[

4.19, Megjegyzés:

Az a}, b), ¢), d} feltételek automatikusan teljesiilnck a kovetkez8 egyenletes
korlatossagi tételekben, igy azok specidlis esetei a fenti tételnek.
(3) Egyenletes korlitossdg fétele (in. Banach-Steinhaus-tétel):

Ha B, C Banach-terek, F,: B-~C jfolytones, linedris és
S‘ip 153l = (¥ x€8},

akior
SUp £ < ==
Ha pedig létezik az
F&i= Jim B ()
limeszoperdtor, akkor F is folytonos. ) o

(1) Egyenletes korldfossdg tétele a m.m. valé konvergencifra:
Ha B egy Banach-tér, F,: B—~L°(0, 1} folytonos lnedris és
sup [F, G < o(¥ x¢ B)(m.m. t€(0, 1)),

akkor valamilyen ¢ valds szdmra

{F(x)) = c|lx]a,

ahol § az L%-on a szokdsos teljes metrika. (L. a 3.11. Allitds elftti definicickat.)
Ha pedig létezik az ' '

FMt= 3}31}“ F @ (YxeB)Y(mm. 1€(0, 1))

hatdrérték, akkor F is folytonos. 0

Nem ismert, hogy a c) €s d) feltételek szitkségesek-e a tétel dllit4sdhoz. Sajnos,
err8l t8bbet nem tudunk. '

Dolgozatunk hétralevd részében Ajtai 2.1. Tételét friuk 4t olyan topologikus
vektortérre, melynek topolbgidjas nem metrizéthaté. Erre egy példa a CT(Q) tér,
ami a disztribiiciéelméletben az alapfiggvények tereként kozismert (1. Radin [14]).
A bizonyitds részletesebb elemzésébdl kitlinik, hogy mas tipush topologikus vektor-
térben érteimerett konstruktiv funkciondlok folytonossigit is be lehet bizonyitani.
PL: legyen a V balmaz & (¥,: n<w) balmazsorozat ndv8 inidja (azaz V=
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={U{¥,: n<w} és V,&V,,,, ha nEw), legyen ¥V vektortér, melynek ¥, alterei (n€ow),
legyen tovébbé {¥,,1.},) Banach-tér (esetleg |[.|, raciondlis félnorma, esetleg
pszeudonorma) €s tegyiik fel, hogy ¥V a (¥,,1.l,) topologikus terek 4ltal generdlt
gyenge topolbgidval telies fopologikus vektortér,

Mint tudjuk, C5(£2) a kdvetkez8képpen adhaté meg:

4.20. Definicié: Legyen 2GR egy nyilt halmaz (most R” jel6li az "R Descartes-
szorzatot),

a) Egy /+ R"R folytonos fligevény tartdia
supp (/)= {x€R*: f(x) 0},

b) Cy(@):={f: R"R: supp(f) az  egy kompakt részhalmaza & f akdr-
hényadik rendd parcidlis derivaltjai lteznek 2-n}.
¢} fo» JECT (82} esetén fp-Zs f (k->oe), ha
¢,) van olyan K kompakt halmaz, hogy supp (JOEKER (Vkéw),
¢y DM f)~DH f) egyenletesen bdrmely 1=(i,, ..., i, }¢"0 multiindexre

_ P LT PE JO AW
[deﬁm’cié szerint Di s W}
Beldtjuk a kdvetkez8ket:

4.21, Tétel: Legyen M tetszbleges megszémidihatd, tranzitiv €-ZFC-modell, P,
a 4.15. bizonyitdsdban definidlt Cohen-kényszerképzet és legyen G& B generikus
filter M felett. Legyen ¢ a kévetkezd formula:

ZFC — (3 e(d)y & (vde(d) = d raciondlis konvex funkciondl
C ()-b81 R-be]”.

Akkor
MG = {(Vd)[e{d) = d folytonos]”.

A tétel bizonyftdsdhoz két segédtételre lesz szitkségiink.

4.22. Segédtétel: Legyen M megszdmldlhatd, tranzitte ZFC-modell, (P, =.1)
egy tetszbleges kényszerképzet, p P, €M és legyen o(x,y,z) olyan formula,
mely csak a jelzett vdlrozdit tartalmazza szabadon. Ha most

Po EE“ (3 !x)¢(xs 6) G)s

akkor van olvan 4cMP név, melyre

2o l— 94, & G). I

Ez az dllitds eléggé kOzismert, bizonyftdsa megtaldlhaté pl. Shelah [18)] vagy
Kunen [14] kdnyvében és Ajtai{l], [2]-ben is. A jeldiésekkel kapesolatban jegyezzitk
meg, hogy az M¥-beli neveket dltaldban ponttal, de az M elemeit jelSIG neveket ¥
jellel jeltliitk,

4.23. Definicid: Legyen ica-ra
?‘t;.‘ Po - P&
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olyan leképezés, melyre

A Dom(n,(p)) = Dom{p) (VpeF)
~J=p(), ba jeDom{p),jsi;
b) CXONO) I i o

Kénnyen 1athatd, hogy (%, rendezéstartd bijekcié Py-on, s6t
af = idp, (Vi€w)

Emiatt vilagos, hogy =, sliri halmazt siirlibe, filtert filterbe és generikust generikusba
visz. Tudjuk tovibbé, hogy
M{TﬁG} e MEG}.

4.24. Segédtétel (Ajtat 1], [2]): Legyen ¥ (x, v, z) olvan formula, melynek csak
a jelzett vdltozdi szabadok, és nem tartalmazza a G nevet. Legyen tovdbbd p.c P,
Dom (p&fCw, hcw, hzj,, tovdbbd be M® olyan név, amelyre

Dol b fuggvény & Dom(b) = & & (Vued)g(b(m,n &y’
Ekkor van olyan ac M¥ név, melyre
@ Pell— 6 fliggvény & Dom(d) = & & (Vned)(d(n),n, &)

Tovdbbd barmely G G* M feletti Fy-generikus filterekre p,cG’, p,£G”, (UG ) k)=
=(UG"(k) (kzh) esetén ' _

(iD) @Gk = @6 Nk (k= h).
BIZONYITAS:
Legyen
= {v: jev<k & (UGHY) = 1},

és :
®u= [T n, Go=2%(G)
vei .

Mivel 7* automorfizmus B-on, ezért G, is generikus filter (nem jeldliiik a régzitett
Jo-t6l valo fiiggést), Tudjuk tovdbb4, hogy

MIGy) = MIG], GeMIG).
Vannak olyan paraméter nélkiii ¢, és @, formuldk, hogy [/=0 és l=k esetén
ZEC b V% Dig(x, 3, 2) = {x Penév & z & )", '
MIG] = (VX )Y [@olx, 3, G) = (x¢ MP név & y = x[G])]",
MIG,] = Y%, 2) [0u(%, 3, G) = (e MP név & » = x[G)]".

fgy talslhaté ZFC-nek olyan ¢ formuldja, hogy tetszbleges GG B, M felett generikus
filterre p,€G esetén az M[G]k,,0(x, b[G], GY" 4llitds pontosan akkor igaz, ha
x fiiggvény, Dom (x}=w és minden k€ esetén x(k)=(b[G})(k). Mivel be MP
rogzitett s 2 (G, k<m) sorozat eleme M[G]-nak, fgy

Pa g_ ”(3 !x)fps 5, G ",




Most 4.22. alapjdn van olyan a¢ MP? név, amelyre
@IGDK) = BIG)K) (kew)
tetsz8leges G F, generikus filter esetén. Tudjuk, hogy

Po §_ ”(Vkefé)!]l(b En}, n, 5)",
és p€G, minden Kk€arra, ebb8l pedig kdvetkezik, hogy bérmely G-re piG

esetén
) M{G} F ”g’ (d {G}’ B, CV)"”

Ez bizonyitia (i)t, kiszen ¥ nem tartalmazza a G szimbdlumot. Végiil legyen G &
G” olyan B -generikus filter M felett, hogy

(UG = (UG (k= h),
akkor rogritett k esetén,
(@[’ Nk = (BIGINK) = (BIGINK) = (4167,
ami bizonyitia (i)t , 0

Most ratériink a 4.21. Tétel bizonyHdsdra.

Legyen M tetsz8leges megszémléthaté tranzitiv ZFC-modell és ¢ olyan for-
mula, amelyrdl a tétel szoL Tepyiik fei indirekte, hogy van clyan GER generikus
fiter &s de MG, hogy

M{G] = ,,0(d) & d nem folytonos”.

Jelgtiik M{G]-t N-nel. Ha © jeldd N-ben az azonosan 9 fliggvényt R™-bG R-be,
akkor van olyan (f;: k€w)EN fiiggvénysorozat, fitCo(R) és f€w, amelyre

Mérmost (N-ben okoskodva) kivdlaszthaté olyan (f; : r€w) részsorozat, hogy
minden i multiindexhez van olyan r{i), amire

DSl s ng,? (Vr > r@d),

shol |.jl. a szokdsos supremum-porma.
Ezért taldlhatok olyan O=g,<? raciondlis szémok, hogy 2

' &= a5,
jelolés mellett fenndll

Iy <dg)<s (vrea)

Tovibba, g¢,~t miatt minden 1 multiindexre

i

1Digl., = o (Vrz r@)
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Innen kdvetkezik, hogy minden i-re
2 VORID gl <o

(Vegyiik észre, hogy UG egy a»béi {0 1}-be képezd fiiggvény, (UG)(k) pedig 0
vagy | minden k<a-ra) fgy létezika

h= 3 (UG® g
kel

dsszepfiiggvény, nevezetesen a sor konmvergens a -%» limeszfogalomra nézve. fgy

tehidt heCT(Q) &s igy d(h)<u valamely wée termésretes szdmra, A fenti 4iH-
tasokat leirhatjuk egy ¢ formuldval. Mivel v igaz N-ben, annak teljesiilését for-
szoljn egy p.C B, feitétel. Azax

-

Poli— »(¥3 multiindexre)(vk > r(i)) ID(g] = (.%)
b h= 3 (UO®Y & ddy <1 &

& (vned) [[#3) <dwa <] .
Legyen most - :
Jo = max {u, max (I)om (Po))}-

Alkalmazzuk a 424t a kovetkezéi mennyiségekre
Legyen S
_ bRy= (UG R 4y
tovabbé a 4.24-beli k Tegyen egyenld (ko+1)-gyel &s legyenek G, G” generikus filte-

rek M felett ﬁgy, hogy _
' (UGWJ) = (UG J) = # Jos

azonkivui PoEQ, poeG” Most M[G'|=M[G"}-ben érvelve felithaté a kivetkezd
becslésidne: ' - . .

%5"* = d(g,) = d{ 2 (UG )K) g3~ 2,’ (Le k) &) =
= d{ Z' (UG’)(k)g&)%-d( Z (UG”)(k)ga) = 2n,
ami elentmondés. - : sl : m;

Végezetill megemlitiink még egy alkalmazdst Ajtai [2]-bél, mely hasonld médon
is igazothatd.

4.25. Tétel (Hurwitz): Ha . {f(2): n«:w) TCC-n értelmezett komplex wﬁito-
2ds reguldris fiiggvények egy sorezata, és f,-+f egyen!ete.ren, FuQ, akkor a

(VzeTH¥n<w) fi(2)=0 - -

Sfeltételh§l kivetkezik, hogy .
(VzeTy fly=0. - 0
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Vérhatéan a mdédszernek még tovabbi alkalmardsai kerilnek napviligra a
jovBben, Végtil megfogalmarunk néhény probiémat.

1. Probléma: Adjunk meg olyan formmulaosztilyt, amelyben érvényes a kivet-
kezd Alltas:

Ha ilyen formulaval definidtunk Banach-tereket és ezek kozott haté linedris
leképezéseket, majd ezek realizdlésdt az MEN tranzitiv megszdmldthaté ZFC-
modellekben, akkor megadhatd egy izometrikus bedgyazdsa az M-ben realizdlt terek-
nek az N-ben realizéltakba, ami természetes abban az értelemben, hogy a formulé-
val definidlt leképezésekkel felcserélhetd (1. a 2.6, Segédtételt),

2. Probléma: A 4.15. Tételbs) elhagyhatd-e, illetve egyszeriisithetG-e a ¢) és
d} kikStes?

3. Probléma: Meddig élesithetd a 4.21. (illetve a 2.1.) Tétel?
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O (TPUHIIMNRE BAHAXA»
M. KOPBAT, H. 150 » H. CAJIKAM

M. Ajtai 8 [1], 2] noxazan w10 ecam Mut panes Cohen-TesepRTecoe POLECTRCRREOL TRCA0
x mobolt mopens or ZFC, B #opolt Moness creayioman reopema obpiron: «Hasnstt mameapusd
OHEPATOP MEKILY TPOCTPaHCTIBAME DBamaxa (omepatopni B HDOCTPANCTBA ONpenenmiorcs GopmMy-
JaME FEPBOro DOPSIE:R) Mempepripanit.y Koraa ate $opmymst a6COMIOTHH B KAXEM-TOM CMEICHE,
ek nomydsM abcomorane Teopemzr {sanpumep Teopemm 2.4 ® 2.6). Mu ofobiaemM a1y 7 npyrae
Teopeme: {1, 21 8 Teopemax 4,15 1 421,

Kpome TOro sl JRIANM DPUMEHEHHT: ZOKZWEM aliCOomorasie TEODeME: B AHASEIE, MOHONE~
IyeM METOIE MaTeMarRIeckol Tormka (Teopemst 3.21 7 4.19). B cratse Mst HRUmeM HIeMeRTRD-
HOE BRCACHHE B TCOPHIO JOTAKE NEPBOTO MOPATEA ¥ KOHCTPYKTHBEYIO TCOPHIO MEOXeCTE (wacts 1}

E Metom Gopersra {(zacs 4.

ON ,,BANACH'S PRINCIPLE"
M. HORVATH, L JOO and L SZALKAY

M. Ajtai proved in [1) and {2] that adding a Cohen-generic real to any model of ZFC, in the
generic extension every linear operator between Banach spaces {all the spaces and the operators
are definable by first order formulae) is continuous.

When the formnulae above satisfy certain absoluteness conditions, we can derive absolute
theorems (see ¢.g. Theorems 2.4 and 2.6). We generalize this and Ajtai’s other theorems in Theo-
rems 4,15 and 4.21. Further, we give applications: derive absolute theorems in analysis using mathe-
matical logical methods (Theorems 3.21 and 4.19). Wealso give an elementary introduction into the
theo% of first order logics, constructive set theory (Section 1) and Cohen'’s forging method (Sec-
tion 4). - :




