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5. Linearis rendszerek

5.1. Linearis algebrai el6ismeretek

Tekintsiik az

a1121 + appry = by (51)

a1 + agre = by (5.2

linearis egyenletrendszert. Az egyenletben szerepld egytitthatokat egy 2 x 2-es métrixban, az
x1, T9 ismeretleneket, illetve az egyenlet jobb oldalat pedig 2-dimenzids vektorokban tarolhatjuk,

azaz legyen
_ (ann a2 _ (™ _ (0 )

A_<a21 a22>’ X_<!L"2)’ _(bz ‘

Egy 2 x 2-es métrix és egy kétdimenzids vektor szorzatit az
< ail a2 > < z1 ) _ < a1171 + a1272 )
a a2 T2 2171 + a2272
képlettel definidljuk. Ezért az (5.1)-(5.2) egyenletrendszert vektoridlisan az
Ax=Db (5.3)

alakban irhatjuk fel.
Az els6 egyenletet age-szeresébdl kivonva a méasodik egyenlet aqo-szeresét, kapjuk, hogy

(a11a22 — a12a21)x1 = brage — baaie,
azaz, ha aj1a92 — a12a91 # 0, akkor

biags — baai

r1 = .
a11G22 — 412021

Hasonléan kiszamithaté, hogy
beair — bian

o = .
11022 — 12021

A fenti képletek nevezdiben talalhaté
det(A) = ar1az2 — a12a21

kifejezést az A matrix determindnsdnak hivjuk. Itt a matrix féatldjaban levé elemek szorzatabdl
vonjuk le a mellékatléban levo elemek szorzatat. A determindns jelOlésére szokas még a

det(A) :( G o (

jelolést is hasznalni.
Hasonldan, egy 3 x 3-as

ail a2 Qi3
A= axn ax a3
a3zl azy ass

matrix és egy 3-dimenzids
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vektor szorzatat a
ail a2 a3 T a11x1 + a12T2 + a13x3
Ax = ag21 Q22 Q93 xIo = a1 + a2 + a23x3
a3l asz a33 3 3171 + a3z2T2 + as3xs

képlettel definidljuk. Ebben az esetben az (5.3) egyenlet az

a1 +apre +azrs = by
a21T1 + a22%2 + ag3x3 = by
a31x1 + azare +azzrs = b3

linedris egyenletrendszert jeloli, ahol

by
b= b |.
b3
Ebben az esetben az A matrix determinansat a

det(A) = (11Q22033 + 012023031 + 13021032 — (13022031 — 411023032 — G12021033

formuldval definidljuk. Ezt a képletet gy jegyezhetjiik meg példaul, hogy leirjuk az A matrix
els6 két oszlopat a matrix mellé:

ai; a2 a3 aix a2
a1 a2 azz az a2 |,

asz1r a3z2 Ga33 a3z1 a32

és az igy kapott kibOvitett matrix féatléiban levs elemek szorzatainak Osszegébdl levonjuk a
mellékatlokban levo elemek Gsszegét.

A maétrixok szorzasat az altalanos esetben az aldbbiak szerint értelemezziik: Legyen A egy
n X m dimenziés matrix, B pedig egy m x k dimenziés métrix. Ekkor az A és B matrixok
szorzata egy olyan n X k dimenzids matrix, amelynek 2j-edik elemét a

m
Cij = E aieby;
=1

képlettel definidljuk. Egy négyzetes, n xn dimenzids matrix determinansanak fogalmat a 3 x 3-as
esethez hasonléan definidlhatjuk.

Azt az n x n-es matrixot, amelynek féatléjaban csupa 1-es, az Gsszes tobbi elemében pedig
csupa 0 all, n-dimenzids egységmdtriznak hivjuk és I-vel jeloljik.

Egy A n x n-es matrixot invertdlhaté mdtriznak neveziink, ha létezik egy A~ n x n-es
matrix, amelyre

AAT' =ATTA =1
teljesiil. Ekkor az A~! métrixot az A méatrix inverzének hivjuk.
5.1. Tétel. Tetszdleges n x n-es A mdtrizra az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
1. Az A mdtrix invertdlhatd.
2. det(A) # 0.
3. Az Ax = b linedris egyenletrendszernek minden b-re létezik egyértelmid megolddsa.

Ha az Ax = b egyenletrendszernek létezik megoldasa, akkor a megoldds az x = A~ 'b
alakban felirhato.
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5.2. Tétel. Az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszernek akkor és csak akkor létezik nem-
trividlis (x # 0) megolddsa, ha det(A) = 0.

Az aldbbi tételben Osszefoglaljuk a determindns néhany fontos tulajdonsdgét.
5.3. Tétel. Legyen A, B n X n-es mdtrixok. Ekkor

1. det(A) =0, ha A egy sora (vagy oszlopa) azonosan nulla;

2. det(A) =0, ha A két sora (oszlopa) azonos;

3. det(AB) = det(A) det(B);
4. det(A~1) =1/det(A);
5

. Ha B-t 1igy kapjuk az A mdrtizbdl, hogy annak valamely sordt (oszlopdt) megszorozzuk egy
¢ konstanssal, akkor det(B) = cdet(A).

6. Ha B-t dgy kapjuk az A mdrtizbdl, hogy annak két sordt (oszlopdt) felcseréljiik, akkor
det(B) = —det(A).

7. Ha B-t igy kapjuk az A mdrtizbdl, hogy annak egyik sordhoz (oszlopihoz) egy mdsik sor
(0szlop) c-szeresét (c € R tetszbleges) hozzdadjuk, akkor det(B) = det(A).

8. Jellje Ayj azt az (n — 1) x (n — 1)-es mdtrizot, amelyet az A mdtrizbdl annak i-edik sora
és j-edik oszlopa elhagydsdval kapunk. Ekkor a determindns i-edik sora szerinti sorfejtése

det(A) = Zn:(—l)iﬂaz'j det(A;j),

j=1
a j-edik oszlop szerinti sorfejtése pedig
n

det(A) =Y (—1)"a;; det(Ay;).
=1

Azt mondjuk, hogy a H C C™ halmaz altér C™-ben, ha zart a linedris kombinécié képzésre,
azaz, ha x,y € H, c¢1,c2 € C, akkor c;x+ oy € H.

Azt mondjuk, hogy az x() ... x(™) e C" vektorok linesrisan fiiggetlenek, ha valamely
ClyernsCm € Cre x4+ 4 ¢,x(™ =0, akkor ¢; = -+ = ¢, = 0.

Azt mondjuk, hogy a H C C" altér m-dimenzids, ha létezik xV, ... x(™) e H linedrisan
fliggetlen vektorok, amelyre H = {clx(l) + ot emx™ e e € C}, azaz a xW L x(m)
vektorok linearis kombinécidi eléallitjdk H barmely elemét.

Legyen A egy n X n-es matrix, I az n X n-es egységmatrix. A
p(A) := det(A — AI)

n-edfoku polinomot az A karakterisztikus polinomjdanak nevezzik, p gyokeit az A matrix sajdt-
értekeinek, az
AgE =X

illetve az ezzel ekvivalens

(A—X)¢E=0

egyenlet egy € # 0 megolddsit az A matrix A-hoz tartozd sajdtvektordnak nevezziik. Ha A
k-szoros gyoke p-nek, akkor azt mondjuk, hogy A algebrai multiplicitdsa k.

A sajatértékek és sajatvektorok linedris algebrdabdl ismert néhdny fontos tulajdonsagat a
kovetkez6 tételben foglaltuk Gssze.
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5.4. Tétel. Legyen A egy n X n-es valos mdtrix.

(i) Az A mdtrix X sajdtértékhez tartozo sajdatvektorai linedaris alteret alkotnak C™-ben.

(i) Ha X valos, akkor a hozzd tartozo € sajatvektor vdlaszthato valds vektornak.

(iii) Ha \1,...,\s pdronként kilonbozé sajatértékei A-nak, akkor a hozzd tartozo E(l), ... ,E(s)
sajdtvektorok linedrisan figgetlenek.

(iv) Ha A szimmetrikus mdtriz, akkor sajdtértékei valds szamok, és megadhato sajatvektorokbol
allé bdzis C™-en.

(v) Ha A-nak létezik A = o+ i3 komplex sajdtértéke a € = u+iv sajdtvektorral (u,v € R"),
akkor u és v linedrisan figgetlen.

(vi) Ha A-nak X = o + i3 komplex sajdtértéke a & = u + iv sajdtvektorral, akkor A=a—if
is sajdatértéke a & = u — iv sajdtvektorral.

Az A matrix \ sajatértékéhez tartozd sajatvektorok linedris alterét mas szdval a \ sajatérték
sajdtalterének nevezziilk. A X sajatérték sajatalterének dimenzidjat, azaz a A\-hoz tartozd line-
arisan fiiggetlen sajatvektorok maximdlis szamat a A\ sajatérték geometriai multiplicitdsdnak
nevezziuk. Ismert, hogy egy sajatérték algebrai multiplicitdsa mindig nagyobb egyenld, mint a
geometriai multiplicitdsa. Az el6z6 tétel (iv) pontja szerint szimmetrikus matrixok sajatérté-
kének geometriai multiplicitdsa mindig megegyezik az algebrai multiplicitdsdval. Amint azt az
alabbi példdk mutatjik, nem szimmetrikus matrixok esetében a geometriai multiplicitas lehet
egyenlo, de lehet kisebb is, mint az algebrai multiplicitas.

a=(3 %)

matrixot. Ennek karakterisztikus polinomja

p(A) = det ( oL ) — A2~ 12\ 420,

5.5. Példa. Tekintsiik az

ezért A sajatértékei \y = 2 és Ay = 10. Ekkor természetesen mindkét sajatérték egyszeres
algebrai multiplicitasa és egyben a geometriai multiplicitdsuk is 1.

Tekintsik az
("5 ) (8)=(0)
-5 7= & )\ 0
sajatvektor egyenletet. ElOszor nézziik a Ay = 2 sajatértéket. Ezt behelyettesitve a fenti egyen-
letbe kapjuk

31 -3 = 0
56 456 = 0.

A két egyenlet Osszefliges, ezért az egyik egyenlet elhagyhaté. Marad példaul az els6 egyenlet:
3¢ — 36 = 0. Ennek természetesen végtelen sok megoldasa van: & = &». Egy lehetséges

megoldas példaul
1
¢W = ( 1 >

Most vegyiik a Ay = 10 sajatértéket. Ebben az esetben a sajatvektor egyenlet

—5§1—36% = 0
—56 —3&% = 0,
amelynek egy lehetséges megolddsa
(1)
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5.6. Példa. Tekintsiik az

matrixot. Ennek karakterisztikus polinomja

-2 0 1
p(A) = det| =5 1—-X 5
1 0 -

= XA+
= XA-1D-x\-1)
= A=1%*\+1).
fgy A sajatértékei \y = —1 és Ay = 1, ahol A; egyszeres, Ao pedig kétszeres gyok, azaz \;

algebrai multiplicitasa 1, Ao algebrai multiplicitasa pedig 2.
A sajatvektor egyenlet most

A 0 1 & 0
5 1-X\ 5 & |=(0].
(e s (8)- ()

El6szor vegyiik a A1 = —1 sajatértéket. Erre a fenti egyenletbdl kapjuk

&L+& =0
—5&1 +26%+58 = 0
&+& = 0.

Az els6 és az utolsd egyenlet azonos, igy az egyiket elhagyhatjuk:

&i+& = 0
—b& + 28 + 58 = 0.

Ez a két egyenlet mér fliggetlen (az egyik nem konstansszorosa a mésiknak). fgy a harom
ismeretlen koziil, ha az egyiknek az értékét rogzitjiik, akkor a masik valtozé mar egyértelmiien
meghatarozott lesz. Legyen példaul £3 = 1, ekkor

& o= -1
—5& 4+ 26 = 5.
amelybdl & = —1 és £; = —5, azaz a A\ = —1 sajatértékhez tartozé egy lehetséges sajatvektor

e — Zé
5 )

Most tekintsiik a Ao = 1 sajatértéket. Ebben az esetben

-&1+& = 0
—5§1 +583 = 0
&s—-& = 0.

Lathato, hogy a masodik és a harmadik egyenlet is az els6 tobbszorose, igy mindkettd elhagyhato:

& +& = 0.
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Ekkor &1 = &3 és & pedig tetszoleges. fgy példaul a

5(2) _ %) és 5(3) _ %
1 1

vektor a Ay sajatértékhez tartozo sajatvektora A-nak, és ezek a vektorok linedrisan fiiggetlenek
is (az egyik nem konstansszorosa a mdsiknak). Ezért a Ay sajatértékhez tartozé sajitaltér 2
dimenzids, azaz A9 algebrai multiplicitdsa és a geometriai multiplicitasa is 2. O

5.7. Példa. Tekintsiik az
-4 1 5
A= —-14 5 10
-1 1 2

matrixot. Ennek karakterisztikus polinomja
—4— A 1 5
p(A) = det -14 5—-X 10
-1 1 2—A
= N -3\ -9)+27
= AA—9) -3\ -9)
= M-9\-3)
= (A=3)2(\+3).
Ezért A sajatértékei \; = —3 és Ao = 3, ahol A\ egyszeres, Ao pedig kétszeres gyok, azaz \;

algebrai multiplicitdasa 1, Ao algebrai multiplicitasa pedig 2.
A sajatvektorok szamitdsahoz tekintsiik a

—14 5-X 10 & = 0
—1 12—\ &5 0

sajatvektor egyenletet. El0szor nézziik a A\ = —3 sajatértéket. Erre a fenti egyenletbdl kapjuk

&1 +&+565 = 0
—14& +8& +1083 = 0
&1 +&+56 = 0.

Az els6 és az utolsé egyenlet azonos, igy elhagyhatjuk az utolsét:

& +&+58 = 0
—T&1 +4& 4+ 583 = 0.

Két egyenlet maradt, igy a sajataltér egydimenzids. Legyen példaul {5 = 1, ekkor

—&1+& = =5
_751 + 462 = _57
amelybdl & = —5 és &, = —10, azaz a \; = —3 sajatértékhez tartozd egy lehetséges sajatvektor

-5
O = —10 J.
- ()
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Most vegyiik a Ay = 3 sajatértéket. Erre kapjuk
=76 +&+5 = 0
—14& + 285 4 10&3
—§1+& -8
A maésodik egyenlet az els6 kétszerese, igy elhagyhaté:
—T61 +&+583 = 0
—“&1+&—-& = 0.
A maradék két egyenlet mar fliggetlen, fgy megint, ha {3 = ¢, akkor a
=71 +& = —5c
—&1+&% = ¢

egyenlet egyértelmilen megoldhatd: & = ¢ és & = 2c¢. fgy a Ao = 3 sajatértékhez tartozo
tetszoleges sajatvektor felirhato a
1
5(2) = C 2
1

alakban, azaz a Ay sajatértékhez tartozd sajataltér csak 1 dimenzids, tehat Ao algebrai multip-
licitdsa ugyan 2, de geometriai multiplicitasa csak 1. O

Il
o o

5.2. Linearis differencidlegyenlet-rendszerek

Legyen I C R egy nyilt intervallum, ¢ty € I, ai;, f;: I — R (4,5 = 1,...,n) fiiggvények, és
tekintsiik az

i (t) = an(t)zi(t) + -+ arn(t)zn(t) + f1(t)
Tn(t) = am(O)21(t) + -+ ann(t)zn(t) + fu(t)
n-dimenzids elérendii differencidlegyenlet-rendszert a hozza tartozé
x1(tg) =21, ..., xnp(to) = 2zn
kezdeti feltételekkel egyiitt. Ekkor a fenti feladatot réviden az
x' = At)x +f(t), tel, (5.4)
és az
x(tg) =z (5.5)

vektoridlis alakban frhatjuk fel, ahol A: I — R™*™ f: I — R", és

A(t) = (ai(nxns x(8) = (@1(1), -,z (@), £E) = (f6), o, fu®)T, 2= (21,000 20)T
Az egész szakaszban feltessziik, hogy A és f folytonos fliggvények.

Tekintsiik az (5.4) egyenlet homogén megfeleljét:
x' = A(t)x, tel (5.6)

A 3.26. Tételt erre a linedris esetre alkalmazva kapjuk az alabbi eredményt.
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5.8. Tétel. Hao A: I — R"" ésf: I — R" folytonos fiigguények, akkor az (5.4)-(5.5) kezdeti
érték feladatnak minden z € R™ vektorra létezik egyértelmi megolddsa az I intervallumon.

Most is konnyen lathatd, hogy a homogén egyenlet megoldésainak linedris kombinacidja
szintén megoldasa a homogén egyenletnek.

5.9. Tétel. Az (5.6) homogén linedris egyenlet megolddsainak halmaza linedris tér.

Az {xM) ... x(™} halmazt az (5.6) homogén egyenlet fundamentdlis megolddshalmazinak
vagy a megolddsok alaprendszerének nevezziik, ha xU, ... x(™ megolddsai az (5.6) egyenletnek
és linearisan fliggetlen fliggvények I-n.

Helyezziik el az x() vektor érték{l fiiggvény képletét egy métrix elsé oszlopdban, az x(2)
fiiggvényt a méasodik oszlopdban, és igy tovabb, az x(™ fiiggvényt az n-edik oszlopdban. A
kapott matrixot (x(1(¢),...,x("(t)) jeloli. Ennek a métrixnak a determinénsét az x(1, ... x(")
megoldasok Wronski-determindnsanak nevezziik:

W(t) = det(xV (1), ..., x™(1)).
Megmutathatok az alabbi allitdsok.

5.10. Tétel. Az x ... x™ figguények linedrisan figgetlenek az I intervallumon, akkor és
csak akkor, ha a Wronski-determinansuk nem azonosan nulla I-n.

5.11. Tétel. Legyen x, ... x™ olyan megolddsai az (5.6) egyenletnek, amelyek az
xW(tg) =20, ..., xM(ty) =2z™ (5.7)
kezdeti értékekhez tartoznak. Ekkor az xV, ... x™ figguények akkor és csak akkor linedrisan
fiuggetlenek az I intervallumon, ha a
2z, 2™
vektorok linedrisan flggetlenek, azaz
W(to) # 0

5.12. Tétel. Az (5.6) egyenlet megolddsainak halmaza n-dimenzids linedris tér.

5.3. Konstans egyiitthatés homogén linearis rendszerek

Legyen A € R™ " és tekintsiik az

konstans egyiitthatos homogén linedris rendszert.
Keressiik az (5.8) egyenlet megolddsat az

x(t) = eMg
alakban, ahol € valés vagy komplex vektor. Ekkor

x'(t) = AeM¢,
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ezért visszahelyettesitve az (5.8) egyenletbe kapjuk, hogy
AeME = AeME,
ami pontosan akkor teljesiil, ha
(A — AD)¢ =0,
azaz A sajatértéke A-nak, € pedig a A\-hoz tartozd sajatvektora A-nak.

Az 5.12. Tétel szerint tehat elegendé n darab linedrisan fliiggetlen megoldast taldlni, mert
ekkor ezek linedris kombindcidjaként az Osszes megoldds felirhatd. Kiilonbozé eseteket kiillonboz-
tetliink meg.

1. eset: paronként kiillonb6z6 sajatértékek

Tegyiik fel, hogy A1, . . ., A, paronként kiilonbozé sajatértékei, €, .. . €™ pediga A1, ..., A\
sajatértékekhez tartozd sajatvektorai A-nak. Linedris algebrabdl ismert (lasd az 5.4. Tételt),
hogy ekkor E(l), R (") linedrisan fliggetlen vektorok. Kaptuk ekkor, hogy

xW)y=eMte® 0 xM)y =Mt teRr (5.9)
megoldésai az (5.8) egyenletnek. Masrészt
w(xW, .., xM)(0) = det(xM(0), ..., x™(0)) = det(eM), ..., M) £ 0,

hiszen E(l), B (") linedrisan fiiggetlenek. Ezért x(M), ... x(™ linedrisan fiiggetlenek, azaz (5.9)
egy alaprendszere az (5.8) homogén egyenletnek. Ebben az esetben az (5.8) egyenlet altaldnos
megoldasa

x(t) = creMe® .o 4 g etnte™),

Ha minden sajatérték valés, akkor az (5.9) alaprendszer valés fiiggvényekbdél all, de ha van komp-
lex sajatértéke az egylitthatématrixnak, akkor az (5.9) fliggvények kozott komplex fiiggvények
is vannak. A kovetkezd esetben azt mutatjuk majd meg, hogy ezeket a kompex megoldasokat
mindig helyettesiteni lehet valés megoldasokkal.

5.13. Példa. Oldjuk meg az
x' = ( _g _g >x (5.10)

egyenletet az

kezdeti értéket haszndlva! Az egyiitthatémaéatrix sajatértéke Ay = 2 és Ay = 10, a megfeleld
sajatvektorok &) = (1,1)7 ¢és @ = (3,—5)T. Ezért az egyenlet altaldnos megoldasa

x(t) = 1€ ( % ) + coet? ( _g > , (5.11)

azaz komponensenként kiirva a megoldast

xl(t) = 01€2t + 302610t
zo(t) = cre® — 5egel™,
A kezdeti feltételt alkalmazva
ct + 3¢ =1
c1 — 5(32 = 0,
amelynek megolddsa ¢; = 5/8 és co = 1/8. Ezért a kezdeti érték feladat megoldasa
5 1 1 3
x(t) = ge2zt < L ) 4 g6101t ( 3 ) ’ (5.12)
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azZazZ
x1(t) = ge% + gewt
) )
.Z'g(t) — ge2t _ gelOt

2. eset: komplex sajatértékek

Tegylik fel, hogy A = a + i3 komplex sajatértéke A-nak,
E=u-+iv

pedig a A-hoz tartozé (komplex) sajétvektor. (Itt u a & vektor koordindtdi valds részét, v pedig
a képzetes részeit tartalmazé vektor.) Ekkor tudjuk, hogy A = o — i is sajatértéke A-nak és a
hozz4 tartozd sajatvektor pedig

E=u-—iv.
Kapjuk, hogy
x(t) = eMg
e(a—l—i,@)t(u + iV)
= e™(cos Bt + isin Bt)(u +iv)
= e (cos Btu — sin St v + i(cos Bt v + sin [t u)>
komplex értékii megoldasa az (5.8) egyenletnek. Most is, mint a skaldris linearis egyenleteknél,

konnyen ldthat6, hogy a komplex megoldas valds ill. képzetes része megoldésa az (5.8) egyenlet-
nek. Azaz

xD(t) = e (cos ftu — sin Gt v) és x@(t) = e (cos ft v + sin ftu)

megoldasok, és az is igazolhatd, hogy x(l)(t) és x(@ (t) mindig linedrisan fiiggetlenek. fgy az

4ltaldnos megoldds képletében a eM¢ és eME€ komplex megoldésok helyettesithet8k az x(M), x(2)
megoldasokkal.

5.14. Példa. Oldjuk meg az
(17 w0 (})

feladatot! Az egylitthatomatrix sajatértéke Ay = 6+ 3i és Ay = 6 — 3i, a megfelel sajatvektorok
e = (5,1 + 3i)T és €? = (5,1 — 3i)T. Az egyenlet egy komplex megoldésa tehat

o (6+30)t ( . -E?n’ > = ¢%(cos 3t+z’sin3t)< 1 _532' >

6t ( 5 cos 3t + 5t sin 3t )
- ¢ cos 3t — 3sin 3t 4+ i(3cos 3t +sin3t) ) -

FEzért az egyenlet altalanos megoldasa
_ . 6t o cos 3t 6t 5sin 3t
x(t) = cre ( cos 3t — 3sin 3t > + e < 3 cos 3t + sin 3t )

A kezdeti feltételt alkalmazva 5
C1

(4] + 302

=N



76 MAM143A elbadasjegyzet, 2008/2009

amelynek megolddsa ¢; = 2/5 és co = 1/5. Ezért a kezdeti érték feladat megoldasa

2cos 3t sin 3t 2cos 3t 4 sin 3t
_ 6t 6t _ 6t
x(t) =e ( %cos3t—gsin3t>+e ( %coth—l—%sinZSt)_e < cos 3t — sin 3t >

3/a eset: tObbszOros sajatérték

A t6bbszoros sajatérték esetét csak a 3-dimenzids esetben vizsgdljuk. Az altaldnosabb eset
hasonlé, de joval tobb eset fordul elé. ElGszor azt tessziik fel, hogy A-nak A 3-szoros sajatértéke,
de a A sajatértékhez talalhaté & (1),5 (2), I3 (3) 3 db linedrisan figgetlen sajatvektor. Ekkor

harom linedrisan fiiggetlen megoldasa az egyenletnek, hiszen az x(1)(0) = e, x?)(0) = £,
x(3)(0) = 5(3) vektorok linedrisan fliggetlenek. fgy az altalanos megoldas alakja

x(t) = e (le(l) + 025(2) + 635(3)>.

Egy masodik esetben tegyiik fel, hogy A sajatértékei \; és Ag, ahol \; kétszeres, Ao pedig
egyszeres sajatérték, és Ai-hez taldlhaté két linedrisan fliggetlen sajatvektor: & (1) ¢s 13 (12) A No-
hoz tartozé sajatvektort jelolje & ) Ekkor is konnyen ellenorizhet6, hogy az egyenlet altalanos
megoldasa

x(t) = M (1 €0D + 2602 4 yeto1g®),

0 1
X/ = - 5 5 X
1 0
egyenletet!

Az 5.6. Példaban lattuk, hogy az egyuitthatéméatrixnak Ay = —1 egyszeres, Ao = 1 pedig
kétszeres sajatértéke. A A\ egy sajatvektora & 1) = (—1,-5,1)T, a Ay geometriai multiplicitdsa
2, és a hozzé tartozé €@ = (1,0,1)T és €3 = (1,1,1)T sajatvektorok linesrisan fiiggetlenek.
Ezért az egyenlet altaldanos megoldésa

-1 1 1
x(t)=cre [ =5 |+’ 0 | dezef [ 1 ].
1 1 1

Kétdimenzids esetben is hasonldan irjuk fel a megoldas képletét, ha a kétszeres sajatértékhez
két kinedrisan fliggetlen sajatvektor talalhaté.

5.16. Példa. Tekintsiik az 5 0

egyenletet. Az egylitthatématrix sajatértéke 2, ami kétszeres. A 2-hoz tartozd sajatvektok

5.15. Példa. Oldjuk meg az

0
1
0

példaul ( (1) ) és ( (1) ) Ezért az egyenlet dltalanos megoldésa

= fa(b) e (8)] = ().
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3/b eset: tobbszoros sajatérték

Tegyiik fel Gjra, hogy A algebrai multiplicitasa legalabb 2, de geometriai multiplicitasa csak
1. Legyen & a A-hoz tartozé sajétvektor. Ekkor eM€ megoldds, de sziikségiink van még egy, a A
sajatértékhez kapcsolddo, az el6bbitdl linearisan fliggetlen megoldasra.
A skalaris egyenletekre alkalmazott probafiiggvény mdodszerénél tapasztaltak alapjan termé-
szetes egy ujabb megoldast a
teMe 4 My (5.13)

alakban keresni. Ezt behelyettesitve az (5.8) egyenletbe
eME + AteME + NN = AteME + Aty

adédik. Itt pontosan akkor kapunk azonossagot, ha a teM és az e fiiggvények egyiitthatéi
megegyeznek az egyenlet két oldalan:

N = A€
E+An = An,
azaz ekvivalens alakban
(A=XI)¢ = 0 (5.14)
(A—-X)np = €& (5.15)

Ekkor az (5.14) egyenlet szerint & a A-hoz tartozé sajatvektora A-nak. Az (5.15) egyenletet
teljesité n vektort az A matrix A sajatértékhez tartozo dltaldnositott sajdtvektordnak nevezzik.
Nyilvanvaléan egy 1 dltaldnositott sajatvektor nincs benne a A sajatérték sajatalterében, hiszen
egyébként teljesitené az (5.14) egyenletet, azaz az (5.15) egyenlet barmely n megoldésa linedrisan
fliggetlen a £ sajatvektortol. Megmutathato a kovetkezo tétel.

5.17. Tétel. Legyen A egy olyan sajatértéke az A mdtriznak, amelynek geometriai multiplicitdsa
kisebb, mint az algebrai multiplicitdsa. Fkkor az (5.15) egyenletnek létezik legaldbb egy m megol-
ddsa, amely nem eleme az A mdtrix dsszes sajatvektorai dltal generdlt linedris altérnek.

5.18. Példa. Tekintsiik az
= (1)
egyenletet. Ennek karakterisztikus polinomja

p(\) = det N R E O

ezért a A = 2 sajatérték algebrai multiplicitasa kétszeres.
Tekintsiik az
(550 (8)=(0)
-1 3= &) L0
sajatvektor egyenletet. A A\ = 2 sajatértéket behelyettesitve a fenti egyenletbe kapjuk

61 +& = 0
—&1+& = 0.

Ennek egy lehetséges megoldasa példaul

2%
Il
~~
= =
—
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és lathaté, hogy minden mésik sajatvektor ennek konstansszorosa, azaz a A = 2 sajatérték
geometriai multiplicitasa 1.
A megoldés képletéhez ezért sziikségiink van az dltaldnositott sajatvektor felirasara. Te-

kintsiik a
(55 ) ()= (8)
-1 33—\ 2 52
altalanositott sajatvektor egyenletet. Behelyettesitve \ és & értékétm kapjuk, hogy

-m+n = 1
-m+mn = 1l

Lathaté, hogy az egyik egyenlet elhagyhaté, igy végtelen sok 1 adhaté meg. Egy lehetséges

megoldas a
n=(1)

vektor. Ezért az (5.13) képlet szerint a

1 0 t
teAt£+eAtn:te2t< 1)+e2t(1>:e2t<t+1>

megoldésa az egyenletnek. Ez lathatd, hogy linedrisan fliggetlen az els6 megoldastdl, ezért az
egyenlet altaldnos megoldésa

(1 2t t o c1 + cot
x(t) = cre <1>+626 <t+1)—e <01+02(t+1))

alakban irhaté fel.

5.19. Példa. Oldjuk meg az
—4 1 5
xX =1 —-14 5 10 |x
-1 1 2
egyenletet!

Az 5.7. Példaban lattuk, hogy az egytitthatéméatrixnak Ay = —3 egyszeres, Ao = 3 pedig
kétszeres sajatértéke. A \i egy sajatvektora & 1) = (—=5,—10,1)", a Ay geometriai multiplicitdsa
pedig csak 1, és & 2) = (1,2,1)7 egy lehetséges sajatvektora. Sziikségiink van tehat a harmadik
megoldds képletéhez a Ao = 3-hoz tartoz6 n dltaldnositott sajatvektorra. Az (5.15) egyenletet

alkalmazzuk, ahol a jobb oldalon a & = & ) vektort hasznaljuk:

=T + n2 + 513
—14n1 4+ 209 +10n3 = 2
—m+nN2—"n3 =

A maésodik egyenlet elhagyhatd, hiszen az elsé egyenlet kétszerese:

=Tn1 +mn2 + 513
—m+nN2—n3 =

A kapott két egyenlet mar fiiggetlen. Legyen példaul n; = 0, ekkor

m+on = 1
n—n3 = 1,
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amelynek megoldésa ne =1 és n3 = 0, azaz

,'7 - < ) '
Az egyenlet dltaldnos megolddsa tehat

-5 1
x(t) = cre 3t < —1(1) ) + et < % ) + c3

5.20. Példa. Tekintsik az

[en) )

1 0
te¥ | 2 |43 1 .
1 0
5 1 2
x' = 1 5 2 |x
-1 -1 2

egyenletet. Az egylitthatéomatrix karakterisztikus polinomja

5—A 1 2
p(A) = det 1 5-Xx 2
-1 -1 2-A

—\3 4+ 1202 — 48\ + 64
— (A —4)3.

fgy A-nak A = 4 haromszoros algebrai multiplicitasu sajatértéke. A sajatvektor egyenlet

Gi+&+25 = 0
E1+&+25 = 0
=& —&—25 = 0.
Most elhagyhato két egyenlet is. Marad

Ei+&+25 = 0.

Két szabadsagi fokunk van, tehat talalhatunk két linedrisan fiiggetlen megolddsat az egyenletnek.

Ilyen példaul
1) 1 @) -2
¢ 0 ¢ 1

Sziikségiink van tehat altalanositott sajatvektorra is a harmadik megoldas képletéhez. FEnnek
egyenlete

m+n+22n = &
m+n+2n = &
—mm—n2—2n3 = &3,
ahol & = (£1,6,63)T egy sajatvektora az egyiitthatématrixnak. Léthaté, hogy az egyenlet

jobb oldaldra sem a E(l), sem a 5(2) vektor nem irhaté, hiszen ezekre nem oldhaté meg az
egyenletrendszer. Keressiik tehdt a jobb oldalt & = ¢1& M 4 025(2) alakban. Ekkor az

m+mn2+2n3 = —c1—2c
m+mn+2n = ¢
—n—1n2—2n3 = C
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egyenletrendszert kapjuk. Ez pontosan akkor oldhaté meg, ha
—c1 —2¢9 = ¢ és —c1 — 2c0 = —co,

azaz ¢1 = —cg, példaul ¢y =1 és cg = —1. Ekkor

(1)

igy az altalanositott sajatvektor egyenlete

m+m+22ny = 1
m+mn+2n =
-m—mn-—2n = -1
Most is csak egy egyenlet marad
m+mn2+2n3 =1,

amelynek egy lehetséges megoldasa példdul

0
= -1 .
" 1
FEzért az egyenlet altalanos megoldasa
-1 -2 1 0
x(t) = el | ¢ 1 ) 4+e 0 | +cst 1 | 4+e3| —1 )
0 1 -1 1

3/c eset: tObbszoros sajatérték

Tegyiik fel ujra, hogy a 3 x 3-as A méatrix A sajatértékének algebrai multiplictdsa 3, geontban
leirtak szerint tekintsiik az (5.15) altalanositott sajatérték egyenletnek létezik egy n megoldasa,
de tegytik fel, hogy az az (5.15) egyenletnek nincs masik, az els6tél linedrisan fiiggetlen meg-
oldésa. Ekkor sziikségiink van még egy, a A-hoz tartozé megoldasra. Keressiik ezt az

1
x(t) = §t26>\t£ +teMn + eMw

alakban. Konnyen ellendrizhet8, hogy a fenti x(t) fiiggvény pontosan akkor megolddsa az (5.8)
egyenletnek, ha

(A-ADE = 0,
(A-AD)y = &
(A-=N)w = n.

A fenti w vektort az A matrix A sajatértékhez tartozo mdsodrendi dltaldnositott sajatvektordnak
nevezzik.

5.21. Példa. Tekintsiik az
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egyenletet! Szamitsuk ki az egylitthatématrix sajatértékeit:
T—-x -1 -1
p(A) = det 8 4-—-X 4
-1 1 7T—A
— A%+ 18)% — 108\ + 216
_(/\ - 6)37

igy A = 6 haromszoros sajatértéke az egytutthatomatrixnak. A sajatvektoregyenlet
1 -1 -1 &1 0
8 -2 4 & | =101,
-1 1 1 &3 0

§1—&—& = 0
8 — 28 +4&5 = 0.

amibdl

Legyen példaul &5 = 1, ekkor

§1—& = —1
81 — 28 = —4,
amelynek megoldédsa & = —1 és & = —2. A megfelel§ sajatvektor tehat

()

a sajatérték geometriai multiplicitasa tehat csak 1. Sziikségiink van altalanositott sajatvektorra,

amelynek egyenlete:
1 -1 -1 m -1
8§ -2 4 m |=( -2 ],
-1 1 1 73 1

azZaz
m—mn—n = -1
8m —2m2 +4n3 = -2
—m+mn+n = L

Most is elhagyhaté a harmadik egyenlet, de az elsé két egyenlet mar fiiggetlen:

m—mn—n = -1
8m —2m2 +4n3 = 2.

Ennek egy lehetséges megoldasa ny = 0, 7o = 1 és 13 = 0, azaz

(1)

de ettdl linedrisan fliggetlen masodik megolddsa mar nincs az egyenletnek. Ezért kerestink
masodrendii altaldanositott sajatvektort is:

1 -1 -1 w1 0
8 —2 4 wr | =11,
-1 1 1 ws 0
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Az egyenletrendszernek létezik megolddsa, hiszen a harmadik egyenlet elhagyhato:

W] — Wy — W3 = 0
8wy — 2wy + 4wy = 1.

()
w=| 1/6 |.
0

Egy megoldas példaul

Az egyenlet altalanos megoldasa tehat

-1 -1 0 2 [/ —1 0 1/6
X(t) = e6t c1 -2 +co |t —2 + 1 +c3| = -2 +1 1 + 1/6
1 1 0 0 0
([l
5.4. Fundamentalis matrix és Cauchy-matrix
Tegyiik fel, hogy az
x = A(t)x, tel, (5.16)

homogén linearis egyenletnek ismerjiik egy
V@), ..., x™@w), tel
fundamentélis rendszerét. A
Ut = (xW@),....x™Mw), tel

matrix értékil fliggvényt az (5.16) rendszer fundamentdlis mdtrizdnak vagy mas széval alap-
mdtrizdnak hiviuk. Ekkor W(x(1 ... x(™) = det(¥(t)) a megolddsok Wronski-determindnsa.
A Wronski-determinédns tulajdonsdgaibdl kovetkezik, hogy ¥(t) invertalhaté minden ¢t € I-re.
Jelolje ¥~1(t) a W(t) métrix inverzét.

Az (5.16) egyenlet altaldnos megoldasa felirhat6 az

alakban. Ezt a ¥(t) fundamentdlis matrix segitségével réviden az
x(t) = ¥(t)c (5.17)

alakban frhatjuk fel, ahol ¢ = (cy,...,c,)T egy tetsz6leges konstans vektor. Ha az (5.16) egyen-
lethez tekintjiik az
x(tg) =z (5.18)

kezdeti feltételt, akkor az (5.16)-(5.18) kezdeti érték feladat megolddsét az (5.17) formuldban
azon c vektor adja, amelyre
z = ¥(ty)c,
azaz
c= v t))z.

Ezt visszahelyettesitve az (5.17) képletbe kapjuk, hogy az (5.16)-(5.18) kezdeti érték feladat
megoldasanak képlete
x(t) = ®t)® o)z, tel. (5.19)
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Egyszerti szamolassal kapjuk, hogy

w(t) = :
D(),...,A0)x™ (1))

= A(t)x(
= A®EW@®),...,.x" @)
A()®(1).

A fundamentalis matrix fenti tulajdonsigait Gsszefoglalhatjuk a kévetkezo tételben:

5.22. Tétel. Legyen W(t), t € I egy fundamentdlis mdtriza az (5.16) rendszernek. Ekkor
(i) ¥ (t) invertdlhato minden t € I-re;
(11) az (5.16) egyenlet dltaldnos megolddsinak képlete x(t) = ®¥(t)c, tel, c € R"™;

(iii) az (5.16)-(5.18) kezdeti érték feladat megolddsdnak képlete x(t) = W ()~ (tg)z, tc I;

(iv) a fundamentdlis mdtriz teljesiti a W'(t) = A(t)®(t) mdtriz differencidlegyenletet.

5.23. Példa. Tekintsiik tjra az 5.13. Példédban vizsgalt (5.10) egyenletet. Ennek altaldnos meg-
oldasat megadtuk az (5.11) képletben. Az ebben szerepl6 két megoldast elhelyezve egy maétrix

oszlopaiban kapjuk a
2t 10¢
e e
U(t) = ( Q2 _p ot )

matrixot, amely egy lehetséges fundamentalis matrixa az (5.10) egyenletnek. O

5.24. Példa. Konnyen ellenOrizhetd, hogy az 5.14. feladatban vizsgalt egyenlet egy funda-
mentalis matrixa

(1) = 5e5 cos 3t 5e5% sin 3t
~ \ e5%(cos3t —3sin3t) e (3cos3t +sindt) )

Mivel végtelen sok fundamentélis rendszer valaszthaté a megolddsok terébdl, ezért egy ho-
mogén linearis rendszernek végtelen sok fundamentalis matrixa létezik. Egy specidlis funda-
mentdlis matrix az a ®(t)-vel jelolt fundamentalis matrix, amelyre a ®(0) = I kezdeti feltétel
teljesiil, azaz amelynek oszlopvektorai azok az x()(t),...,x™ (t) megolddsai az (5.16) egyenlet-

nek, amelyek az
xV)y=e®, ..., xM0)=eM

kezdeti feltételekhez tartoznak. (Itt el) a j-edik standard bézisvektor R™-ben, azaz j-edik
koordindtdja 1, az Osszes tobbi pedig 0.) Erre a specidlis fundamentélis métrixra az (5.19)
formula az

x(t) = ®(t)z, tel (5.20)

képletre egyszertisodik.

5.25. Példa. Tekintsiik djra az 5.13. és 5.23. Példékban vizsgalt (5.10) egyenletet. frjuk fel
most a rendszer ®(¢) fundamentélis métrixat! Ehhez azt a két megoldédsat hasznédljuk az (5.10)
egyenletnek, amelyek az

0

1

(1) ) illetve x?(0) = (
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kezdeti feltételekhez tartoznak. x(M-et meghatédroztuk az 5.13. Példaban (lisd az (5.12) képle-
tet):
5 1 1 3
W)y — 22t 20t
x\(t) 86(1>+86 (_5>.

x) meghatérozasahoz az (5.11) altaldnos megoldds képletébe helyettesitjiik be a kezdeti felté-

telt:
c1 + 302
c1 — 562

amelybél ¢; = 3/8 és co = —1/8 adddik, azaz

w03 (1) -4 ()

Ezért a keresett fundamentalis matrix

0
L,

o1 %ezt+%elot %e2t_%elot -

(t) = 52t _ 5,10t 3,2t 4 5,10t ’ (5.21)
8 8 8 8

O

Megmutathaté a kdvetkezo allitas:

5.26. Tétel. Legyen W(t), t € I egy fundamentdlis mdtriza az (5.16) egyenletnek, P € R™*™
eqy invertdlhato konstans mdtriz. Ekkor a

F(t) = T(t)P (5.22)

mdtriz is fundamentdlis mdtriza az (5.16) egyenletnek. Forditva, ha ®(t),®(t) t € I két
fundamentdlis mdtriza az (5.16) egyenletnek, akkor létezik olyan P € R™ ™ invertdlhatd konstans
mdtriz, hogy (5.22) teljesil.

Az (5.19) képlet motivalja a kovetkez6 definicidt: az
U(t,to) = W (t)® " (to)

matrixot az (5.16) egyenlet Cauchy-mdtrizdnak nevezziikk. Az 5.26. tétel segitségével konnyen
megmutathaté, hogy kiilonbozé fundamentélis matrixokra felirt Cauchy-maétrixok azonosak,
azaz az (5.16) egyenlet Cauchy-métrixa egyértelmiien definidlt. Legyen ugyanis ¥(¢) egy méasik
fundamentélis matrix. Ekkor (5.22) teljesiil, ezért

~ ~ _1 _ _ _ _
U()®  (to) = (L(H)P)(¥(to)P) ™" = ()PP ¥ (tg) = W (t)® ' (to).
A kovetkez6 tételben Osszefoglaltuk a Cauchy-matrix néhany alapvet6 tulajdonsagat:

5.27. Tétel. Legyen U(t, to) az (5.16) rendszer Cauchy-mdtriza. Ekkor
(i) U(t,to) invertdlhaté minden t,ty € I-re, és UL(t, to) = Ulto,t);
(ii) U(t,to) = U(t,s)U(s,tg) minden t,tg, s € I-re;
(11i) az (5.16)-(5.18) kezdeti érték feladat megolddsa x(t) = U(t,tg)z, te€l;
(iv) 2U(t tg) = A[t)U(t,t0), Ulto,to) =1.
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Bizonyitas: (i) Az éllitas kovetkezik a
Ult,t0)Ulto,t) = (T(£) T~ (t0)) (T (to) R (1) = B(1) T (t) =1

szamolasbol.
(ii) U definiciéjat felhasznalva kapjuk:

U(t, 5)U(s, to) = T (1) (s)(s) T (to) = ()T (to) = Ul(t, o).

(iii) Az 5.22. Tétel (iii) pontjabdl kovetkezik.
(iv) Az 5.22. Tétel (iv) pontja szerint

0
50t to) = ()W (to) = A(t)T ()P (to) = A(t)U(t, to).
([l
5.5. Matrix exponencidlis fiiggvény
Valés vagy komplex z-re az e* fiiggvény egy lehetsége definicidja az
A A
- 2 k!
hatvanysorral torténhet. Ennek mintdjara egy n x n-es A métrixra definidljuk az e matrix
exponencidlis kifejezést az
A? AF
A
I+ A+ 4 g
e At Tt
formalis végtelen sorral. Megmutathatd, hogy ez a sor konvergens. Definialhatjuk ezért a
o
AFtk
_ At _
B(t) =t =) o (5.23)
k=0

matrix figgvényt. Megmutathatd,hogy ez a végtelen sor konvergens minden t-re, s6t differenci-
alhaté, és

e Ak‘tk)—l e Ak_ltk_l > Ak‘tk‘
/ J— — — J—
@(t)_Zkik! _Azi(k_l)! _AZ—k! = A®(2).
k=1 k=1 =
A definicié alapjan
®(0) = =1

Az et matrix exponenciélis fiiggvény tulajdonsigait a kiovetkezd tételben foglalhatjuk Ossze.

5.28. Tétel. Az et mdtriz exponencidlis fligguényre

(i) eAteAs = eAUFS) minden t, s € R-re;

(ii) eAt invertdlhatd, és inverze e™At;

(iv) eA0 =1;

(v) eAt differencidlhaté minden t-re, és %eAt = AeAt



86 MAM143A elbadasjegyzet, 2008/2009

(vi) Az

x = Ax

konstans egyiitthatés homogén linedris rendszer ®(0) = 1 kezdeti feltételt teljesité alap-
matriza
B(t) = et

alakban adhato meg, és a Cauchy-mdtriza pedig

U(t, to) = eAtt0),

5.29. Példa. Szamitsuk ki az e matrix exponenciélis értéket, ahol

a=(3 %)

Az 5.13., 5.23. és 5.25. Példdban vizsgaltuk az A métrixhoz tartozé homogén linearis rendszert.
Az 5.25. Példdban példéul az (5.21) képletben megadtuk a homogén rendszer ® alapmadtrixat.
Mivel ®(t) = eAt, ezért az (5.21) képletbe ¢ = 1-et behelyettesitve kapjuk

52,310 3.2 3,10
eA_<86+86 g¢ — g¢ >

5,2 _ 5,10 3.2, 5,10
ge” — ge ge” +ge

5.6. Inhomogén linearis rendszerek megoldasa konstansok varialasanak maéd-
szerével

Tekintsiik tjra az
x' = A(t)x +f(t), tel (5.24)

inhomogén linearis egyenletet és az
x(tg) =z (5.25)

kezdeti feltételt. Tegyiik fel, hogy a megfeleld
x = A(t)x, tel (5.26)

homogén egyenletnek adott egy W(t) fundamentdlis matrixa, azaz ismert egy alaprendszere.
Ekkor az (5.26) homogén egyenlet altaldnos megoldésa

x,(t) =®(t)e, ceR"

A konstansok varidlasdnak moddszerét hasznédlva keressiik az (5.24) inhomogén egyenlet parti-
kularis megoldasat az
Xip (t) = ‘I’(t)u(t)

alakban, ahol u: I — R" egy meghatarozand6 paraméter. Az (5.24) egyenletbe visszahelyet-
tesitve kapjuk, hogy u teljesiti az

W' (thu(t) + T(t)u'(t) = At)P(t)u(t) + £(t)

egyenletet, amibol
W (t)u'(t) = £(t) (5.27)
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kovetkezik, hiszen W'(t) = A(t)¥(t). Ez egy linedris egyenletrendszer u’(t)-re, amely mindig
megoldhatd, hiszen W(t) invertalhat6. Kapjuk

amelynek egy konkrét megoldasa
t
u(t) = [ ¥ (s)f(s)ds.
to
Ezt visszahelyettesitve x,, képletébe és alkalmazva az x,,(t) = x,(t) + x,,(t) Osszefliggést
kapjuk, hogy az (5.24) inhomogén rendszer dltalénos megoldasianak alakja
t
x(t) = W(t)e +®(t) | T (s)f(s)ds.
to
Ebbe behelyettesitve az (5.25) kezdeti feltételt, kapjuk, hogy
Z = ‘I’(t())cv
amibdl kovetkezik, hogy az (5.24)-(5.25) kezdeti érték feladat megoldésa
t
x(t) = () to)z+P(t) | T (s)f(s)ds, tel. (5.28)
to
Az (5.28) formulat konstans varidcids formuldnak nevezziik. A Cauchy-métrix segitségével a

képlet az
t

x(t) =U(t,to)z+ [ U(t,s)f(s)ds, tel (5.29)

to

ekvivalens alakban is megadhaté.
A matrix exponencidlis fliggvény tulajdonsigaibdl (1dsd 5.28. Tételt) kovetkezik, hogy az

x' = Ax + £(t), tel

konstans egyiitthatés inhomogén rendszerre felirt (5.28) vagy (5.29) konstans varidciés for-
mulanak egy masik ekvivalens alakja

t
x(t) = eAlt=tolg +/ AU () ds, tel. (5.30)

to

5.30. Példa. Oldjuk meg az
5 —3 7e3 -1
(3 e (L) w0 ()
kezdeti érték feladatot! Az 5.13. Példaban végigszamoltuk, hogy a megfelel6 homogén egyenlet
altalanos megoldéasa
x,, (t) = c1e* ( % > + ¢t ( _g ) )
és igy, (ahogy azt az 5.23. Példdban is lattuk), a homogén egyenlet egy alapmatrixa

2t 10t
3
W(t) = ( Z2t _521015 > .
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A konstansok varidlasanak moédszerét hasznalva keressiik az inhomogén egyenlet egy partikularis
megolddsat az x,,(t) = ¥(t)u(t) alakban. Ekkor u teljesiti az (5.27) egyenletet, amely ebben
az esetben:

e2ul (t) + 3t (t) = T

Al (t) — 5el%uh(t) = —14e3.
Ennek megoldéasa

uy(t) = —zet és uh(t) = Ee_n
! 8 2 8
fgy ; ;
21 3
ui(t) = — / éet dt = —get és ug(t) = / §6_7t dt = —ge_”.

(Ne felejtsiik el, hogy egy u fiiggvényt elég megadni, ezért nem kell az integralaskor az Gsszes
primitiv fiiggvényt felirni.) Ezért a partikularis megoldés képlete

o2t 310t _ Tt 93t
X;p(t) = ¥(t)u(t) = < o2t _polot _gi-w = At ,

és igy az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

x(t) = cre?t ( % ) + c9el0t ( _g > n ( _e%ist ) |

Ebbe behelyettesitve a kezdeti feltételt kapjuk, hogy

c1+3c—2 = -1
c1—Hc+1 = 2

azaz

ci+3co =
C1 — 562 =

Ebbdl ¢; =1 és co = 0 adddik, tehat a kezdeti érték feladat megolddsa

1 _2€3t eZt _ 2€3t
X(t):ezt<1)+< e3t >:<e2t+e3t ‘

5.31. Példa. Oldjuk meg az

(e (B) o= ( )

kezdeti érték feladatot! A megfelel6 homogén egyenletet az 5.14. Példaban oldottuk meg, az 5.24.
Példaban pedig kaptuk, hogy

(1) = 5¢5 cos 3t 5e5% sin 3t
— \ e%(cos 3t — 3sin3t) €% (3cos 3t + sin 3t)
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a homogén egyenlet egy fundamentélis matrixa. A konstansok varialdsanak mddszerét haszndlva
keressiink partikuldris megolddst az x,, (t) = ¥ (¢)u(t) alakban. Ekkor u’-re az

5¢% cos 3t ) (t) + 5e% sin 3t uh(t) = 15e%
% (cos 3t — 3sin 3t)u) (t) 4 €% (3cos 3t + sin 3t)uh(t) = —e%

linedris egyenletrendszert kapjuk. Az els6 egyenletet egyszeriisithetjiik, majd kivonhatjuk a
masodikbdl. Ekkor

e cos 3t (t) 4+ e sin3tuh(t) = 3e%
—3¢% sin 3t ) (t) 4 3¢% cos 3t uh(t) = —4e%

addédik. Ha az elsé egyenletet 3sin 3t-vel, a masodikat pedig cos 3t-vel megszorozzuk és Osszead-
juk a két egyenletet, majd a cos? 3t + sin’ 3t = 1 azonossagot alkalmazzuk, kapjuk, hogy

3eStuly(t) = 9% sin 3t — 4e5 cos 3t,

azaz A

uh(t) = 3sin 3t — 3 cos 3t,
amibol 4

ug(t) = —cos 3t — 9 sin 3t.
Hasonléan,

4

uy(t) = 3cos 3t + 3 sin 3t,

és igy

4
uyp(t) = sin 3t — g cos 3t.
Ezért a partikuldris megoldas képlete

Xp(t) = ®(t)u(t)
5e% cos 3t 5e% sin 3t sin 3t — % cos 3t
5 (cos 3t — 3sin3t) €5 (3 cos 3t + sin 3t) —cos 3t — % sin 3t

1 6 (20
- b (),
Az egyenlet dltaldnos megoldéds tehat
. 6t 5cos 3t 6t 5 sin 3t 1 6720
x(t) = cae < cos 3t — 3sin 3t ) T e ( 3 cos 3t + sin 3t ) ~9° < 31 >

A kezdeti feltételt behelyettesitve kapjuk

20
5C1 — 5 =1
31
C1 + 3C2 — 5 = —1,

amelyet megoldva c; = Z—g és co = %, ezért a kezdeti érték feladat megoldasa

29 4 5cos 3t 3 6t 5sin 3t 1 6720
x(t) = 15° (cos3t—38in3t>+ge <3cos3t+sin3t)_§e <31>
1 6t/ 29cos 3t + 27sin 3t — 20
- 9° (22cos3t—125in3t—31 )
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5.11. abra. kettos tank

5.7. Alkalmazasok

5.32. Példa. Tegyiik fel, hogy adott két tank (lasd az 5.11. Abrét), amelyeket két csével Gssze-
kotiink. Az egyik csovon r 1/perc sebességgel pumpéljuk 4t a folyadékot az elsé tartdlybdl a
masodikba, a mésikon pedig r 1/perc sebességgel pumpaéljuk at a folyadékot a mésodik tartalybdl
az els6ébe. Az elsé tartdlyban V7 1, a méasodikban pedig V5 1 séoldat van. Kezdetben az els6
tartalyban A; kg, a masodikban pedig As kg sé van feloldva. A két csében elhanyagolhaté a
folyadékmennyiség, és az oldatnak a csében vald tartézkodasi ideje elhanyagolhatd. Feltessziik
tovabba azt is, hogy a két tartdlyban az oldatokat folyamatosan keverjiik, az oldatok rogton
idedlisan Osszekeverednek. Szamitsuk ki, hogy mennyi s6 oldat lesz az egyes tartalyokban a ¢
idépontban!

Vegyiik észre, hogy az egyes tartalyokban a folyadék mennyisége konstans marad. Jeldlje
Q1 = Q1(t) az elsé, Q2 = Q2(t) a masodik tartdlyban levé s6 tomegét a t idépontban. Ek-
kor az els6 tartaly koncentracidja Q1/Vh kg/l, a méasodiké pedig Q2/V2 kg/l lesz. Ezért az
els6 tartdlyban a sé tomege rQ1/V; kg/perc sebességgel csokken, de egyben rQ2/Va kg/perc
sebességgel n6. Konnyen lathato, hogy teljesil a

o= —r et Q1(0) = A, (5.31)
Q= rE-rE Q)=4 |

linedris egyenletrendszer.

Nézziik azt a konkrét esetet, amikor az els6 tartalyban 50 1 tiszta viz, a masodikban pedig
100 1, kezdetben 3/4 kg/1 koncentécidju séoldat van kezdetben. Tegytik fel, hogy a pumpélés
sebessége 5 1/perc. Ekkor az (5.31) egyenletrendszer:

Q) = —5Q1+ 35Qe, @1(0) =0
Qy, = Q11— 35Qe, Q2(0) = 75.

Az egylitthatomatrix karakterisztikus polinomja

_Ll 1 1 1 11 3
10 20 — _ [ I — _
( L —%—A) <A+10> <A+2o> 10 20 A<A+20>'

Igy A = 0, —%. Konnyen ellenérizhetd, hogy a megfeleld sajatvektorok: (1,2)7 és (1,—1)7.
Ezért az egyenletrendszer altalanos megoldasa

(&)=a(z)ra™ (1)
A kezdeti feltételeket felhaszndalva ebbdl kiszamithatd, hogy
Q1 =25—25e 30!, Qo =50+ 25e 301,
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A kovetkezd két példdban nemlinearis egyenletrendszerekre mutatunk példat. Ezek megol-
désait nem tudjuk analitikusan megadni.

5.33. Példa. (ragadozé-zsdkmany modell) Tegyiik fel, hogy egy olyan biolégiai rendszert
vizsgalunk, ahol kétfajta egyed él: ragadozé és zsdkmany, azaz az egyik tdplaléka a masik egyed.
Tipikus eset példaul egy olyan halast6, amelyben kétfajta hal él. Jelolje z = x(t) a zsdkmany,
y = y(t) pedig a ragadozdk egyedszamat a t idépontban. Feltessziik, hogy a zsdkméany egyed
életfeltételei a ragadozdk jelenléte nélkiil idedlisak, azaz a Malthus-modell szerint szaporodnak
(ldsd a 3.22. Példat). Feltessziik tehdt, hogy a zsdkmény szaporodési sebessége ax, ahol a > 0.
Masrészt a zsdkmany egyedek szama csokken a ragadozok jelenléte miatt. Természetes feltevés,
hogy a zsakmany halalozasi sebessége a ragadozd és zsdkmany talalkozasok szamaval aranyos,
ami pedig az Osszes zsdkmény-ragadozé parok szdmadval ardnyos: bry, ahol b > 0. Tehdt z’ =
ax — bxry. Masrészt a ragadozok a zsdkmany jelenléte nélkiil kihalnak az egyedszammal aranyos
sebességgel: cy, (¢ > 0), de a zsdkmény-ragadozé péarok szdmaval ardnyos sebességgel né a
szamuk: dxy, (d > 0). Teljesiil tehét ebben az esetben az

f]}'/

/

) z(a — by) (5.32)

y(—c+dx)

nemlinedris egyenletrendszer. O

5.34. Példa. (versengd egyedek) Egy masik két egyedet tartalmazé modell esetében azt
tessziik fel, hogy a mésik egyed jelenléte nélkiil mindkét egyed a Verhulst-féle logisztikus modell
szerint szaporodna: 2’ = ax — bx?, v’ = dy — fy?. A mésik egyed jelenléte hatasara viszont az
egyedszamuk a két egyed talalkozasai szamaéaval aranyos sebességgel csokken, mivel versengeni
fognak a taplalékért:

/

z z(a — bx — cy) (5.33)

y y(d —ex — fy),
ahol a,b,c,d, e, f > 0. O



