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1. A Laplace-transzformalt

1.1. A Laplace-transzformalt és fontosabb tulajdonsagai

Jelolje R a valds szamok és C a komplex szamok halmazat.
Legyen g : [a,b] — C adott komplex értékii fliggvény. Jelolje u = Reg, ill. v = Img a g
fuggvény valos, ill. képzetes részét, azaz

g(t) = u(t) +iv(t).
Komplex értékii fliggvény derivaltjat és integraljat az alabbiak szerint értelmezziik.
1.1. Definicié. A ¢(t) = u(t) +iv(t) komplex értéki fiiggvény differencidlhaté a t pontban, ha

az u és v fliggvények differencidlhatok t-ben, és ekkor

g (t) = u/(t) + v (t).

1.2. Definicié. A g(t) = u(t) + iv(t) komplex értéki fiiggvény Riemann-integralhaté az [a, 0]
intervallumon, ha az u és v fiiggvények Riemann-integralhatok [a,b]-n, és ekkor

/abg(t)dt:/abu(t)dt—l—z’/abv(t)dt.

Sziikségiink van az alabbi fogalmakra.

1.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ¢ : [a,b] — C fliggvény szakaszonként folytonos [a,b]-n,
ha legfeljebb véges szamu szakadési helye van [a, b]-n, és minden szakaddsi helyén a jobb és bal
oldali hatarértékei léteznek és végesek.

1.4. Megjegyzés. Vilagos, hogy egy komplex értékii fiiggvény akkor és csak akkor szakaszonként
folytonos [a,b]-n, ha a valés része és képzetes része altal definidlt fiiggvények szakaszonként
folytonosak [a, b]-n.

Valés fiiggvényekre ismert tulajdonsagbdl kévetkezik régton:

1.5. Tétel. Ha a g : [a,b] — C fiigguény szakaszonként folytonos, akkor Riemann-integrdlhatd
[a, b]-n.

A h:]0,00) — C fiiggvénynek létezik az improprius integrdlja a [0,00) intervallumon, ha a
kovetkez6 hatarérték létezik és véges:

T

/ he)dt S im [ ) dr.
0 T—o0 Jo

A Laplace-transzformdcié bevezetéséhez és annak tanulmanyozdsihoz sziikségiink lesz a
kovetkezd két fogalomra:
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1.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: [0,00) — C fiiggvény szakaszonként folytonos [0, 0o)-
n, ha barmely [0, A] véges intervallumon szakaszonként folytonos.

1.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: [0,00) — C figgvény exponencidlisan korldtos a
[0, 00) intervallumon, ha van olyan M > 0 és a € R, hogy

f(t)] < Me™, t>0.

1.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: [0,00) — C fiiggvény Laplace-transzformdltja létezik

az s € C helyen, ha az
/ e St f(t) dt
0

integral létezik. Azt az F' € C — C fliggényt pedig, amelyet az

F(s) = /oo e St (t) dt (1.1)

0

Osszefliggés definidlt olyan s € C-re, amelyre az integral 1étezik, az f fliggvény Laplace-transz-
formdltjanak nevezzik. Az f fliggvényt szokds az L{f} Laplace-transzformalt generdtorfiiggvé-
nyének hivni.

Az f fliiggvény Laplace-transzforméltjat a szakirodalomban az

L{f}(s), LIf1(s), LLF@)}(s), LIFBI(s), £{f()}(s), LIF(I(s)

vagy az altalunk mér hasznalt F'(s) szimbdélumokkal jelolik.

Legyen A azoknak a [0,00)-n értelmezett valés vagy komplex értékii fiiggvényeknek a hal-
maza, amelyek szakaszonként folytonosak és exponencidlisan korldtosak [0, o0)-en, tovabba foly-
tonosak 0-ban. A kovetkezo alapvetd tétel szerint minden A fliggvényosztalyhoz tartozoé fiige-
vénynek létezik a Laplace-transzformaltja.

1.9. Tétel (Egzisztencia tétel). Ha f € A, ahol f exponencidlis korldtja |f(t)] < Me®!,
akkor f Laplace-transzformdltja létezik az {s € C: Res > so} komplex félsikon.

A legkisebb olyan sy € R szamot, amelyre az f fiiggvény Laplace-transzforméltja 1étezik
az {s € C: Res > 5o} komplex félsikon, a Laplace-transzformalt konvergencia abszcisszdjinak
nevezzik.

A Laplace-transzforméciét igy is felfoghatjuk, mint egy leképezést: barmely f € A fiige-
vényhez hozzarendelhetjiikk az L{f} = F € (C — C) Laplace-transzformalt fiiggvényt, amely
értelmezve van minden olyan s € C-re, amelyre Re s elegendden nagy. A kovetkezd tétel mutatja,
hogy ez a leképezés linearis a kovetkez6 értelemben:

1.10. Tétel (linearitds). Ha f: [0,00) — C és g: [0,00) — C két olyan figgvény, amelynek
létezik a Laplace-transzformdltja az s € C helyen, akkor tetszéleges a,b € C konstansok esetén
az af + bg fligguvény Laplace-transzformdltja is létezik az s helyen és

L{af +bg}(s) = al{f}(s) + bL{g}(s).
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Bizonyitas: Feltételiink szerint
L= [Cetin & g = [ ety
0 0
egyarant létezik. Igy

a /OO e St f(t)dt + b/oo e Stg(t)dt = /OO e (af(t) + bg(t)) dt,

0 0 0

a kivant Osszefiiggés teljesul. O

1.11. Példa. Szamitsuk ki az f(t) =1, (¢t > 0). fliggvény Laplace-transzformaltjat!
>

Ekkor f € A, ugyanis |f(t)| < 1%, t > 0, és gy
C{FM(s) = £{1}(s) = /OO et = G [ et — tm - (A1) = L
0 A—+oo Jo A—+4oco —8 S
ha Res > 0. u

1.12. Példa. Szamitsuk ki az f(t) = e, (t > 0), z € C fiiggvény Laplace-transzformaltjat!
t

Ekkor f € A, ugyanis |f(t)| < e®e2) ¢ >0, és igy
o0 [ee] 1
L{f}(s)=L{e"} (s) = / e Steft dt = / e = gt = ,
0 0 s —Z
ha Res > Rez, azaz Re(s — z) > 0. O

1.13. Példa. Legyen § € R rogzitett, és szamitsuk ki a t — cos 8t és t — sin Gt fliggvények
Laplace-transzformaltjét!
Az Euler-formula szerint

Pt = cos Bt + i sin At és et — cos Bt — isin fAt,
és ezek segitségével a cos és sin fliggvények
eiBt | =Bt . oiBt _ p—ift
cosfft = ——— és sin Ot = —
)

2

alakba frhatck 4t tetszOleges t-re. Igy

1. 1 _. 1 1 1 1 S S
t = — Zﬁt — _Zﬁt = — — = =
£ {cos it} (s) ﬁ{ze tae () 2s—zﬂ+2s+zﬂ (s —if) (s +if) 2+ 3%
ha Res > 0.
Hasonl6an megmutathaté, hogy
L {sinft} = _bB Res > 0.
52+ 2

Az alkalmazasokban fontosak a Laplace-transzformadlt aldbbi tulajdonsdgai.
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1.14. Tétel (Csillapitasi tétel). Legyen f € A, F = L{f}, z € C. Ekkor
L{Tf(0)} (s) = F(s + 2),

minden olyan esetben, amikor Res elég nagy.

Bizonyitas:
L{eHf(1)Hs) = / e le  f(t) dt = / e T () dt = L{f} (s + 2).
0 0

([l

1.15. Példa. A csillapitédsi tételt alkalmazva kapjuk az

at _: _ ﬁ at = s a
L{e* sin ft}(s) = Goal T L{e™ cos ft}(s) = GG_ali
azonossagokat. =

A kovetkez6 tétel egy adott fliggvény és differencialhdanyadosdnak Laplace-transzformaltja
kozott mutat meg Osszefiiggést.

1.16. Tétel. Legyen f : [0,00) — C olyan fiiggvény, amely differencidlhatd, és derivdltjaval
egyitt a A figguényosztalyba tartozik. Ekkor

L{f"}(s) = sL{f}(s) = f(0),
minden s € C -re, amely valds része elegendben nagy.

Bizonyitas: Mivel f, f' € A ezért ezeknek a fiiggvényeknek létezik a Laplace-transzformaltjuk
minden olyan s € C-re, amelyre Re s elegendden nagy. Masrészt f € A -bdl kévetkezik, hogy

[f(6)] < Me®,  t>0,
valamely M > 0 és o € R allandékkal, és igy
e A f(A)) < MeRes=4 0 ha A — 400 é Res> o

Legyen s € C tetszOlegesen rogzitett ugy, hogy Res > «a és

/ b e SLF(t) dt

0

létezik. TetszOleges A > 0 esetén a parcialis integralas szabalya szerint

A A
/ e S (t) dt = e A f(A) — £(0) +/ se SUf(t) dt,
0 0

amibol a A — +oo hataratmenettel kapjuk a

/Oo e St (t)dt = —f(0) + s /OO e Stf(t)dt

0 0

Osszefliiggést. Ezzel a tételt bizonyitottuk. O

Az 1.16. Tétel kovetkezményeként konnyen beldthatok a kovetkez6 allitasok.
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1.17. Kévetkezmény. Ha f: [0,00) — C, és f, ', f",..., f™ € A, akkor

L{f"}(s) = s*L{f}(s) = sf(0) = f'(0),  ha Res elég nagy,
illetve tetszoleges pozitiv egész n-re
L{f™W}(s) = s"L{fHs) = "7 F(0) = 8" 2F1(0) = = FO7(0), ha Res elég nagy.
Bizonyitas: Az el6z6 tétel alapjan

L{f'} (s) =sLAS}(s) = f(0).

MAésrészt

L{f"}(s) = L{(f)}(s)=sL{f'}(s) = [(0)
= s(sL{f}(s) = £(0)) = F'(0) = s>L{f} (s) — s£(0) — f'(0).

A maésodik &llitas teljes indukcioval igazolhato. O

Eddig mindig arrdl az esetrél beszéltiink, amikor egy idétartomédnyban ismert (azon kiviil 0-
nak definialt) fiiggvény Laplace-transzformaltjat kerestiik. Az alkalmazasokban azonban sokszor
van sziikséglink a forditott feladat megoldaséara:

Adott egy FF € C — C komplex fiiggvény, amely minden olyan s € C -re definidlva
van amelyre Res elegendfen nagy. Keresiink egy olyan f: [0,00) — C fliggvényt, amelyre
L{f}(s) = F(s) teljesiil minden olyan s-re, amelyre Re s elegendden nagy. Ha taldlunk egy ilyen
f fiiggvényt, akkor azt az F fiiggvény inverz Laplace-transzformdltjdnak nevezziik, és L~ {F}-
fel jeloljiik. Kérdés persze, hogy az inverz Laplace-transzformacio egyértelmiien definidlt-e, azaz
lehet-e az f-t6l kiilonbozé g fuggvényt taldlni ugy, hogy

L{f}(s) = L{g}(s) = F(s)

teljestiljon minden olyan s-re, amely valés része elegendéen nagy. Ha példaul f és g definiciéja
csak véges sok pontban kiilonbozik, akkor a Riemann-integraljuk azonos lesz, és ezért L{f} =
L{g}, azaz ekkor az inverz miivelet nem egyértelmiien definidlt. A kovetkezd tétel értelmében
(amelyet nem bizonyitunk) ha az L{f} = F egyenletnek adott F-re van folytonos f megoldésa,
akkor az egyértelmti. Ekkor az £L7'{F} jelolésen ennek az egyenletnek a folytonos megoldasat
értjuk.

1.18. Tétel (Unicitas tétel). Ha f : [0,00) — C és g : [0,00) — C két olyan folytonos
fiiggvény amelyek elemei a A fiigguvényosztalynak, és Laplace-transzformdltjaikra teljestl

L{f}(s) = L{g}(s)

minden s € C-re, amelyre Re s elegendden nagy, akkor

A Laplace-transzformélt linearitdsdbdl rogton kovetkezik:

1.19. Tétel. Azinverz Laplace-transzformdcio linedris, azaz ha F' = L{f}, G = L{g}, a,b € C,
akkor
L7HaF +bG} = aL™HF} +bL7HG}.
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Bizonyitas:

L{aL™HF} + L7 HGY}) = L{af + bg} = al{f} + bL{g} = aF +bG.

1.20. Példa. Szamitsuk ki az
19 — 2s

T 2156

F(s)

fliggvény inverz Laplace-transzforméltjat!
A nevez§ szorzattd alakithatd, ezért keressiik meg el8szor F(s) parciélis tortekre bontott
alakjat:
19 — 2s 19 — 2s A B

s24+5—6 (s—2)(s+3) s—2+s+3'
Ebbdl
19—-2s=A(s+3)+ B(s —2)

adddik, ahova az s = 2-t behelyettesive kapjuk, hogy 15 = 5A, azaz A = 3, illetve az s = —3-t
behelyettesive kapjuk, hogy 25 = —5B, azaz B = —5. Igy

19 — 2s 3 5
F = = —
(5) s24s—6 s—2 s+3’

ezért az inverz Laplace-transzformalt linearitasat alkalmazva

LRV () = 307! {3—12} (#) — 5.1 {S i 3} (£) = 362 — 53,

1.21. Példa. Szamitsuk ki az
3s—1

F = -
(5) s2+4s+ 13

fliggvény inverz Laplace-transzformaltjét!
A tOrt nevezdje most nem alakithatd szorzattd, igy teljes négyzetté alakitassal kezdjiik:

3
(s+2)2+9

3s—1 3s—1  3(s+2)—7 s+2

F g g = g
() s2+4s+13  (s+2)249 (s+2)249 (s+2)2%249

T
3

ezért az inverz Laplace-transzformalt linearitasat, a csillapitasi tételt és a cos és sin fliggvényekre
vonatkozo azonossagokat alkalmazva

s+ 2

L YF}t) =3L71 {m

T 3 _ q =2t T
}(t) 3£ {(S+2)2+32}(t)—3e cos 3t 3¢ sin 3t.

O



1. A Laplace-transzformalt 7

A Laplace-tanszformalt fontos alkalmazédsat teszi lehet6vé a kovetkezd tétel, amelyet itt nem
bizonyitunk.

1.22. Tétel. Legyen x: [0,00) — R olyan figguény, amely a [0,00)-en n-szer differencidlhatd
(n € N), és eleget tesz az

2™ () 4 an 12V @) + . agx(t)=g(t), t>0, (1.2)

differencidlegyenletnek, ahol ag,...,an—1 adott konstansok és a g: [0,00) — R fiigguény a A
figguényosztdly eleme. Tovabba x kielégiti az

2(0) = ug, 2'(0) =uy,..., 2"V (0) = up_4 (1.3)
kezdeti feltételeket adott ug,...,up—1 € R értékekkel. Ekkor az x fiiggvény folytonos és expo-
nencidlisan korldtos a [0,00)-en, és igy eleme A-nak, tovdbbd «’,2",... ™ € A is teljesiil.

Az (1.2)-(1.3) alaki, d.n. kezdeti érték feladatok megoldhaték Laplace-transzformélt segit-
ségével. A mddszert a kovetkezd példan mutatjuk be.

1.23. Példa. Tekinstik az
2’ — 4z =0, z(0)=1, 2/(0)=0

kezdeti érték feladatot.
Vegyiik az egyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat:

L{z"} —4L{x} = 0.

Haszndalva az X (s) = L{z}(s) jelolést valamint a masodik derivéalt Laplace-transzformaltjara
vonatkozo azonossagot, kapjuk

52X (s) — sx(0) — 2/(0) — 4X (s) = 0.

A kezdeti értékeket haszndlva

azaz

Bontsuk parcialis tortekre X-et:
s s A B

+ )
s2—4 (s+2)(s—2) s+2 s-—2
amibdl atszorozva kapjuk, hogy

s=A(s—2)+ B(s+2).

Itt az s = —2 helyettesitéssel rogton kapjuk, hogy —2 = —4A, azaz A = %, és az s = 2
helyettesitést haszndlva pedig 2 = 4B, azaz B = % Ezért
S 1 1 1 1

32—4:§s+2+§s—2'

Inverz Laplace-transzformaltat szamolva megkapjuk a kezdeti érték feladat megolddsat

_ -1 _ -l s _—111 }1 _1—2t12t
#(t) = LX)} = £ {32—4}_£ {2s+2+2s—2 =3¢ T
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1.2. A Laplace-transzformalt tovabbi tulajdonsagai

Az alabbi eredmény azt mondja, hogy a Laplace-transzformat s-szerinti derivaltjat kiszamithat-
juk ugy, hogy a derivélas és az improprius integralas sorrendjét felcseréljiik: azaz el6szor s-szerint
derivaljuk az e=5! f(t) kifejezést, majd a kapott eredménynek vessziik az improprius integraljat.
Megjegyezziik, hogy ennek a formélis szamoldsnak az igazoldsa nem konnyii, a bizonyitast itt
nem részletezziik.

1.24. Tétel. Ha az f: [0,00) — C figgvény a A osztdlyba tartozik, akkor van olyan sy € R,
hogy az

F(s) = /OO e St (t) dt, s € (sg,00)

0

fligguény az s vdltozdja szerint akdrhdnyszor differencidlhato (sg,00)-en, €s tetszdleges k pozitiv
egész szamra

FR (5) = (=1)* /00 e SR f(t) dt, s € (sg,00).
0

1.25. Kovetkezmény. Legyen f € A, sy a konvergencia abszcisszdaja az F = L{f} Laplace-
transzformadltnak. Ekkor

FRI(s) = (=) L{t* f(£)}(s), Res > sg.

Az el6z6 eredmény alkalmazdsaként kapjuk a kovetkezd fontos Osszefiiggést:

1.26. Tétel. Tetszdleges k nemnegativ egészre

k!
k _

Bizonyitas: Az (1.4) Osszefiiggés k = 0 -ra igaz, ugyanis kordbban megmutattuk, hogy
1
L{1}(s) = —, Res > 0,
s

Legyen F' = L{1}, és alkalmazzuk az 1.25. Kévetketményt, amelynek értelmében

k
(“1)FL{tF)(s) = Fh(s) = % <1> ~ (1) S% Res > 0.

;

amibél kovetkezik (1.4). O
Bizonyitas nélkiil tekintsiik a Laplace-transzformalt néhany egyéb tulajdonsagat.

1.27. Tétel (Hasonlésdgi tétel). Legyen f € A, a # 0. Ekkor

Lifenhs) = 0 (2),

minden s € C-re, amelyre Re s elegendden nagy.
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1.28. Tétel. Legyen f € A. Ekkor

e{ [ s )= 1o

minden s € C-re, amelyre Re s elegendden nagy.

1.29. Tétel. Legyen az f : [0,00) — R figgvény szakaszonként folytonos és p-periodikus. Ekkor

L) = = [ 0

e ps

minden s € C-re, amelyre Re s > 0.

1.30. Tétel (Kezdeti- és végérték tétel). Legyen f, f' € A.

(a) Legyen s € R. Ekkor
lim SE{}s) = £0).

(b) Tegyiik fel, hogy L{f}(s) értelmezve van Re s > 0-ra. Ekkor

lim s£{/}(s) = Jim (1)

feltéve, hogy a hatdrértékek léteznek.

1.3. Az egységugras fiiggvény és a négyszogjel Laplace-transzformaltja

Az alkalmazasokban fontos szerepet jatszik az igynevezett Heaviside-fligguény vagy egységugrds
fliggvény, amelyet ¢ € [0, 00)-re a

t <c,
t

INIA

my={} 0

képlettel definidlunk. Vildgos, hogy a H. fliggvény szakaszonként folytonos és exponencidlisan
korlatos [0,00)-en. Igy £L{H.} (s) létezik ha Res > 0 és ¢ > 0, tovabbd

L{Hc}(s) = / e_StHc(t)dtz/ e_St-Odt+/ et 1dt
0 0 ¢

A 1 A 1
= lim e Sdt = lim — (6_5 — e_sc) = —

(—e™%), Res > 0.
A—+oo /. A—4o00 —8 —S

Tehat kapjuk a kovetkezd allitast.

1.31. Tétel. Legyen ¢ > 0. Ekkor

e—SC

LA{H.}(s) = ot Res > 0.
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Megjegyezziik, hogy ha H. definicidjaban a t = ¢ pontban mésképp definidljuk a fliggvény
értékét, pl. ugy, hogy balrdl folytonos legyen, a Laplace-transzformaltjanak az értéke nem
valtozik.

Adott egy f: [0,00) — C fliggvény és ¢ > 0 konstans, akkor definidljuk a

td_ef 0, 0<1t<c,
O i TR

figgvényt. Ez nem mas, mint az f fliggvény eltoltja jobbra c egységgel, uigy, hogy negativ t-re
konstans 0-val terjesztjik ki az f fiiggvény definiciéjat. A Heaviside fliggvény segitségével a g,
fuggvény a

gc(t) = Hc(t)f(t - 0)7 t>0

alakban is felirhatd, feltéve, hogy f értelmezését (tetszéleges mddon) kiterjesztjiikk a [—c, 0]
intervallumra is.

1.32. Tétel (Eltolasi tétel). Ha f € A, ¢ > 0, akkor
L{H.(t)f(t —c)}(s) = e *L{f}(s), ha Res elegendden nagy.

Bizonyitas: Az vilagos, hogy g. € A, igy L{g.} 1étezik, és
/ e Stg.(t)dt = / e Sf(t —c¢)dt = / e_s(“+c)f(u) du = e_sc/ e f(u) du,
0 c 0 0

ha Re s elegendden nagy. O

Legyen a,b > 0. Az egységnyi négyszogjel alatt olyan fliggvényt értiink, amely egy adott [a, 0]
intervallumon kivil nulla és az intervallumon az értéke 1. Képletben kifejezve:

-
f(t)={7 g

Itt jobbrol folytonos fiiggvényként definidltuk az egységnyi négyszogjel fliggvényt, de barhogy is
definidljuk a szakadasi pontokban a fliggvény értékét, ugyanaz lesz a Laplace-transzformaltja.
Vildgos, hogy f(t) = Ha(t) — Hy(t), igy

INIAIA

t<a
t<b
t

L{f} = L{H,} — L{H,} = %e—sa — %e—Sb _ ¢

1.33. Példa. Tekintsik az

2 —dx = f(t), z(0) =0, 2/(0)=0

kezdeti érték feladatot, ahol

Szamitsuk ki el8szor az f fiiggvény Laplace-transzformaltjat. Mivel f(t) = 2(Hy(t) — Hs(t)),
ezért

—s .y 6—33 .

s s

e

L{f}(s) = 2L{H1(t)} — 2L{H3(t)} = 2
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fgy az egyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat véve

s2X(s) —sz(0) — 2'(0) — 4X(s) = e“% — 6_45;
azaz )
(2 —4)X(s) =e* o 6_4537
és igy , )
K= e a6y

El6szor szamitsuk ki a tort parcialis tortekre bontdsat:

2 A B C

s(s+2)(s—2) :§+3+2+3—2’
amibdl
2=A(s+2)(s—2)+ Bs(s —2)+Cs(s+2).

Az s = 0 helyettesitésbél 2 = —4A, azaz A = —%. Az s —2 helyettesitésbdl 2 = 8B,
1

azaz B = 7. Az s = 2 helyettesitéssel pedig 2 = 8C, azaz C = % addédik. Ezért az inverz
Laplace-transzformalt:

2 11 1 1 1 1 1 1 1
-1 1 2t 2t
L ——— bt =L =4 = + = t) = —=+ e 24—t
{S(S+2)(S—2)}() { 2s 4s5+2 48—2}() 2 46 46

Az eltolési tétel szerint ezért a megoldés

o) = Hi() <_1 w2 %ez(t—n) Hy(t) <_1 Ll aes 162@—3))
0

2 4 2 4 4
7 t<1,
_ _% + %6—2@—1) + 162(t—1)’ 1<t<3,
Le=20=1)  Le20-1) _ 1o=2(6-3) _ 120-3) >3

Az eltolasi tétel segitségével tetszbleges szakaszonként folytonos fiiggvény Laplace-transzfor-
maltjat ki tudjuk szamitani.

1.34. Példa. Szémitsuk ki az

f(t)

I
—N—

fligegvény Laplace-transzformaltjat!
Ehhez el6szor fejezziik ki f-et Heaviside-fliggvényt hasznélva:

f(t) = (Hui(t) — Ha(t))(2t = 3).

Az eltolési tétel haszndlatdhoz alakitsuk at a fliggvény képletét a megfelel6 médon:

F(t) = Hy(8)(2 = 3) = Hi(t) (2t = 3) = Hi (1) (2(¢ — 1) = 1) = Ha(t) (2(¢ — 4) +5).
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Ekkor az eltolasi tétel szerint

LIfY(s) = E{Hl(t)<2(t—1)—1>}—E{H4(t)<2(t—4)—|—5>}

1.35. Példa. Tekintsiik az
2" — 22 — 3z = f(t), z(0)=1, 2/(0)=0
kezdeti érték feladatot, ahol

)

1
t< 4,
'

IANIAA

0, t
H=4{ 26-3, 1
f(®) 2z !

Megjegyezziik, hogy az el6zd példdban mar kiszamitottuk f Laplace-transzformaltjat. Az egyen-
let mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat véve

2X(s) — s2(0) — 2/(0) — 25X (5) + 22(0) — 3X () = e~* (32 - 3) s (32 + 5) ,

s s s2 s
v 2 98 + 2
_e2—8  _4.0s
(s2—25—3)X(s)=s—2+e 5 4 SR
és igy
X(s) = 5—2 4 2—s s 5s + 2
 (s+1)(s—3) s2(s+1)(s — 3) $2(s+1)(s—3)

Mar csak inverz Laplace-transzformaltat kell szdmolni! Jelolje z;(t), z2(t), x3(¢) kiilon-kiilon
a tagok inverze Laplace-transzformaltjait. Szamitsuk ki elOszor az els6 tort parcidlis tortekre

bontasat:
s—2 A B

(s+1)(s—3) _8—|—1+8—3’

és igy

s—2=A(s—3)+ B(s+1).
Ebbol az s = —1 helyettesitéssel kapjuk, hogy —3 = —4A, azaz A = %. Hasonléan, az s = 3
helyettesitésbol kapjuk, hogy 1 = 4B, azaz B = %. Ezért

_ s—2 4 (3 1 1 1 3 ;1 4
a:1(t)=£1{m}(t):£1{ZS+1+18_3}(t):Ze +163'

A masodik taghoz elOszor tekintsiik:

2-s _A B _C D
s2(s+1)(s—3) s s s+1 s-3

azaz
2—s5=As(s+1)(s—3) +B(s+1)(s — 3) + Cs*(s — 3) + Ds*(s + 1).
Ebbdl az s = 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy 2 = —3B, azaz B = —%. Az s = 3 helyettesitésbdl

kapjuk, hogy —1 = 36D, azaz D = —%. Az s = —1 helyettesitéssel 3 = —4C', azaz C' = —%.
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Végiil az s = 1 helyettesitést hasznalva, 1 = —4A — 4B — 2C + 2D, amibdl a mar kiszamitott

egylitthatokat behelyettesitve kapjuk, hogy 1 = —4A4 + % + g — %, azaz A = g. Ezért

2 s 71 21 3 1 1 1 72 3, 1
E_l t :ﬁ_l - - — - _ D= ——"¢t—= -t~ 3t'
{32(s+1)(3—3)}() {93 352 ds+1 363—3}() 9 3 4° "36°

Az eltolasi tétel szerint

7T 2 3 1
— ey 2 —(@-1) _ ~ 3(t—1)
x2(t) = Hy(t) <9 3(t 1) 1€ 35¢ )
Hasonléan,
95 + 2 é n B n C n D
2(s+1)(s—3)s 2 s+1 s-3
azaz

55 +2=As(s +1)(s —3)+ B(s + 1)(s — 3) + Cs*(s — 3) + Ds*(s + 1).

Az s = 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy 2 = —3B, azaz B = —%. Az s = 3 helyettesitésbol
kapjuk, hogy 17 = 36D, azaz D = %. Az s = —1 helyettesitéssel —3 = —4C, azaz C = %.
7

Végiil az s = 1 helyettesitést haszndlva, 7= —4A —4B —2C +2D, ésigy 7= —4A+ % — g + }
azaz A = —%. Ezért

o5 + 2 111 21 3 1 17 1
-1 _ por) ML o219 i
£ {32(s+1)(s—3)}(t) = £ { 9 s 332+4s+1+363—3}(t)

_ _E_2t+§6_t+£est
B 9 3 4 36

)

[ee]

ezért az eltolasi tétel szerint

1 2 3 17 4
x3(t) = Ha() <—§ - g(t —4) + 1€ (=4 4 %e?’(t 4)> .

A feladat megoldasa ezutan x(t) = x1(t) + z2(t) — x3(t). O

1.4. A Dirac-delta fiiggvény és Laplace-transzformaltja

Szamos alkalmazéasban fellépnek impulziv jelenségek, példaul pillanatnyi er6hatéds egy mechani-
kai modellben, vagy pillanatnyi fesziiltségvéltozas egy elektromos aramkorben. Ilyen impulziv
hatas modellezésére gyakran haszndljdk az G.n. Dirac-delta figgvényt vagy mas néven a Dirac-
impulzus fiigguényt, amelynek szokdsos jele d(t).

Tegylik fel példaul, hogy egy mechanikai modellben egy kis ideig konstans eré hat, amelynek
az impulzusa, azaz az integralja az adott idGintervallumon egységnyi nagysaga. Tegyiik fel, hogy
ez az id6intervallum az origéra nézve szimmetrikus, legyen ez [—h, h] (h > 0), azaz az er képlete

L ~h<t<h
- R =t=n,
on(®) { 0, |t > h,

/_Z S (t) dt = /_}; p(t)dt = 1.

és igy a teljes impulzusa
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Ahogy h csokken, az egységnyi impulzussal rendelkez6 er6hatés egyre inkabb a 0 kis kornyezetére
korlatozddik, de egyre nagyobb lesz. Nyilvan teljesiil, hogy

o

lim (5 dt = lim on(
h—0+ J_ h h—>0+/ h

Természetes az idealizalt impulziv erChatast §; hatarértékeként definidlni, hogy ha h — 0+,

azaz legyen 0§ a ¢, figgvény pontonkénti hatarértéke, ha h — 0+4. Ekkor

00, t=0,
Masrészt elvarjuk azt is, hogy a Dirac-delta fliggvénynek is egységnyi impulzusa legyen az egész

szamegyenesen, azaz az
(o]
/ o(t)dt =1 (1.6)
—00

azonossag teljesiiljon. Természetesen valds fiiggvény nem veheti fel a co értéket, és ha egy pont
kivételével azonosan nulla, akkor integrélja is O kell legyen, azaz egy , hagyomanyos” fiiggvény
nem teljesitheti az (1.5) és (1.6) azonossigokat.

Ha (1.6) teljesiil, akkor ez azt jelenti, hogy

hli>nol+/ on(t)dt = /_ hli>H01+ on(t) dt

is teljesiilne, ami tudjuk, hogy pontonkénti konvergencia esetében altalaban nem teljesiil. A
Dirac-delta fliggvénytol viszont azt is megkoveteljiik, hogy

lim/ f(&)op(t)dt = / lm f(¢)d,(t)dt

h—0+ h—0+

teljesiiljon minden f folytonos fiiggvényre is. Ekkor az integralokra vonatkozd kozépérték tétel
szerint minden h-ra létezik olyan &, € [—h, h], hogy

00 00 1 h
/_ f(®)o(t)dt = lim / f@)op(t)dt = lim — f(t) dt = hlin&_ f(&n).

h—0+ J_ h—0+ 2h

De &, — 0, igy f folytonossdga miatt

| swsteya = so) (1.7)

A Dirac-delta fiiggvényen tehat egy olyan § , fiiggvényt” értiink, amely rendelkezik az (1.5), (1.6)
és (1.7) tulajdonsdgokkal. Megmutathaté mélyebb matematikai eszkozoket haszndlva, hogy van
olyan, u.n. altaldnositott fliggvény vagy méds szdval disztribucié, amely rendelkezik ezekkel a
tulajdonsagokkal. Ennek preciz targyaldsa azonban messze meghaladja ennek a jegyzetnek a
kereteit.

Az alkalmazasokban altalaban a Dirac-delta fliggvény eltoltjai szerepelnek. Legyen ¢ > 0, és
tekintsiik a d(t — ¢) fiiggvényt. Ez a ¢ pontra koncentralédé Dirac-impulzus fiiggvény, amelyre
teljesiil, hogy

/_ " F0)8(t — ) di = £(o) (18)

minden f folytonos fiiggvény esetén. Ennek Laplace-transzformaltja is rogton megkaphato
z (1.8) formulat alkalmazva:

o0

L{6(t —c)}(s) = /000 eSSt —c)dt = / e St5(t —¢)dt = e~

— o0
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1.36. Példa. Tekintsik az
" + 22" + 4z = §(t — 1), z(0) =0, 2/(0)=0

kezdeti érték feladatot.
Laplace-transzformalva az egyenletet kapjuk, hogy

s2X (s) — sx(0) — 2'(0) + 25X (s) — 22(0) + 4X(s) = ™%,
azaz a kezdeti feltételeket hasznélva
(s> + 25 +4)X(s) = e *,
és igy
_
(s +2)2

Szamitsuk ki el0szor a csillapitasi tételt hasznalva

£ {ﬁ} (t) =te 2.

X(s)=¢€"°

Ezért az eltolasi tétel szerint

ot 0, 0<t<1,
w(t) = Hi(t)(t —1)e 7 = { (t—1)e2-D 1<t

1.5. Konvolicids integral és annak Laplace-transzformaltja

Linedris differencidlegyenletek megolddsakor gyakran kell fg f(t —u)g(u) du alaki integrélokat
kiszamitanunk, ezért ezek roviditésére vezessiik be a kovetkez6 jeltlést.

1.37. Definicié. Az f,g : [0,00) — C flggvények konvolicidjinak (vagy konvolicids szor-
zatdnak) nevezzik az

(f*g)(t) = /0 f(t— w)gu) du, >0

integralt.
A konvolicié definiciéjabdl kénnyen igazolhatdk az aldbbi tulajdonsdgok:

1.38. Allitas. Legyen f,g,h : [0,00) — C fiiggvények lokdlisan integrdlhatok. A definicio
alapjan az f és g konvolicidja értelmezve van [0,00)-en, és a kivetkezdk teljesilnek:

(i) a konvolicié kommutativ, azaz f xg = gx* f, Vf,g-re,
(i1) a konvolicid asszociativ, azaz (f xg)*xh= f*(g*h), Vf,g,h-ra,
(iii) a konvolicid disztributiv az dsszeaddsra nézve, azaz (f+g)xh = fxh+gxh, Vf, g, h-ra,

(iv) f*xO =0, Vf-re, ahol O(t) =0 az azonosan 0 fligguény.
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Megmutathatd, hogy ha f,g € A, akkor f * g € A, és teljesiil az aldbbi alapvetd allités.

1.39. Tétel (Konvolicios tétel). Tetszdleges f,g € A figgvényekre

LA{fxg}(s)=LA{f}(s) - L{g}(s), ha Res elegendben nagy.

A tétel szerint szorzat inverz Laplace-transzformaljat az egyes tényezék inverz Laplace-
transzformaltjainak konvolicidja adja. Ennek alkalmazasaira a kovetkezd szakaszban lathatunk
példakat.

1.6. Alkalmazasok

1.40. Példa. Adott b,w € R. Keressiik azt az x : [0,00) — R kétszer differencidlhaté fiiggvényt,
amelyre a kovetkezo teljesiil:

2" (t) + x(t) = bsinwt, t>0,
és
z(0) =1, 2'(0) = 0.
Az 1.22. Tétel alapjan z,2’, 2" € A, ezért az egyenlet két oldaldnak Laplace-transzformaltjat
véve (elegendd nagy Re s-re), és a Laplace-transzformalt tulajdonsdgait alkalmazva kapjuk

L{x"}(s) + L{x}(s) = L{bsinwt}(s),

igy
2 ! w
X(s) — 0) —2'(0) + X(s) =b——=
PX(s) — 52(0) ~ (0) + X(5) = by 2
ahol megint X (s) = L{z}(s). Haszndlva az x (0) =1 és 2/(0) = 0 megadott értékeket kapjuk,
hogy
1 w s

=b
21l 1w 241

X(s)
és igy az 1.39. Tétel szerint
t
x(t) = b/ sin(t — u) sinwu du + cost, t>0.
0
Tegyiik fel elészor, hogy w # +1. Ekkor az integralt a
1
sin(t — u) sinwu = 5 (cos(t —u—wu) — cos(t —u+ wu)>
azonossagot felhasznalva szamitjuk ki a kovetkezdképpen:

z(t) = g /Ot (cos(t — (1 4+w)u) —cos(t — (1 — w)u))du + cost

_ g ([sin(t— (1 +w)u)r=t . [sin(t— (1 _w)u)rt) ot

—1—-w w=0 14w u=0

N o

sinwt +sint  sinwt —sint
+ + cost
14w —1+w

b
= ﬁ(sint—wsinwt)—i-cost, t>0, w#+£l.
—w
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Ha w =1, akkor

b [ b
x(t) = 5/0 <cos(t — 2u) — cos t)du + cost = §(Sint + tcost) + cost, t>0.

Ha w = —1, akkor bsin(—t) = —bsint, igy ez visszavezethetd az el6z6 esetre. O

1.41. Példa. Soros RLC aramkor

Ha egy valtakozéaramu aramforrashoz sorosan egy R ohmos ellenallast, egy L induktivitasu
tekercset és egy C' kapacitdsi kondenzatort kapcsolunk, akkor az 1u.n. soros RLC aramkort
kapjuk:

L

(t
O~

O

Tegyiik fel, hogy R, L, C konstans értékek. Jeldlje a ¢t id6pontban E(t) az dramforréds éltal az
aramkorbe juttatott ,kiils6” fesziiltséget, I(t) az dramkorben foly6é dramerésséget, Q(t) a kon-
denzator toltését. Ekkor a tekercs két vége kozott L% onindukciods fesziiltség, a kondenzatoron
pedig Q/C fesziiltség 1ép fel, ezért Kirchoff médsodik torvénye alapjan

_ dl @
E(t)—L%—FE—FRI.

Ebbdl az I = % = Q' osszefiiggést alkalmazva kapjuk, hogy

1
LQ" + RQ + 6Q = E(t). (1.9)
Az egyenlethez rendelt kezdeti értékek:

Q(0)=Qo,  Q'(0) =1(0) = Io. (1.10)

Ha E(t) differencidlhaté, akkor az egyenlet mindkét oldalat derivélva kapjuk az dramerdsségre
vonatkozo egyenletet:

1
LI"+RI'+ 51 = E'(t).
Ekkor I'(0)-t az (1.9) egyenlet segitségével fejezhetjiik ki:

1

10 =t 10) = (E) - Rl - 50).

Oldjuk meg az (1.9)-(1.10) kezdeti érték feladatot. Az (1.9) egyenlet mindkét oldaldnak
Laplace-transzformaltjat véve kapjuk

Ls*L{Q}(s) — LsQ(0) — LQ'(0) + RsL{Q}(s) — RQ(0) + %E{Q}(S) = L{E}(s)-

Ebbadl kapjuk
L{Q}(s) = (s) + ¥ (s),
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ahol
~ (Ls+ R)Qo + LIy _ L{E}(s)
ls) = Ls?+Rs+ & \II(S)_LSQ—I—RS—I—%’
és igy
Q(t) = o(t) + ¥(1),
ahol L{¢(t)}(s) = ®(s) és L{P(t)}(s) = ¥(s). Vegyiik észre, hogy ¢(t) az
Ly" + Ry + éy =0,  y(0)=Qo, ¥(0)=1I

feladat megolddsa, és ¥ (t) pedig az

1
Ly" + Ry + cy=E0,  y0)=0, y'(0) =0

feladat megoldéasa.
Most tekintsiik az (1.9)-(1.10) feladat speciélis eseteit.

1. eset: Tegyiik fel, hogy dramkorben levé elemek ellenalldsa 0-nak tekintheté (d.n. LC kor),
azaz R = 0, és nincs kiilsé fesziiltség a rendszeren (E(t) = 0), azaz feltdltjiik egy teleppel a
kondenzatort, majd a telepet lekapcsoljuk az aramkorbol:

Szamitsuk ki az (1.9)-(1.10) kezdeti érték feladat megolddsat. Ahogy azt méar lattuk,

L(sQo + I
£1Q)e) = #(s) = LT
Vezessiik be az ]
wo = \/T—C'
jelolést. Ezt a jelolést haszndlva kapjuk
IO wo

s
L = - 4
{@}s) = Qo s + wk + wo $2 + wi’

és ezért

Q(t) = ¢(t) = Qo coswot + i—o sin wot.
0

Ekkor tehat a rendszer egy wq frekvencidju szabadrezgést végez. (Az wp szdmot a rendszer
sajdtfrekvencidjinak nevezzik.)

2. eset: Tegyiik fel, hogy R =0, Qo = 0, Ip = 0, és E(t) = Eycoswt kiils6 fesziiltség hat a
rendszerre, ahol w # wgy, Fy € R. Ekkor

E() wo S
"~ Lwp 82 4w 2+ w?’

L{Q}(s) = U(s)
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és ezért

Q) = (1)
Ey [*.
= Lo ; sin(wo(t — w)) cos wu du
- 25?10 /0 <sin(w0(t —u) + wu) + sin(wo(t —u) — wu)) du

K <cos wt — cos wot n cos wt — cos w0t>

2Lwy wo — w wo +w
0 (coswt — cos i)
= —————(coswt — cosw
L(w3 — w?) 0
2E0 . (wo — w)t . (wo + w)t
= sin sin .
L(w? — w?) 2 2

Ha |wp — w| kicsi, akkor wg+w > |wp —w|, és igy a megoldas utébbi képletét gy is tekinthetjiik,

hogy az egy gyorsan oszcillalé fiiggvény, sin (wogw)t, amelynek az amplituddja,
2E0 . (wo — w)t
sin
L(wg — w?) 2

lassan oszcillal. Ezt a jelenséget lebegésnek hivjak, amely tehat akkor figyelheté meg, ha a kiils6
er6 frekvencidja kozel megegyezik a rendszer sajatfrekvencidjaval. Egy ilyen megoldas grafikonja
lathato a kovetkez6 abran.

L=2C=1/8 Ey=1wy =2 w=21.

3. eset: Tegyiik fel, hogy R = 0, Qo = 0, Iy = 0, és E(t) = Eycoswyt, azaz a rendszer
sajatfrekvencidjaval megegyezd frekvenciaju kiilsé eré hat a rezgékorre. Ekkor

Ey wy S
- b
Lwy % + wd s2 + wi

L{Q}(s) = ¥(s)

és ezért

Q) = ()
Eo ['.
= T ; sin(wo(t — u)) cos wou du
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_ Ey [/ _
= 2Lwo Jo <S1n(w0(t —u) + wou) + sin(wo(t — u) — on)) du

Ey | .
= t sin wot.
wo

Ebben az esetben tehat egy olyan oszcilldlé megoldast kaptunk, amelynek amplitidéja tart
végtelenbe, ha t — oco. Ezt a jelenséget rezonancidnak hivjak.

L:1,021/25,E0:1,w0:5.

4. eset: Tegyiik fel, hogy R =0, Qp € R, Iy € R, és E(t) = Epcoswt kiils6 fesziiltség hat a
rendszerre, ahol w # wq, Ey € R. Ekkor a megoldas az 1. és 2. esetben kiszamitott két fliggvény
Osszege lesz:

I
Q(t) = Qo coswot + =0 sin wot + (coswt — cos wot).
wo

Ep
L(w3 — w?)

A kovetkezd példa azt illusztralja, hogy a Laplace-transzformacié mddszere alkalmazhato
konstans egyiitthatds linearis differencidlegyenlet-rendszerek megolddsara is.

1.42. Példa. Oldjuk meg az

¥ = 3z —2y+é, z(0) = 2,
= xz+6y—€, y(0) = —1

rendszert!
Vegyiik mindkét egyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat, és hasznaljuk az X =
L{z} és Y = L{y} jeloléseket:

1
s—1
1
s—1°

sX(s)—xz(0) = 3X(s)—2Y(s)+

sY(s) —y(0) = X(s)+6Y(s)—
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A kezdeti feltételeket haszndlva

1
(s—3)X(s)+2Y(s) = 2+ py—
1
—X(s)+(s=6)Y(s) = —1— T
Az egyenletrendszert megoldva kapjuk
252 — 115 + 6
X —
&) = oG -96-1
2
— 1
Y(s) = s° —bs+

T (s—4)(s—5)(s—1)

és igy parcidlis tortekre bontva

252 —11s+ 6 1 1 1 1 1
t - -1 = -1 —_— 2 —
) = £ {<s—4><s—5><s—1>} £ {48—1+ P I
_ _lt 4t lst
= 46 + 2e +4e
s2 —bs+1 11 1 11
t — -1 e -1 — — — —
y(®) £ {(8—4)(8—5)(8—1)} £ {43—1 s—4 43—5}

1 1
R B .

4 4

|



