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7. Fixpont tételek

Az

z = f(z) (7.1)
egyenletet fixpont egyenletnek mnevezziik, annak egy p megoldasat pedig az f fiiggvény fix-
pontjdnak hivjuk. A fixpont egyenlettel az dltalanos esetben, azaz amikor az f fiiggvény metri-
kus vagy normalt terek kozott értelmezett leképezés, a 7.2. szakaszban foglalkozunk. Altalanos
feltételeket fogunk megadni, amelyek garantdljak a fixpont 1étezését és egyértelmiiségét, s6t nu-
merikus moddszert is kapunk a fixpont kozelitésére. A 7.3. szakaszban példdkon illusztraljuk,
hogy szamos matematikai feladat megoldésa 1étezését és egyértelmiiségét igazolhatjuk gy, hogy
a feladatot atfogalmazzuk fixpont egyenletté, és arra alkalmazunk egy fixpont 1étezésére vonat-
kozé altalanos tételt, i.n. fixpont tételt. Szamos fixpont tételt fogalmaztak meg a matematika
kiillonbo6z6 teriiletein. Mi a 7.2, szakaszban az egyik legfontosabb esettel, a Banach-féle fixpont
tétellel foglalkozunk részletesen, de a 7.4. szakaszban felsorolunk — a teljesség igénye nélkil —
néhany egyéb gyakran hasznélt fixpont tételt is.

7.1. Fixpont feladat valés fiiggvényekre

Ebben a szakaszban a (7.1) fixpont egyenlet legegyszer(ibb esetével foglalkozunk, amikor f :
[a,b] — R valds fiiggvény. Ebben az esetben geometriai jelentést tudunk hozzérendelni a fix-
pontokhoz: az f fiiggvény fixpontjai a fliggvény grafikonja és az identikus fliggvény grafikonja
metszéspontjainak z- illetve y-koordinatai lesznek. (Lésd a 7.1. abrat, ahol p, ¢ és r fixpont-
jai f-nek.) A geometriai héttér miatt rogton kapjuk a kovetkezé allitdst a fixpont létezésére
vonatkozoéan.

f(x) X

f(x)

7.1. dbra. 7.2. 4bra.

7.1. Tétel. Legyen f: [a,b] — [a,b] folytonos figguény. Ekkor f-nek létezik fizpontja [a, b]-ben.
Ha tovdbbd f differencidlhaté (a,b)-n, és létezik olyan 0 < ¢ < 1 konstans, hogy |f'(x)| < ¢
minden x € (0,1)-re, akkor f-nek pontosan egy fixzpontja létezik [a, b]-ben.

Bizonyitas: A fixpont létezése, azaz az a tény, hogy az f fliggvény grafikonja metszi az y = x
egyenest, trividlisan adédik a feltételekbdl (lasd a 7.2. dbrat).

Tegyiik fel, hogy van két kiilonb6zé fixpontja f-nek, p és g (ldsd a 7.3. dbrat). Ekkor
a Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint van olyan & pont p és ¢ kozott, ahol f/(¢) = 1, ami
ellentmond a feltételeknek. O
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Egy megadott o kezdeti értékbdl inditott, és az
Tpr1 = flag), k=0,1,2,...

rekurziv képlettel definidlt sorozatot fixpont iterdcids sorozatnak hivjuk.

7.2. Tétel. Legyen f folytonos. Ekkor ha egy xo kezdeti értékbdl inditott xy1 = f(xx) fizpont
iterdcios sorozat konvergens, akkor a hatdréréke fixrpontja f-nek.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy z; — p. Ekkor xp,1 — p és a folytonossiag miatt f(xx) — f(p),
de a hatarérték egyértelmiisége miatt ekkor p = f(p). O

Ezek szerint a fixpont iterdcids sorozatot hasznédlhatjuk a fixpont kozelitésére: ha k ele-
gendden nagy”, akkor zj ,kozel lesz” p-hez (feltéve, hogy a sorozat konvergdl). A fixpont
iteraciés sorozatokat valds fiiggvények esetén U.n. lépcsds diagrammal lehet szemléltetni, lasd
a 7.4. abrat.

Az aldbbi tétel szerint a 7.1. tétel feltételei elegendbek arra, hogy garantéaljak a fixpont
iteracios sorozatok konvergenciajat.

7.3. Tétel. Legyen f: [a,b] — a,b] folytonos és (a,b)-n differencidlhatd figguény, és tegyik
fel, hogy létezik olyan 0 < ¢ < 1 konstans, hogy |f'(x)| < ¢ minden x € (0,1)-re. Ekkor minden
xo € la,bl-re az xiy1 = f(xg) fizpont iterdcids sorozat konvergdl az f fiigguény egyértelmid
fixpontjdhoz.

Bizonyitas: A p fixpont létezése és egyértelmiisége kovetkezik a 7.1. tételbSl. A sorozat kon-
vergencidja az alabbi egyenlotlenségbol adddik, amelyet a Lagrange-féle kozépérték-tételt, ¢ de-

finiciéjat és teljes indukciot alkalmazva kapunk:

o — p| = | f(xr—1) — F®)] = |F' E—)l|zr—1 — D] < ezt — p| < F|zg — p).

fi
® )

a P g q b a P, P, Py p, b

7.3. dbra. 7.4. dbra.
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7.2. Banach-féle kontrakcios elv

Legyen (X, d) metrikus tér és F': X — X egy leképezés. Azt mondjuk, hogy F-nek p fixpontja,
ha
p=F(p).
Az x = F(x) egyenletet fizpont egyenletnek nevezziik.
Azt mondjuk, hogy F' kontrakcid vagy mas széval kontraktiv leképezés X-en, ha létezik olyan
c €10,1) valés szam, hogy

d(F(z), F(y)) < cd(x,y),  =,y€X.

Megjegyezziik, hogy a definiciébdl rogton kévetkezik, hogy minden kontrakcié folytonos is.

A 7.3. tétel bizonyitdsdbol lathatd, hogy ha F': [a,b] — R folytonos és differencialhaté valds
fuggvényre |F'(z)| < ¢ < 1, z € (a,b), akkor F kontrakci6 [a, b]-n. A kontrakcids tulajdonsighoz
viszont nem sziikséges, hogy F' differencidlhaté legyen, pl. F(x) = %|a:| kontrakcié R-en.

A 7.3. tétel altalanositdsa metrikus terekre az aldbbi alapveté eredmény, amelyet Banach-
féle fixpont tételnek vagy kontrakcios elvnek is hivunk. A tételt alkalmazdsit egy egyenlet meg-
oldasanak meghatarozasara vagy a megoldas kozelitésére szukcessziv approximdcio modszerének

is szoktak hivni.

7.4. Tétel (Banach-féle fixpont tétel). Legyen (X,d) egy teljes metrikus tér, F': X — X
eqy kontrakcio. Ekkor F-nek pontosan egy p fizpontja létezik X -en, és tetszdleges xg € X-re az
Tp+1 = F(zy)

fixpont iterdcios sorozat konvergdl p-hez.
Bizonyitas: Legyen xy € [a,b] tetszOleges, és zp11 = F(z), k = 0,1,..., Megmutatjuk,
hogy (x) konvergens. Ehhez elegendd beldtni, hogy Cauchy-sorozat. Legyen tehat k > m,
és tekintsiik d(xg, T )-t. A hiromszog-egyenlétlenséget, a sorozat definiciéjat és a kontrakcids
tulajdonsagot hasznalva kapjuk

d(Tg, 2m) < d(@g, Tp—1) + d(Tp-1,Tk—2) + - + A(Tm1, Tm)
d(F(zg-1), F(zr-2)) + d(F(zp-2), F(2)-3)) + - + d(F(2m), F(Tm-1))
< cd(xp_1,Tp_2) +cd(Tp_2,Tp_3) + - + cd(Tpm, Tp—1)-

Az egyes tagokban ismételten (tagonként kiilonboz6 sokszor) alkalmazva a sorozat definicidjat
és a kontrakcids tulajdonsagot kovetkezik, hogy

d(zp, ) < (FP+E2 4k E™)d(, o),
és ezért,
m

o0
; ¢
d(zg, Tm) < Z | d(zy,zo) = 1—_Cd(a:1,:z0) — 0, ha m,k — oo.
j=m

Tehat (x) Cauchy-sorozat, és igy konvergens. Legyen xj — p, ha k — co. Megmutatjuk, hogy
p fixpontja F-nek. Mivel zy11 = F(xg), igy mindkét oldal hatarértékét véve, és hasznalva F'
folytonossagat, kapjuk, hogy p = F(p), azaz p fixpontja F-nek.

Tegyiik fel, hogy F-nek p és ¢q fixpontja. Ekkor F' kontrakciés tulajdonsagat felhasznalva

d(p,q) = d(F(p), F(q)) < cd(p, q),
ami csak ugy lehet, hogy d(p,q) =0, azaz p = q. 0

Mivel egy normalt tér egyben metrikus tér is, sOt, egy normalt tér tetszoleges részhalmaza
is metrikus tér a norma altal generalt metrikdban, a 7.4. tétel kovetkezményeként kapjuk a
Banach-féle fixpont tétel normalt terekre vonatkozo alakjat.
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7.5. Tétel (Banach fixpont tétele normalt terekre). Legyen (X, |-||) Banach-tér, E C X
zart halmaz, és F': E — E egy kontrakcio E-n, azaz létezik olyan 0 < ¢ < 1 konstans, hogy

[F(z) = Fy)ll <cllz—yll, zyeckE.
Ekkor F-nek pontosan egy fixpontja létezik E-en, amely tetszéleges E-beli kezddpontbol inditott

fixpont iterdcio hatdrértékeként megkaphato.

Legyen (X, | - ||) egy normélt tér. Egy T: X — X leképezést affin leképezésnek hivjuk,
ha Tx = Ax + b alaku, ahol A: X — X egy linedris leképezés, b € X. Affin leképezés estén
a kontrakcids tulajdonsag azzal ekvivalens, hogy az A linedris leképezés norméja 1-nél kisebb.
Kapjuk ezért a kovetkezd specidlis alakjat a 7.4. tételnek:

7.6. Tétel (Banach fixpont tétele linedris leképezésekre). Legyen (X, | -||) egy Banach-
tér, ésT: X — X, Tx = Ax + b egy affin leképezés, amelyre ||A|| < 1. Ekkor T-nek pontosan

eqy fixpontja létezik X -en, amely tetszdleges kezddpontbol inditott fixrpont iterdcio hatdrértékeként
megkaphato.

7.3. Banach-féle fixpont tétel alkalmazasai

7.3.1. Newton-modszer

Oldjuk meg az f(z) = 0 egyenletet, ahol f : R — R kétszer folytonosan differencialhaté. Legyen
xo € R adott. Kozelitsiik f(x)-et xp-kortili linedris Taylor-polinommal, és tekintsiik az

f(xo) + f'(zo)(x — o) =0

egyenletet. Ha f/(xg) # 0, akkor ennek megolddsa

o = 2 — f (o)

f'(@o)

Az x1 pontban ismételjiik a fenti eljarast, igy kapjuk az
f (@)

Th+1 = Tk — f’(l‘k) (72)

iteracids sorozatot. Megmutatjuk, hogy ha z( elegendéen kozel van az f fiiggvény p gyckéhez,
akkor a (7.2) sorozat konvergal p-hez. A (7.2) képlettel definidlt numerikus médszert f gyokének
keresésére Newton-mddszernek hivjuk.

7.7. Tétel. Ha f kétszer folytonosan differencidlhats, f(p) =0, f'(p) # 0, akkor létezik olyan
d > 0, hogy minden xy € [p — 6,p + 0] esetén a (7.2) Newton-sorozat konvergdl p-hez.

Bizonyitas: Tekinstiik az

L@
f'(x)
fiiggvényt. Nyilvdn F'(p) = p akkor és csak akkor, ha f(p) = 0. Mivel

Py =1 FE — F@1"@) _ f@) @

(f'(x))? (f'(x))*

F(z) =
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ezért F'(p) = 0. A feltétel szerint F’ folytonos, ezért egy tetszblegesen rogzitett 0 < ¢ < 1-hez
létezik olyan 6 > 0, hogy |F'(x)] < chax € [p—d,p+ ).

Az F fuggvény a [p—d, p+9] intervallumon kontrakeié a ¢ konstanssal, ugyanis a Lagrange-féle
kozépérték-tételt alkalmazva

|F(x) = F(y)l = [F'(§)llz = y| < clz —y]

teljesiil minden z,y € [p — d,p + d]-ra. A kontrakcids tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy F' a
[p — 6,p + d] intervallumot énmagaba képezi le, ugyanis egy tetszbleges = € [p — 0, p + d]-re

|F(x) —pl = [F(z) = F(p)| < cle —p| <[z —p| <é.

Ebbél kévetkezik, hogy az F': [p—6d,p+ 6] — [p—J,p + I] fiiggvényre alkalmazhaté a 7.5. tétel,
amibdl kovetkezik az allités. O

7.3.2. Jacobi-iteracio

Tekintsiik az

Ax =b
linedris egyenletrendszert, ahol
ail ... Qip b1
A= oL eR™™ & b= : | €eR™
apl --- Qpn bn,

Keressiik meg az egyenletrendszer megolddsat a szukcessziv approximécié médszerével! Ehhez
alakitsuk at az egyenletet fixpont egyenlet alakra. Tekintsiik az i-edik egyenletet:

n
Zai]’x]’:bi, 1§z§n
Jj=1

Tegyiik fel, hogy a; 20 (i =1,...,n). Az i-edik egyenletbdl fejezziik ki az i-edik valtozot:

Qg4 b
xZ:—E Lz + =, 1<i<n
1 Qi Qg
i

Ezt vektoridlis alakba felirva kapjuk, hogy

r=—Axr+0b,
ahol
0 @2 n b
_ aix 7 ann _ ail
A= : : : és b=
n1  Gn2 () bn_

ann ann Ann

A 7.5. tételt alkalmazva kapjuk rogton az alabbi eredményt. Ehhez sziikséglink van a kovetkezo
fogalomra. Egy A n x n-es négyzetes matrixot diagondlisan domindnsnak nevezzik, ha

n

‘aii|>z‘ai]", 1=1,...,n.
j=1
J#i
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7.8. Tétel. Ha az Ax = b egyenletrendszer A egyiitthatomdtriza diagondlisan domindns, akkor
az Az = b egyenletnek pontosan egy megolddsa van, amelyet megkapunk tetszéleges (0 € R™
kezdeti értékbol kitndulva az

2D = — AW 4 p k=0,1,2,... (7.3)
iterdcios vektorsorozat hatarértékeként.
Bizonyitas: A 7.5. tétel szerint elegendd megmutatnunk, hogy az
F(z)=—-Az+b
leképezés kontrakeié a || - |0 vektornormaban. Mivel a normék tulajdonsdgait hasznalva
1) = F@)lloo = A = 9)lloo < [ Alloollz = ylloc,

ezért elegendd azt megmutatnunk, hogy az ||Alle métrixnorma 1-nél kisebb. Az 5.72. tétel
alapjan és a diagondlis dominancia definicidja szerint

n
T |aij|
Allo = ma Il < 1.
%
O
A (7.3) iteracids vektorsorozatot koordinatanként kiirva kapjuk az
LI b
xl(-kﬂ):—Z—”a:g-k)—l——l, 1=1,...,n
= i Qi
i
rekurziv definiciét az (a:gk)), cey (m%k)) sorozatok szamolasara. Ezt az iterdciés médszert linedris
egyenletrendszerek megoldasai kozelitésére Jacobi-iterdcionak nevezzik.
7.3.3. Nemlinearis differencidlegyenletek megoldasa
Tekintsiik az
¥ = f(tx), t € (a,b) (7.4)
x(tg) = wu (7.5)

kezdeti érték feladatot, ahol f: (a,b) x T' — R™, T C R" nyilt halmaz, ty € (a,b), u € T.
(Megengedjiik, hogy a = —oo vagy b = oo legyen.)

Azt mondjuk, hogy az f: (a,b) x T — R fiiggvény lokdlisan Lipschitz-tulajdonsdgi a
mdasodik vdltozdjdban a || - || vektornorméban, ha minden [cg, dy] C (a,b) intervallumhoz és

G:=ler,di] x -+ X [en,dn] C T
zart n-dimenzids intervallumhoz létezik olyan L > 0 konstans, amelyre
‘|f(t>x)_f(t7y)” SLHx_yuﬂ te [C(),do], xvyEG-

7.9. Tétel. Legyen T C R™ nyilt halmaz, f: (a,b)xT — R™ folytonos figgvény, amely lokdlisan
Lipschitz-tulajdonsdgi a masodik vdltozojaban a ||-|| vektornormdban. Ekkor bdrmely to € (a,b)-
hez és u € T-hez létezik olyan h > 0 konstans, hogy a (7.4)-(7.5) kezdeti érték feladatnak létezik
egyértelmi megolddsa a [to — h,tyg + h| intervallumon.
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Bizonyitas: Integrélva a (7.4) egyenletet to-t6l t-ig, és hasznélva a (7.5) kezdeti feltételt, kapjuk

xz(t) =u+ /f(s,x(s))ds, t > 1. (7.6)

Legyen u = (uq,...,uy). Mivel tg € (a,b), u € T és T nyilt részhalmaza R™-nek, ezért 1étezik
olyan r > 0 konstans, hogy [tg — 7, to + 7] C (a,b) és a

G:=up —ryu; +7] X X [y — 1, Uy + 7]
halmaz korlatos zart részhalmaza T-nek. f lokélis Lipschitz-tulajdonsaga miatt 1étezik L, hogy
||f(t7$)_f(tay)”SLHfU_?/Hu tE[tO—T,t0+T], xvyEG'

Legyen h olyan, hogy
O<h<r és hL < 1.

Tekintsiik a (C([to — h,to + h],R™), | - ||cc) Banach-teret, ahol a normat a

o = Hl, € C([to — h,to + h],R"
lolle = _ macx o)l 9 € Cllto ~hoto+ 4], E")

képlettel értelmezziik, és definialjuk az
F: (C([to = hyto + A, R), [+ floo) = (C([to — hyto + 2L, R), [ - [loc)

leképezést az

(F(x))(t) =u+ /f(s,x(s))ds, t € [to—h,to+ h]

képlettel. Megmutatjuk, hogy F' kontraktiv leképezés a ¢ := Lh < 1 konstanssal. Ehhez
hasznéljuk fel f Lipschitz-tulajdonsagat és elemi becsléseket:
[F(z) = F(y)llo = max [[(F(x))(t) = (F(y)) @)l
tG[to—h,to-ﬁ-h}
t

= max / (#(5,2() ~ £(5,0()) ) ds

tG[to—h,to-ﬁ-h}
< max H s, x( s Hds

te[to—h,to+h] / f ( y( ))
< max /H (S)Hds

t() ht()+h]
< Llz = yllo,  max [t —to
t07h7 o+h]

= Lh”x_ynoo-

A 7.5. tételbdl kovetkezik, hogy F-nek létezik egyértelmii fixpontja a C([tg — h,to + h|,R™)
térben, legyen ez z. Megmutatjuk, hogy Z megoldasa a (7.4)-(7.5) kezdeti érték feladatnak.
Mivel T teljesiti a (7.6) integralegyenletet, ezért Z(top) = u, és = differencialhatd, hiszen f(s, Z(s))
folytonos s-ben. Ezért differencidlva a (7.6) egyenlet mindkét oldaldt, kapjuk, hogy Z teljesiti
a (7.4) egyenletet t € [tg — h,to + h]-ra. O

Egy egyszertien ellenOrizhet6 feltétel ad a lokalis Lipschitz-tulajdonsag teljesiilésére az alabbi
allitas.
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7.10. Allitas. Ha az f: (a,b) x T — R™,

f(t,l‘l,...,l'n) = (fl(t)xlw“73:71)7‘”7fn(t7x17"'7xn))

figgvény minden f; (i = 1,...,n) komponensfiiggvénye folytonosan parcidlisan differencialhaté
minden 1, ..., T, vdltozdja szerint, akkor f lokdlisan Lipschitz-tulajdonsdgi az x = (x1,...,xy,)
vdltozdjaban tetszdleges || - || vektornormdban.

Bizonyitds: Az 5.45. tétel szerint az allitast elegendd a || - ||; norméban igazolni, a normak
ekvivalenciajabdl konnyen koévetkezik az allitds egy tetszéleges masik norméaban is.
Legyen [co,dp] C (a,b) és G := [c1,d1] X -+ X [cn, dy] C T zart intervallum rogzitett. Legyen

dfi
8—f‘(t,x1,...,$n) it € o, dol, (1,...,2p) € G}.

M = max max max{
x
J

i=1,...,nj=1,...,n

Legyen t € [co,dp], * = (1,...,2pn),y = (Y1,-..,Yn) € G. Ekkor a valés fliggvényekre ismert
Lagrange-féle kozépérték-tételt alkalmazva kovetkezik a bizonyitandd egyenlotlenség:

n

||f(t7$) - f(t?y)Hl = Z |fi(t7x1>' . 7xn) - fi(t7y17 s 7yn)|

i1
n
< Z(‘fi(ta$la$2a---a$n)_fi(tay1>x2a'-~a$n)|
i1
+ | filt,y1, w2, 23 ... 2n) — filt,y1, y2, 23 yn)| + -
+ | filt,y1, 92, - - Yn—1,Tn) — fi(t7y17y2>---7yn—17yn)|>
n
< Z<M|x1—y1\+"'+M|xn—yn|>

i=1
= nMlz =yl

7.4. Néhany tovabbi fixpont tétel
7.4.1. Brouwer-féle fixpont tétel

Bizonyitas nélkiil tekintsiik az alabbi eredményt.
7.11. Tétel (Brouwer-féle fixpont tétel). Legyen G C R™ korldtos, zart és konvexr halmaz,
f: G — G folytonos. Ekkor f-nek létezik legaldbb egy fixpontja G-ben.

A tétel alkalmazasaként megemlitjiik az aldbbi eredményt.

7.12. Tétel (Perron tétele). Legyen az A n x n-es mdtriz minden a;; komponenese pozitiv.
Ekkor A-nak van legaldbb egy pozitiv sajdtértéke, amelyhez megadhato egy csupa nemmnegativ
komponensekbdl dllo sajatvektor.

Bizonyitas: Legyen

n
G::{(xl,xg,...,xn)TeR":3:1>0,i: yo.,m 6s Ziﬁz‘:l}-
i=1
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Ekkor kénnyen ellenérizhet6, hogy G korlatos, zart és konvex részhalmaza R™-nek. Legyen
tovabba
Ax

Ekkor nyilvén f folytonos, hiszen minden vektornorma folytonos fiiggvény és x +— Ax is folytonos
leképezés. Ezért a Brouwer-féle fixpont tétel szerint 1étezik legalabb egy fixpontja f-nek G-ben,
legyen ez v € G. Ekkor v-re

Av
T
[ Av[[y
azaz Av = ||Avl|1v teljesiil. De ekkor A = ||Av||; sajatértéke A-nak a v sajatvektorral. O

7.4.2. Schauder-féle fixpont tétel

Azt mondjuk, hogy egy X normalt tér U részhalmaza prekompakt, ha lezartja kompakt X-ben.
A 3.42. tétel szerint az R™ tér minden korlatos részhalmaza prekompakt.

Az [a,b] intervallumon értelmezett fiiggvényeknek egy V halmazat egyenletesen korldtosnak
nevezziik, ha létezik olyan K konstans, hogy |f(x)| < K minden f € V-re. AV fiiggvénycsalddot
egyenld mértékben egyenletesen folytonosnak hivjuk, ha tetszbleges € > 0-hoz létezik olyan § > 0,
hogy minden olyan z,Z € [a,b]-re, amelyre |z — Z| < J, és minden f € V-re |f(z) — f(T)] < e
teljesiil.

A kovetkez6 tétel sziikséges és elégséges feltételt ad a folytonos fiiggvények terében arra,
hogy egy részhalmaz prekompakt-e.

7.13. Tétel (Arzela-Ascoli). Az [a,b] intervallumon értelmezett folytonos figgvényeknek egy
V' halmazrendszere akkor és csak akkor prekompakt a (C([a,b],R), || - |cc) Banach-térben, ha V
egyenletesen korldtos és egyenld mértékben egyenletesen folytonos fligguényhalmaz.

Tekintstik a kovetkezd fixpont tételt.

7.14. Tétel (Schauder-féle fixpont tétel). Legyen E zdirt, konvex és nem-iires részhalmaza
az X Banach-térnek. Legyen
F: E—F

folytonos operdator gy, hogy F(E) prekompakt X -ben. Ekkor az F operdtornak van legaldbb egy
fixpontja E-ben.

A fenti két tétel segitségével megmutathatjuk a differencidlegyenletek megoldédsai 1étezését
garantald alabbi egzisztencia tételt.

Tekintsik az

¥ = f(t,) (7.7)
xz(tg) = wu (7.8)

kezdeti érték feladatot, ahol f: [to—a,to+a]x [u—b,u+b] — R, u € R, a,b > 0. A Schauder-féle
fixpont tételt alkalmazva kapjuk:

7.15. Tétel (Peano tétele). Legyen f: [to—a,to+a] X [u—b,u+b] — R folytonos figgvény
amely mazimumadt M jeloli, azaz M = max{|f(¢t,z)|: |t — to| < a, |z —u| < b}. Legyen
h = min {a, %} . Ekkor a (7.7)-(7.8) kezdeti érték feladatnak létezik legaldbb egy megolddsa az
I = [ty — h,to + h] intervallumon.
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Bizonyitas: Tekintsiik az I-n definidlt folytonos fliggvények C(I,R) Banach-terét a ||g||lco =
max |g(t)] normaval. Legyen
€

E={geC(,R): |g(t) —u| <b, t €I}

Definialjuk az F' nemlinearis operatort az
t
(F(x)t)=u+ [ f(s,z(s))ds, tel, z€eFE
to
képlettel. Mivel x € E, ezért f(s,x(s)), és igy F(z) is j6l definidlt. Tovdbba

(F())(t) —ul = <Mlt—ty <Mh<b, tel.

tf(s,x(s))ds
to

azaz F(x) € E. Nyilvdn E nem iires, konvex részhalmaza C(I,R)-nek. Megmutatjuk, hogy
F(E) prekompakt C'(I,R)-ben. Az Arzela-Ascoli tétel szerint ehhez elegendé megmutatnunk,
hogy F(E) egyenletesen korldtos és egyenldé mértékben egyenletesen folytonos. Mivel

< |u| + Mh, rekFE,

u+ tf(s, x(s)) ds
to

F =
IF()oe = mars
ezért F(F) egyenletesen korldtos. Masrészt minden ¢, ¢ € I-re

t t t
|(F(2))(t) — (F(2))(#)] = t f(s,2(s))ds — t f(s,x(s))ds :‘/t f(s,x(s)) ds| < Mt —1,

amibdl kovetkezik az F'(E) fiiggvényrendszer egyenlé mértékii egyenletes folytonossaga. Teljesiil
tehat a Schauder-tétel minden feltétele, ezért az F' fiiggvénynek létezik legalabb egy Z fixpontja.
Koénnyen lathatd, hogy T teljesiti a (7.7) differencidlegyenletet I-n és a (7.8) kezdeti feltételt is.

O

7.4.3. Knaster-Tarski fixpont tétel

Egy X valés Banach-tér K nemiires részhalmazat kupnak nevezziik, ha:
1. a€]0,00) és x € K esetén ax € K
2. z,y€e Kesetén x +y € K
3. z€ K\ {0} esetén —z ¢ K.

Legyen K egy nemiires belseji K kup az X Banach-térben. Ekkor definidlunk egy ,,<”-vel jelolt
relaciét X-en: x <y, ha y — x € K. Megmutathato, hogy < egy parcialis rendezés X-en, azaz
(X, <) egy parcidlisan rendezett halmaz lesz.

Legyen M egy tetszéleges részhalmaza az (X, <) parcidlisan rendezett Banach-térnek. Azt
mondjuk, hogy egy y € X elem felsd korldtja M-nek, ha

z <y, minden x € M-re.

Azt mondjuk, hogy a sup M € X elem az M halmaz szuprémuma, ha

1. sup M fels6 korlatja M-nek, és
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2. ha y € X fels6 korlatja M-nek, akkor sup M <y,

azaz sup M a legkisebb felsé korlatja M-nek. Hasonléan definidlhaté inf M is.

7.16. Tétel. (Knaster-Tarski fizpont tétele). Legyen (X, <) egy parcidlisan rendezett Banach-
tér, M az X olyan részhalmaza, amelyre teljesilnek a kovetkezok:

1. inf M € M,
2. Minden N C M nemiires részhalmazra sup N € M.

Legyen F: M — M egy monoton novekvd leképezés, azaz
F(x) < F(y), hax,y e M és x<uy.

Ekkor F-nek van fizpontja az M-ben, tovdbbd az F' leképezés fixpontjai kozott létezik legkisebb.
Ha F fizpontja egyértelmi és xo € M olyan, hogy vagy xo < F(x¢) vagy zo > F(x¢), akkor az
Tpy1 = F(xy) fixpont iterdcids sorozat konvergdl az F leképezés fixpontjdhoz.



