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3. Meérték- és integralelmélet

3.1. Halmazok szamossaga

Azt mondjuk, hogy egy véges A halmaz szdmossdga n, ha az A halmaz n db elembdl all. Ez
azzal ekvivalens, hogy a halmaz elemeit egy aq,...,a, véges sorozatba tudjuk rendezni, mas
széval megadhat6 az {1,2,...,n} és az A halmaz elemei kozott egy kolesondsen egyértelmii
hozzarendelés (bijekcid). Végtelen halmazokra ily médon tudjuk a szamossdg fogalmat altaldno-
sftani. ElOszor tekintsiik a természetes szamok halmazanak szamossagat. Jelolje N a természetes
szamok, azaz a pozitiv egész szamok halmazat.

3.1. Definicié. Egy végtelen A halmaz megszdmldlhats vagy megszdmldlhato szdmossdgu,
ha létezik a természetes szdmok halmaza és az A halmaz kozott egy kolesénosen egyértelmi
hozzarendelés.

3.2. Megjegyzés. Mais szoval a fenti definicié azt jelenti, hogy az A halmaz megszamlalhato
szamossagu, ha az elemei egy a1, as, ..., ay, . .. végtelen sorozatba rendezhetdk, ahol az A halmaz
minden eleme pontosan egyszer szerepel a sorozatban.

Tegyiik fel most, hogy adott egy tetszbleges (a,) sorozat. Ekkor egy elem t6bbszor is
el6fordulhat a sorozatban. Megmutatjuk, hogy mindig taldlhaté a sorozatnak egy olyan (eset-
leg véges) részsorozata, amelyben minden elem mér csak egyszer fordul el6: legyen b; = aj.
Tekintsiik as-t. Ha ao # by, akkor legyen by = as, egyébként kihagyjuk as-t, és tekintsiik
as-t. Tegyiik fel, hogy mar az ay,...,a, tagokat atnézve kivalasztottuk a by,...,by, (m < n)
szamokbdl allé részsorozatot tgy, hogy abban by,..., b, paronként kiillonboz6. Ekkor ay,q-t
véve ellendrizziik, hogy az el6fordul-e a by,..., b, szamok kozott. Ha nem, akkor az anyi
szammal folytatjuk a b1, ..., b,, sorozatot, azaz legyen b,,+1 = an+1, egyéként nem bovitjik a
bi, ..., by sorozatot, hanem ismételjiik ezt az eljarast az a,o szdmmal. ﬂy médon egyértelmiien
definidlhat6 a by, by, ... (esetleg véges) sorozat, hogy abban az elemek mar nem ismétlddnek.
Ezért az A = {aj,aq9,...} halmaz megszamlalhat6é szamossagu, ha van végtelen sok paronként
kiilonboz6 eleme, egyébként véges szamossagu.

3.3. Példa. A nemnegativ egész szamok halmaza (Np) megszamldlhatd, hiszen ¢(n) = n +1
egy bijekcié Ny és N kozott. O

3.4. Példa. Az egész szdmok halmaza (Z) megszamlalhato, hiszen egy lehetséges sorbarendezése
Znek 0,1,-1,2,—2,.... A

0, n =20,
¢: N> 7Z, d(n) =14 k, n = 2k, keN,
n =2k
leképezés tehat egy bijekcié N és Z kozott. O

3.5. Példa. A [0, 1] intervallumba es6 racionalis szamokat a kovetkez6 végtelen haromszog alaki
tablazatban lehet felsorolni:

Wl D= ==

WIN NN
wlw
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Ha ezen a tablazaton soronként megyiink végig, akkor felsorolhatjuk az Gsszes raciondlis szamot
egy sorozatban:
112123

P A

Ekkor persze néhany racionélis szamot tobbszor (st végtelen sokszor) is felsorolunk. De a fenti
sorozatbdl a 3.2. Megjegyzésben leirt mdédon kivalaszthatunk egy olyan részsorozatot, amelyben
mar minden 0 és 1 kozotti racionélis szam pontosan egyszer szerepel, tehét a [0, 1] intervallumba
es6 raciondlis szamok halmaza megszamldlhaté szamossagu. O

3.6. Példa. Megmutatjuk, hogy a [0, 1] intervallum nem megszamldlhat6 szdmossagu. Tegyiik
fel, hogy az Gsszes 0 és 1 kozotti valds szamot az a1, as, ..., ay, ... sorozatba rendeztiik. Vegytik
az a, szam tizedes tort eldallitasat, ahol a tizedes jegyeket jelolje:

an =0, agn)agn)agn)ain) R

Ismert, hogy véges sok tizedesjeggyel leirhatd valds szamok megadhatdk végtelen sok tizedesjegy-
gyel is (példdul 0,5 = 0,49999...). Ilyen valés szdmokra a fenti felirdsban mindig vegyiik az
a, végtelen tizedestortes alakjat. Ekkor egyértelmtien hozzérendeltiik a 0 és 1 kozotti valds
szamokhoz a végtelen tizedestortes alakjat.

Tekintsiik ezutdn azt az © = 0, z1x9x3 ... valds szamot, amelynek n-edik tizedesjegye

2, ha a&”) =1,
= (n)
1, ha an’ # 1.

Ekkor z nem irhat6 fel véges tizedestort alakban (nem végzédhet csupa O-ra vagy csupa 9-re),
és r nem egyezik meg egyik a,, valdés szimmal sem, hiszen x és a,, tizedestort felirdsa az n-edik
tizedesjegyben eltér. Ez az ellentmondéds mutatja, hogy a [0,1] halmaz nem megszdmlalhaté
szamossagu. A [0, 1] intervallum szdmossagéat kontinuum szdmossdgnak hivjuk. Megmutathatd,
hogy a valés szdmok halmaza és a [0, 1] intervallum kozott létezik bijekcid, azaz R szdmosséga
is kontinuum. O

3.7. Allits.
1. Egy megszdmldlhato halmaz minden végtelen részhalmaza is megszdmldalhato.
2. Minden végtelen halmaznak létezik megszamldlhato részhalmaza.
3. Legyen Ay megszdmldlhato és Ao véges halmaz. Ekkor A1 U As is megszdmldlhato.
4. Legyen A1 és As megszamldlhato halmazok. Ekkor Ay U Ao is megszdmldlhato.

5. Legyen Ay és As megszamldalhatd halmazok. Ekkor az Ay x As = {(a1,a2): a1 € A1, ag €
As} halmaz is megszamldalhato.

[e.e]
6. Legyen A; megszdmldalhato halmaz minden i € N-re. Ekkor U A; is megszamlalhatd.
i=1
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Bizonyitas: Csak az utolsé allitast latjuk be, a tobbi hasonlé médon igazolhaté. Rendezziik

[ee]
az A; halmaz elemeit az agl), ag), a:(;), ... sorozatba. Ekkor az A = U A; halmaz elemeit a
i=1
oV SORNI ) ONNS
L7 e /! e
C1152) agZ) agZ) aiQ)
/ /!
ag?’) ag?’) a® af’)
L7 e /! e
C1154) agl) agél) az(:l)

(jobbra és lefele is ) végtelen téblazatban lehet felsorolni. Ekkor az Osszes elemet egy sorozatban
fel tudjuk sorolni, ha a tablazat atléi mentén a nyilak irdnyaban kezdjiik felsorolni az elemeket:
I I O I I N R IR I I I

Ezutan a fenti sorozatbdl az azonos tagokat elhagyva kaphatunk egy olyan részsorozatot, amely
az A halmaz Osszes elemeit pontosan egyszer tartalmazza. O

3.8. Példa. A 3.5. Példa és a 3.7. Allitds 6. pontja alapjan a raciondlis szémok halmaza (Q)
is megszamlalhaté, mivel Q felirhaté megszamlalhaté sok megszdmldlhaté szamossdgu halmaz
uniGjaként: Q = (J=I° B;, ahol B; = QN [i,i + 1]. Megjegyezziik, hogy a fenti végtelen

1=—00
unié megszamlilhaté sok halmaz unidja, mivel a 3.4. Példa szerint az egész szamok halmaza
megszamlalhaté szamossagu. O

3.9. Példa. Az el6z6 példa és a 3.7. Allitas 5. pontja alapjan a sikon a raciondlis koordinataju
pontok halmaza is megszamlalhato. O

3.2. Halmazgyfliriik és halmazfiiggvények

Ebben a szakaszban feltessziik, hogy az itt szereplé halmazok egy X alaphalmaz részhalmazai
(pl. X =R, R™, stb.), és H-val jeloljiikk az X alaphalmaz részhalmazainak egy halmazit, vagy
mas széval, halmazrendszerét. A szokésos jelolést hasznaljuk a halmazmiiveletekre: Legyen
A,B e H,ekkor AUB ={z: v € Avagyx € B}, ANB={z:x€Aésx e B}, és A\ B =
{z: v € Aész ¢ B}, az A halmaz komplementere az X \ A halmaz. Jelolje () az tireshalmazt.
Az A és B halmazt diszjunktnak nevezziikk, ha AN B = (). Egy Aj, As,... halmazrendszert
pdronként diszjunktnak neveziink, ha A; N A; = () minden i # j-re.

3.10. Definicié. A ‘H halmazrendszert halmazgyirinek vagy réviden gyidrinek nevezzik, ha
zart az unié és a kiilonbség halmazmiveletekre, azaz tetszéleges A, B € H esetén

AUBeH é A\BeH.
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3.11. Allit4s. Legyen 'H egy gyird. Ekkor

1. 'H zdrt a metszet miveletre 1is,

2. 0eH.
Bizonyitas:
1. Ha A,B € H, akkor A\ B € H, és ezért ANB=A\(A\ B) € H.
2. Legyen A € H. Ekkor ) = A\ A € H. a

3.12. Példa. Legyen H = {E C R: FE véges} (az tlires halmazt is véges halmaznak tekintjik).
Ekkor nyilvan ‘H gy{ri, hiszen véges halmazok unidja és kiilonbsége is véges. O

3.13. Példa. Legyen H = {E C N: E véges vagy komplementere véges}. Mutassuk meg, hogy
H gytril

El6szor megmutatjuk, hogy H zart az unié miiveletre. Legyen A, B € H. Két esetet
kiilonboztetiink meg: 1. Ha A és B is véges, akkor A U B is véges. 2. Ha legaldbb az
egyik halmaz, példdul B nem véges, de B véges, akkor A U B nem véges, de a komplemen-
tere, AUB = AN B C B véges, fiiggetleniil A szdmossagatol.

Most legyen A, B € H, és megmutatjuk, hogy A\ B € H. Harom esetet kiilonboztetiink
meg: 1. Ha A véges, akkor A\ B is véges, fiiggetlentil B szdmossagatél. 2. Ha A nem véges,
de komplementere véges, és B véges, akkor A\ B = AU B véges. 3. Ha A és B nem végesek,
de A és B végesek, akkor A\ B C B, igy A\ B véges. Mindhdrom esetben tehat kaptuk, hogy
A\ B e H. O

3.14. Definicié. A H halmazgylrit o-gyidrinek nevezziik, ha zart a megszamlalhaté uniokép-
zésre, azaz ha Ay, Ao, ... € H, akkor

o
U 4n e
n=1

A 'H o-gylrit o-algebrdnak nevezziik, ha az alaphalmaz is hozzatartozik H-hoz, azaz X € H.
3.15. Példa. Az X halmaz 6sszes részhalmazainak halmaza mindig o-algebra. O

3.16. Példa. Legyen H = {F C R: E véges vagy megszamlalhaté szamossagi}. Ekkor H
o-algebra a 3.7. Allitas szerint. O

3.17. Példa. Tekintsiik a 3.12. Példdban definidlt ‘H halmazrendszert. Ez gy{iri, de nem
o-gylri, hiszen a halmazrendszer nem zart a megszamlalhaté uniora.

Hasonléan, a 3.13. Példaban definialt H halmazrendszer is csak gy{iri, de nem o-gytr,
hiszen példaul a raciondlis szamok @ halmaza megszamlalhatd, ezért eldall véges halmazok
megszamlalhaté unidjaként, de Q ¢ H, hiszen sem Q sem a komplementere nem véges. O

3.18. Megjegyzés. Egy H o-gylri zart a megszamlalhaté metszetképzésre is, mivel ha A,, € H
(n=1,2,...), akkor

(A4n =41\ [JA1\4,) eH.
n=1 n=2
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Nyilvéan egy H o-algebra zart a komplementer képzésre is.

3.19. Definicié. Az F': H — R, aof {+00, —o0} UR fiiggvényt halmazfiigguénynek hivjuk, ha

+00 és —oo egyidejiileg nem eleme F' értékkészletének, és van olyan A € H, amelyre |F(A)| #
+o0. F-et additiv halmazfiggvénynek nevezzik, ha

F(AUB)=F(A)+F(B), haABeHé AnD =0.

Ha F(A) > 0 minden A € H-ra, akkor F-et nemnegativ halmazfiiggvénynek nevezzik.

Megmutatjuk az additiv halmazfiiggvények alabbi tulajdonsagait.

3.20. Allit4s. Legyen F: 'H — Ry egy additiv halmazfiggvény. Ekkor
1. F(0) =0;

2. FIAiU---UA,) =F(A1)+ -+ F(A,), ha Ai,..., A, € H pdronként diszjunkt, azaz
AN Aj =0 minden i # j-re;

3. F(AQ\Al):F(AQ)—F(Al), ha Al CAQ, Al,AQEH €s F(Al) < 00y
4. ha F nemnegativ, akkor monoton is, azaz F(A1) < F(As), ha Ay C Ay, Ay, Ay € H;
5. ha F nemnegativ, akkor F(A1U---UA,) < F(A1)+---+F(A,) minden Ai,..., A, € H-ra.

Bizonyitas:

1. Az F(0) = F(0U D) = F(0) + F(0) = 2F(0) osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy F(0) = 0
vagy F(0) = +o00 vagy F(0) = —oo. Ha F'()) = 400, akkor F(A) = F(AUD) = F(A)+ F(0) =
+o0o, minden A € H -ra, ami ellentmond a halmazfiiggvény definiciéjdnak. Az F(()) = —oo

esetben hasonlé médon kapunk ellentmondast.

2. Az Gsszefliggés teljes indukcioval rogton kovetkezik az additivitdsi tulajdonsiagbol.

3. Legyen A; C As. Ekkor Ay = Ay U (Ay \ A7) és A1 N (Az )\ A1) = 0, {gy az additivitds
miatt F'(Az) = F(A1) + F(Aa \ A1), amib6l kovetkezik az 4llitas.

4. Legyen A; C Ay. Ekkor az el6z6h6z hasonlé médon F(Ag) = F(A1)+F(A2\A1) > F(A4;).

5. Legyen By = Ay, B = A; \ (A1 U---UA;_1). Ekkor By, By, ..., B, paronként diszjunkt,
B;CA;és AyU---UA, =B1U---UB,. Ezért a 2. és 4. tulajdonsag szerint

F(AyUu---UA,)=FB1U---UB,)=F(B1)+ -+ F(B,) <F(A))+---+ F(A4,).
O
3.21. Példa. Legyen F' egy additiv halmazfiiggvény egy H gylriin. Mutassuk meg, hogy
tetszéleges A, B € H-ra
F(AUB)+ F(ANnB)=F(A)+ F(B)!

Mivel AUB = (A\ B)U(ANB)U (B \ A) paronként diszjunkt halmazok unidja, ezért F
additivitdsa miatt
F(AUB)=F(A\B)+ F(AnB)+ F(B\ A).

Hasonldan,
F(A)=F(A\B)+ F(ANB) é F(B)=F(B\A) +FAnNB),

amikbdl kovetkezik az allitds. O
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3.22. Definicié. A H gylirin értelmezett F' halmazfiiggvényt o-additivnak vagy megszdmldlha-
toan additivnak nevezziik, ha minden olyan paronként diszjunkt A, As, ... € H esetén, amelyre

Unzi 4n €K,
F (U An) => F(4,)
n=1 n=1

teljestil. Ha H o-algebra, és I’ egy o-additiv halmazfiiggvény H-n, akkor F-et eldjeles mértéknek
nevezziik. Ha pedig F' nemnegativ is ezen feliil, akkor F-et egyszertien mértéknek nevezzik.

3.23. Megjegyzés. A fenti Osszefiiggés bal oldala a halmazok atrendezésétdl fiiggetlen, ezért
[e.e]

ha a > F(A,) sor konvergens, akkor abszolit konvergens is. Egyébként divergens, és divergal
n=1
+o00-hez vagy —oo-hez.

3.24. Tétel. Tegyiik fel, hogy F o-additiv eqy H o-gyidrin. Legyen tovabbd A, € H (n > 1)
o0

ugy, hogy A1 C Ao C A3 C --- C A, C ..., ésjelolje A= |J A, € H. Ekkor
n=1

F(A,) — F(A), n — +o0o esetén.
Bizonyitas: Legyen By = Ay, és n = 2,3, ...-re legyen
B,=A,\4,1.
Ekkor a By, By, ... halmazok paronként diszjunktak, azaz B; N B; =0, ¢ # j, tovdbba

o
A,=BiUByU---UB, é A= UBn,
n=1

valamint

j=1
Mivel F' o-additiv, ezért
PU) =3 F(B) = lim 3 F(B) = lim F(dy).
j= Jj=

O

3.25. Példa. Legyen H az X halmaz 6sszes részhalmazainak halmaza, xg € X rogzitett. Minden
A C X-re legyen
_ ]-7 To € A)
W ={o g
Mutassuk meg, hogy u egy o-additiv halmazfiiggvény H-n!
Legyen Aq, As, ... paronként diszjunkt részhalmaza X-nek. Két esetet kiillonboztetiink meg;:

1. Ha z¢ eleme valamilyen n-re A,-nek, akkor u(A,) =1 és u(Ax) = 0 minden k # n-re. 2. Ha
xo nem eleme egyik A, halmaznak sem, akkor pedig u(A,) = 0 minden n-re. Mindkét esetben

teljestil tehat
ﬂ/(LJ-An> ::EEZN(AH)
n=1 n=1



44 Gydri Istvan, Hartung Ferenc: MA1114f és MA6116a elSadasjegyzet, 2006/2007

3.26. Példa. Legyen H a 3.13. Példaban definidlt halmazrendszer, és

0, ha A véges,

w: H—R, n(A) = { 1, ha A végtelen, de A véges.

Mutassuk meg, hogy p additiv, de nem o-additiv!

Héarom esetet kiilonboztetiink meg: 1. Ha A és B véges halmazok, akkor u(A) =0, u(B) =0
és n(AU B) = 0, hiszen AU B is véges. 2. Ha az egyik halmaz véges, masik végtelen, pl. A
véges és B végtelen, de B véges, akkor, ahogy azt a 3.13. Példaban lattuk, A U B nem véges,
de a komplementere az. Ezért u(A) =0, u(B) =1 és u(AU B) = 1. Végiil, 3. legyen A és B
mindketts végtelen, és a komplementeriik véges. Ekkor AN B = () nem teljesiilhet, hiszen ekkor
B C A, azaz B nem lehet végtelen.

Azaz minden olyan esetben, amikor AN B =0, u(AU B) = u(A) + u(B) is teljesiil.

Legyen A, = {n}, n=1,2.... Ekkor A, Ag, ... paronként diszjunkt, u(4,) =0, de

0= ZN(AH) # U (U An) =1,
n=1 n=1

hiszen | J77 ; A, = N végtelen halmaz, de komplementere az iires halmaz, azaz véges. O

3.27. Definicid. A valds szamegyenes egy I C R részhalmazat (véges) intervallumnak nevezziik,
ha I = () vagy a kovetkezé halmazok valamelyikével egyenld:

(,8), [B), (8, [o5] ahol a <3, a,B €R. (3.1)

Ha o = 3, akkor [, (3] az egy pontbdl allé halmazt, («, @), [a, ) és (o, ] pedig az tireshalmazt
jeloli. Az RP vektortér egy I részhalmazat p-dimenzids intervallumnak nevezzik, ha

I=5Lx--- XIp:{($1,...,$p) eRP: x; € I;, ’izl,...,p},
ahol I; (i = 1,...,p) R-beli intervallumok.
3.28. Definicié. Az RP vektortér azon részhalmazainak halmazat, amelyek p-dimenzids inter-

vallumok véges sok egyesitéseként allnak eld, elemi halmazoknak nevezziik. Jelolje EP az RP
vektortér Osszes elemi halmazainak halmazat.

A definicié alapjan kénnyen ellenérizhetok az elemi halmazok alabbi tulajdonségai:
3.29. Allités.

1. EP gyiird (de nem o-gyiird).

2. Ha A € EP, akkor A elddll véges sok diszjunkt intervallum egyesitéseként.

Bizonyitas: 1. Az EP halmazrendszer unidra valé zértsiaga kozvetleniil kovetkezik a definiciébdl.
A kiilénbségre vonatkozoé zartsagot csak 2 dimenzidéban vizsgaljuk. Legyen

I = [al,ag] X [bl,bg] és J = [61,62] X [dl,dg],

és tegylk fel példaul, hogy a1 < ¢ < as < ¢g és di < b1 < do < b, azaz a téglalapok
elhelyezkedése:
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a G 3 %

Ekkor példaul I\ J = ([al,cl) x [bl,bg]> U ([cl,ag] x (dg,bg]), ezért 1\ J € EP. Végig lehet
gondolni, hogy barhogy is helyezkedik el egymashoz viszonyitva a két téglalap, és barhogy is
valasztjuk zartnak illetve nyiltnak a Descartes-szorzatban szereplo egydimenzids intervallumok
végpontjait, a kiilonbség mindig felbonthaté diszjunkt kétdimenziés intervallumok unidjara.

2. Legyen példaul A = I U J, ahol I és J intervallumok. Ekkor A = (I'\J)U(INJ)U(J\I),
és a halmazok paronként diszjunktak. Nyilvan I NJ intervallum. Az 1. pont bizonyitasa szerint
pedig I\ J és J \ I is felbonthat6 diszjunkt intervallumok uniéjara. Ehhez hasonlé médon
igazolhaté az éllitas ketténél tobb halmaz unidjara is. O

3.30. Definicié. Az elemi halmazok térfogatdn a kovetkezd m halmazfiggvényt értjiik: Egy I
p-dimenzids intervallumra legyen m(I) = 0, ha I = (), ha pedig I = I X --- x I, ahol I; egy
(3.1) alakd intervallum, amelynek végpontjai «; és (3;, akkor legyen

m(I) = (b1 —a1)(B2 — az) - (Bp — ap).

Ha az A € EP elemi halmaz
A=T1Dy...uI™

alakban frhaté fel p-dimenziés intervallumok diszjunkt unidjaként, akkor legyen

m(A) = m(IV) - 4+ m(I™).

A definiciébdl latszik, hogy egydimenzids, sikbeli ill. térbeli intervallumokra m(I) az inter-
vallum hosszat, teriiletét ill. térfogatat adja vissza.

3.31. Allités.
1. Ha A € EP, akkor az m(A) definicidja nem figg az A felbontdsdtol.

2. m additiv halmazfiggvény EP-n.

Bizonyitas:
1. Tegyiik fel, hogy az A halmazt kétféleképpen allitottuk el6 paronként diszjunkt p-dimenzids
intervallumok unidjaként:

A:](l)u...uj(”):f(l)u...uf(k).

Ekkor az F; ; = I N 1U) halmazok (i = 1,...,n, j =1,...,k) is intervallumok, s6t paronként
diszjunktak, tovabba
k n
I(l) = U Ei,j és f(]) = U Ei,j7
j=1 i=1
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igy m additivitasat alkalmazva

n n k n

n k
1=1 i=1 j=1

i=1 j=1 j=1 i=1

k

n k
j=1 i=1 Jj=1

2. Legyen A és B diszjunkt elemi halmazok. irjuk fel a halmazokat diszjunkt intervallumok
unidjaként:
A:[(l)u...uj(”)’ B:J(l)u...uj(m)‘
Ekkor az 1MW ... 10 JgO) g0 halmazok is paronként diszjunktak, és igy
AUB:I(I)U--'UI(n)UJ(l)U--'UJ(m)

diszjunkt felbontdsa A U B-nek. Ezért

m(AUB) = an m(I1%) + i m(J9) = m(A) + m(B).
=1 =1

3.32. Példa.

A kockadobds lehetséges kimenetelei: 1,2,3,4,5,6. Homogén kocka esetén annak valészinii-
sége, hogy a lehetséges kimenetek valamelyike teljesiil: p = %. Legyen Q = {1,2,3,4,5,6}, és H
jelolje Q) Osszes lehetséges részhalmazainak halmazat. Ekkor H elemeit eseményeknek nevezziik.
Definialjuk az események valdszintiségét a kovetkezd halmazfiiggvénnyel:

P:H— (0,1, P(A) = az A halmaz el(jemeinek széma’ (P(0) = 0).

Ekkor konnyen lathato, hogy H gytirti, és P egy nemnegativ, additiv halmazfiiggvény.
Altaldnosabban, legyen 2 = {w1, w9, ..., ,w;,...} az dllapottér, ahol az {w;} halmazokat elemi
eseményeknek nevezzik, és egy {w;} elemi esemény valdszintisége legyen p; (i = 1,2,...), ahol

o0
pi>0, (i=12..), é Y p=1
i=1

Legyen most is H az események halmazrendszere, azaz () Osszes lehetséges részhalmazainak
halmaza. Ekkor H o-gytri, a

P(A)= Y p, AeH

it w;EA

fiiggvény egy nemnegativ, o-additiv halmazfiiggvény H-n, P(?) =1 é P() = 0. AP
fiiggvényt valdsziniiségi mértéknek nevezzik, az (Q, H, P) harmast pedig klasszikus valdsziniségi
mezonek hivjuk. O

3.33. Definicié. Azt mondjuk, hogy E C RP Borel-halmaz, ha E eléallithaté nyilt inter-
vallumokbdl kiindulva, megszamldlhatéan sok miivelettel, amelyek az egyesités, a metszet, a
kiilonbség képzés és komplementum képzés miiveletek sorozatabol &ll.
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3.34. Példa. Barmely [a,b] zart intervallum egydimenziés Borel-halmaz, hiszen

o0

[a,0] = () <a—%,b—l—%>.

n=1
Hasonlé médon, az egy pontbdl dllé {a} halmaz is Borel-halmaz, mivel
(e e}
1 1
{a} = ﬂ <a— E,CH— ﬁ) .
n=1
A végtelen ill. félig végtelen intervallumok is Borel-halmazok, mivel pl.

0, 00) = (ﬁ (a—%,a—i—%)) U (fj <a—|—%,a+n>>.

n=1 n=2

3.35. Allitas. Legyen A C RP. A kévetkezd dllitdsok teljesiilnek.

1. A Borel-halmazok osztilya a legszitkebb olyan o-algebra, amely tartalmazza az EP elemi
halmazokat (azaz a Borel-halmazok osztdlydnak valddi részhalmazai mdr nem rendelkeznek
ezzel a tulajdonsdggal).

2. Ha A megszdmldlhaté vagy véges szdmossagu, akkor A Borel-halmaz.
3. Ha A nyilt halmaz, akkor A Borel-halmaz.
4. Ha A zart halmaz, akkor A Borel-halmaz.

Bizonyitas:

1. Az allitds a Borel-halmazok definicigjabdl és az elébbi példaban latott Otletek segitségével
konnyen adédik. A részleteket nem mutatjuk meg.

2. Az allitas kovetkezik abbdl, hogy az egy pontbdl allé6 halmaz Borel-halmaz, és A eldall
A= ;2 {a;} alakban.

3. Ha A nyilt halmaz, akkor el6all megszamlalhaté sok nyilt intervallum unidjaként, mivel
minden a € A-hoz talalhaté olyan [ nyilt intervallum, amelyre a € I C A, és I végpontjai
raciondlis szdmok. Az ilyen intervallumokbdl a 3.7. Allitas 5. pontjabdl kovetkezGen megszam-
lalhat6 sok van, ezek unidja visszaadja A-t, igy kovetkezik az allités.

4. Az allitas abbdl kovetkezik, hogy ha A zart, akkor RP\ A nyilt halmaz, ezért Borel-halmaz,
igy A is az. O

3.3. Regularis, additiv, nemnegativ halmazfiiggvények kiterjesztése

3.36. Definicié. Az I = (o, 1) X - - - X (ap, Bp) p-dimenzids intervallumot nyilt intervallumnak,
az I = [aq, B1] X -+ X [ap, Bp] p-dimenzids intervallumot pedig zdrt intervallumnak nevezziik.

3.37. Definicié. Az EP-n értelmezett valamely F' > 0 halmazfiiggvényt requldrisnak nevezzik,
ha minden A € EP és € > 0 esetén van olyan H € EP zart és G € EP nyilt halmaz, hogy

HCACG é F(G)—e<F(A) < F(H)+e.

Ha A intervallum, akkor H és G is intervallumok.



48 Gydri Istvan, Hartung Ferenc: MA1114f és MA6116a elSadasjegyzet, 2006/2007

3.38. Allitds. Azm elemi halmazok térfogata halmazfigguény (lisd a 3.30. definicidt) requldris.

Bizonyitds: Legyen A € EP és e > 0 rogzitett. Ekkor A = IM U--- U I™ ahol I N 10 =
0 (i # j), és az I® p-dimenziés intervallum el8allitasa () = Ifi) X e X Izgi), ahol az IJ@

a (3.1) egyenletben felsorolt valamelyik tipusu egydimenzids intervallum, ahol az intervallum
végpontjait jelolje a és 6 . Ekkor

p
k=1

Nyilvén minden i = 1,...,n-re (kicsit csokkentve az I¥) intervallum méreteit) taldlhaté olyan
I® p-dimenziés zért intervallum, hogy

IDc1®,  [OAfD =0 (i£5), ¢ mID)>mI0) -,
n
Legyen H = IMW U...UTI™ . Ekkor nyilvdin H C A, H zért halmaz, és
n
=3l > 3 (1) = £) = () -
i=1
Hasonlé médon, minden ¢ = 1,..., n-re talalhato olyan 1@ p-dimenziés nyilt intervallum, hogy

1D ci® & mIY) <mIW)+

n

Megjegyezziik, hogy az I halmazok médr nem biztos, hogy paronként diszjunktak lesznek.

Legyen G =IW U... U™ Ekkor A C G, G nyilt halmaz, és a 3.20. Allitas 5. pontja szerint
n n
2 (i i €
—m(UI()> Z ( ) Z(m(I())—I-E):m(A)jLs.
i=1 =1
([

Egy regularis halmazfiiggvény tehdt bizonyos értelemben az m halmazfiiggvény &altalano-
sitdsdnak tekinthet6. A kovetkezd példdban megadunk egy az m fliggvénytdl eltérd regularis
halmazfiiggvényt.

3.39. Példa. Legyen g: R — R egy rogzitett monoton novekvd fiiggvény. Definidljuk a pg
fliggvényt az egydimenzids intervallumokra a kovetkezé mddon:

Hg(@) 0,
g ([a,8)) = g(B=)—g(a—),
pg (o, B]) = g(B+) —g(a—),
g (@, ) 9(6+) —g(at),
pg ((a,8)) = g(B-)—g(at).

Ezutédn pg-t a 3.30. Definicidhoz hasonlé médon egyértelmiien kiterjeszthetjik & Lre, azaz az
egydimenziés elemi halmazokra. Vildgos, hogy g, egy nemnegativ és additiv halmazfiiggvény
£l-n. Ha g folytonos, akkor g ([a 8)) = sy ([0, 8]) = g (s B]) = pg (0, B)) = 9(8) — g(), és
ekkor ug reguldris is. Masrészt, ha g olyan monoton nové fiiggvény, amely nem folytonos egy o
pontban, akkor pg({a}) > 0. a
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Megmutatjuk, hogy minden regularis halmazfiiggvény kiterjesztheto egy az elemi halmazokat
tartalmazé o-gytrire ugy, hogy a kiterjesztés o-additiv legyen. Sziikséglink lesz a kovetkezd
fogalmakra.

3.40. Definicié. Legyen E C R? adott halmaz. Az U = {U, C RP: v € I'} halmazrendszer az
E lefedése, ha
Ec |JU,.
el

Ha minden U, nyilt intervallum, akkor U-t nyilt lefedésnek hivjuk. Ha a I' indexhalmaz
megszamlalhatd, akkor azt mondjuk, hogy U megszamlalhaté lefedése E-nek, ha pedig I' véges
halmaz, akkor U-t véges lefedésnek nevezzik.

3.41. Definicié. Egy A halmazt kompaktnak hivunk, ha barmely nyilt lefedésébdl kivalaszthatd
véges lefedése is.

Az analizisben alapvet6 fontossagu a kovetkezd allitas.

3.42. Tétel. Egy A C RP halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.

3.43. Definicid. Legyen p egy additiv, regularis, nemnegativ és véges halmazfiiggvény EP-n.
Ekkor a p altal generalt kilsé mértéken a

o) o)
w*(F) = inf {Z w(Ay): Ay, p-dimenzids nyilt intervallum, E C U An} , E CR?
n=1

n=1

halmazfliggvényt értjiik, ahol az infimumot az E 06sszes lehetséges megszamlalhatd, nyilt inter-
vallumokkal torténd {A,},~, lefedéseire kell venni.

A kiils6 mérték tehat az RP tér barmely részhalmazan definialt, értéke lehet 400 is.

3.44. Allitas. u* egy nemnegativ monoton halmazfiggvény, azaz minden E1 C Eo-re
0 < p"(Er) < p'(E2).

Bizonyitas: Az allitds abbdl kovetkezik, hogy Fo barmely megszamlalhaté lefedése egyben az
E; halmaznak is megszamlédlhaté lefedése, igy p*(F1) kiszamitdsakor bévebb halmaznak kell az
infimumé&t venni, mint p*(E2)-nél. a

3.45. Példa. Tekintsiik az m altal generalt m* egydimenzids kiils6 mértéket. Megmutatjuk,
hogy a raciondlis szimok Q halmazéanak kiilsé mértéke nulla, azaz m*(Q) = 0. A 3.8. Példa sze-
rint Q elemei egy rq, 79, ... sorozatba rendezheték. Rogzitsiink egy € > 0 szdmot, és definialjuk
az

€ €
Ai:(T‘i—%, T’Z'i‘F)
nyilt intervallumokat i = 1,2, .. .-re. Ekkor nyilvan {A4,,: n=1,2...} nyilt lefedése Q-nak, és

m*(Q) < 3 m(A,) = Z% — .
n=1

= n=1
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Mivel € > 0 tetszleges volt, ezért m*(Q) = 0.
Ehhez hasonlé médon be lehet 1atni, hogy barmely megszamlalhaté £ C RP halmaz m* kiilso
mértéke mindig nulla. O

3.46. Definicié. Legyen F' egy halmazfiiggvény, amely R? Osszes részhalmazan értelmezve van.
Ekkor F-et szubadditiv halmazfiiggvénynek nevezziik, ha

F <G En) < iF(En).
n=1

n=1

3.47. Tétel. Legyen u egy additiv, nemnegativ, reguldris véges halmazfiggvény EP-n, u* az
altala generdlt kilsé mérték RP-n. Ekkor

1. p* a p kiterjesztése, azaz minden A € EP -re p*(A) = p(A);
2. u* egy szubadditiv halmazfiigguény.
Bizonyitas:

1. Legyen A € EP tetszbleges rogzitett halmaz. Ekkor legyen A = 1 U---U I, ahol I,--- I,
paronként diszjunkt p-dimenzids intervallumok. Ekkor p additivitdsa miatt

p(A) = p(h) + -+ p(ln).

Legyen ¢ > 0 rogzitett. Mivel p regularis, ezért minden ¢ = 1,...,n-re létezik olyan J; p-
dimenziés nyilt intervallum, hogy

I, u(l) < pl) < (L) + =

Maésrészt a p* definicidéja szerint

pHA) < Do) < D (uh) + 2.
i=1 i=1
amibdl
HH(A) < u(A) + < (3.2

adédik. Masrészt ugyancsak a p* definicigja alapjan van olyan nyilt intervallumokbdl all6 (A,,)

o0
sorozat, hogy A C |J A4, és

n=1

> u(An) < pf(A) +e. (3.3)
n=1

A p mérték reguldris, ezért A tartalmaz olyan F' zart elemi halmazt, amelyre pu(F) > u(A) —
e. Mivel F korldtos és zért, ezért a 3.47. Tétel alapjan az {A, : n = 1,2,...} lefedésébdl
kivalaszthatd egy véges lefedés is, azaz léteznek olyan k1,...,kyn indexek, hogy

FC Ay U---UAy,.
Tehét a 3.20. Allitds 5. pontja és (3.3) alapjn

N N 00
u(A) < w(F)+e<p (U Akn> +E§ZM(Akn)-f—&SZM(An)+€<M*(A)+2€.
n=1 n=1

n=1
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Megmutattuk tehat, hogy
p(A) —e < p(A) < p*(A) + 2

minden rogzitett pozitiv e-ra. Ha most ¢ — 0+, akkor
W (A) < pl(4) < 1 (4)
adddik, és ezzel bebizonyitottuk, hogy u(A) = pu*(A) minden A € EP-re.
(e e}
2. Legyen E = |J E, és tegyiik fel, hogy p*(E,) < oo minden n > 1-re. Ellenkez esetben

n=1
nincs mit bizonyitanunk, ugyanis a szubadditivitds trivialisan teljesiil.
Legyen € > 0 tetszOlegesen rogzitett. Ekkor pu* definicidéja alapjan van az FE, halmaznak

olyan elemi nyilt intervallumokbdl &ll6 {A,, ;: k € N} lefedése, hogy
o0
> w(Ang) < pt(Bn)+27",  neN (3.4)
k=1

Ekkor
[o¢] o0 [o¢]
E=|JE.c|/J (UAmk).
n=1 n=1 \k=1

Miésrészt p*(F) a definicié szerint a lehetséges lefedések altal generalt 6sszegek infimuma, ezért

pr(E) <) (Z H(An,k)> :
k=1

Ez az egyenl6tlenség Osszevetve a (3.4) becsléssel azt jelenti, hogy

[ 00 00 0o
< 3B + 277 = D)+ 32 e = (B 4
n=1 n=1 n=1 n=1

egyenl6tlenséget kapjuk és ezzel a tétel bizonyitdsa teljes.
([

3.48. Definicid. Tetszbleges A, B C RP halmazok szimmetrikus differencidjat A/\ B-vel jeloljiik

’ AABY A\ B)U(B\ A)

képlettel definialjuk.

Konnyen ellenérizhetok a szimmetrikus kiilonbség halmazmiivelet alabbi tulajdonsagai:

3.49. Allitds. Legyen A, B,C, Ay, Ay, B1,By C X tetszbleges. Ekkor
1. AN B =0, akkor és csak akkor, ha A = B,
2. AANB=BAA,
3. AANBC (AAC)U(C A B),
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4. (Al U Ag) A (Bl U Bg) C (Al A Bl) U (AQ A Bg),

5. (Al N Ag) A (Bl N Bg) C (Al A Bl) U (AQ A Bg),

6. (A1 \ AQ) A (Bl \ BQ) C (Al A Bl) U (AQ A BQ)
3.50. Definicié. Legyen pu egy additiv, nemnegativ, regularis véges halmazfiiggvény EP-n, u* az
altala generalt kiilsé6 mérték RP-n. Az A és B halmazok p dltal generdlt , tavolsagat” d(A, B)-vel
jeloljiik és definicidja:

d(A,B) ¥ u*(A A B).
Azt mondjuk, hogy az (A,,) halmazsorozat konvergal A-hoz (A,, — A), ha
d(Ap, A) = p* (A, A A) — 0, ha n — +o0.

3.51. Allitas. Legyen A, B,C, A1, As, Ay, By, By C RP. Ekkor
1. d(A,B) =0, akkor és csak akkor, ha p*(A\ B) =0 és u*(B\ A) =0;
d(A,B) =d(B, A);
d(A,B) <d(A,C)+d(C,B);
4°(4) — 4*(B)| < 4*(A 5 B).
Legyen A, — A. Ekkor u*(A,) — p*(A).
d(A; U As, By U By) < d(Ay, By) + d(As, By).
d(Ay N Ag, B1 N By) < d(Ay, By) + d(As, By).
8. d(Ay\ A2, By \ Bs) < d(Ay,By) + d(Az, By).

NS & o

Bizonyitas:
1. A p* szubadditivitésabdl és az A A B definicidjabol kovetkezik.
2. A 3.49. Allitas 2. pontjabdl rogton kovetkezik.
3. A 3.49. Allitas 3. pontja, valamint p* monotonitdsa és szubadditivitasa alapjan

W(AAB) < M*((AAC’) U (C’AB)) < (AAC)+ p*(C AB).

4. Az el6bbihez hasonlé médon p*(A) < p*(BU(AA B)) < u*(B) + p*(AA B), és ugyanigy
w(B) < p*(A) + w*(A A B) is teljestil, amib6l kovetkezik az allitas.

5. A 4. pont kovetkezménye.

6. A 3.49. Allitas 4. pontjat, valamint p* monotonitdsat és szubadditivitasat felhasznélva
teljesiil. A 7. és 8. pontok bizonyitasa hasonld. O

Megjegyezziik, hogy d nem tavolsig az 5.80. Definicié értelemében (lasd az 5.7. szakaszt), hi-
szen, a 3.51. Allités 1. pontja szerint d(A, B) lehet 0 akkor is, ha A és B nem azonos. Az 5.80. De-
finicié tobbi pontja viszont teljesiil. Ennek kovetkeztében a konvergencia fenti definicija szerint
egy konvergens halmazsorozat hatarértéke nem egyértelmii: Példaul, ha A, — A, és ha B
és A egy olyan pontban kiilonbozik egymaéstol, amelynek kiilsé mértéke nulla, akkor kénnyen
ellenorizhetd, hogy A, — B is teljestil.

3.52. Definicié. Legyen p egy additiv, nemnegativ, regularis véges halmazfiiggvény £P-n, p*
az altala generdlt kiils¢ mérték RP-n. Ha az A C RP halmazhoz van olyan elemi halmazokbdl
allé (A,) sorozat, amelyre A, — A, akkor azt mondjuk, hogy A végesen p-mérhetd. A végesen
p-mérhetd halmazok osztalyat M p(u) jeloli.
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3.53. Tétel. Legyen u egy additiv, nemnegativ, requldris véges halmazfiggvény EP-n, u* az
dltala generdlt kilsé mérték RP-n, Mp(u) a végesen u-mérhetd halmazok osztdlya. Ekkor M p(u)
gylrt RP-n és p* az Mp(u)-n értelmezett additiv nemnegativ halmazfigguény.

Bizonyitas: Legyen A, B € Mp(u). Ekkor léteznek olyan elemi halmazokbdl all6 (A,,) és (By,)
halmazsorozatok, hogy A, — A és B, — B. A 3.51. Allitds 6. pontja alapjin

d(AUB,A,UB,) <d(A,A,) +d(B,B,) — 0,

és mivel A,, U B,, elemi halmaz, ezért AU B € Mp(u).
A 3.51. Allitas 8. pontja miatt

d(A\ B, Ay \ By) < d(A, Ay) + d(B, By).

Ezért A, \ B, — A\ B, és igy A\ B € Mp(u). Belattuk tehat, hogy M p(p) gytrd.
Megmutatjuk, hogy p* additiv Mp(u)-n. Legyen A, B € Mp(u) diszjunkt halmazok, és
legyen A,, — A és B, — B, ahol A, és B,, elemi halmazok. Ekkor

A, UBy, = (A, \ Bn) U(Br \ 4An) U (A4, N By),

és az utobbi harom halmaz paronként diszjunkt. Mivel az elemi halmazokon pu* = u, és pu
additiv, ezért

p(An U Bn) = p*(An \ Bn) + 1" (Bn \ An) + 1" (An N Bp) = " (An) + 17 (Bn) — 17 (An N By).

Mivel AN B =0, ezért A, N B, = (AN B) A (A, N By), és gy a 3.49. Allitds 5. pontjat és p*
monotonitasat felhasznélva

i (An0By) = 1 (ANB)A(4NB,) ) < i ((ADAU(BAB,) ) < 1 (AS Ay )+ (BAB,) — 0.

Ezért
p(AUB) = lim u*(A, UBy)
= Jlim (" (An) + 1" (B) = 1 (40 1 By) )
= i )+ i () = Jim (4 1 B0)
= p'(A)+p"(B),
azaz p* additiv Mp(u)-n. a

3.54. Megjegyzés. Az Mp(p) gylirti altaldban nem o-gy(irti. Ehhez tekintsiik R-en az m
halmazfiiggvényt és az Mp(m) gylirit. Tegyiik fel, hogy R € Mp(m). Ekkor létezik olyan E
elemi halmaz, hogy m*(R A E) < co. Viszont RA E =R\ E, ezért

m*(R)=m*(EU(R\ E)) <m*"(E)+m*(R\E) < oo

emi ellentmond annak, hogy m*(R) > m*([—n,n]) = 2n tetszéleges n-re. Ezért R ¢ Mp(m).
Mésrészt R = |Jo2 (—n,n) és (—n,n) € /\/lF( ).

A kovetkez6 eredmény szerint p* o-additiv az Mp(u) gytirin (amely az el6z8 példa szerint
nem o-gyfiril).

3.55. Tétel. Az p* kilsé mérték o-additiv az Mp(u) gydrin.
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Bizonyitds: Legyen A; € Mp(p) (i = 1,2,...) paronként diszjunkt, legyen A = [J:2, A;, és
tegyiik fel, hogy A € Mp(u). Mivel p* szubadditiv, ezért

VRS Sh)
=1

Megmutatjuk, hogy a forditott egyenlGtlenség is teljesiil. p* monotonitdsa miatt, és mivel p*
additiv Mp(u)-n, ezért minden n-re

tehat

azaz p* o-additiv Mp(p)-n. a

A kovetkezd tétel szerint M p(u) zart a halmazok hatdrtéréke miveletre.

3.56. Tétel. Legyen (A,) olyan sorozat, amelyre A, € Mp(u) minden n-re, és A,, — A. Ekkor
Ae Mp(u).

Bizonyitas: Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor 1étezik olyan N, hogy

d(A, Ay) < %

Mivel Ay € Mp(n), ezért létezik olyan En € EP elemi halmaz, hogy

d(AN, EN) <

N ™

De ekkor a 3.51. Allités 3. pontjat felhasznélva
d(A, Eny) < d(A,An) + d(AN, En) <,

amibdl kovetkezik, hogy A € Mp(u). O

[ee]

3.57. Definici6. Ha A = |J B,, ahol B,, végesen p-mérheté minden n-re, akkor A-t p-
n=1

mérhetének nevezziik. A p-mérhetd halmazok osztalyat M (u) jeloli.

A kovetkezo tétel szerint a p-mérheté halmazok kozott pontosan az M p(u) halmazhoz tar-
tozdknak véges a p* kiils6 mértéke.

3.58. Tétel. Mp(u) ={A e M(u): p*(A) < oo}

Bizonyitas: Tegytik fel elészor, hogy A € Mp(u). Ekkor barmely € > 0-hoz létezik olyan
E € &P, hogy p*(AA FE) <e. De ekkor A C EU (A A E), ezért p* szubadditivitdsa miatt

pr(A) < p'(E) + p (AL E) < oo
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Most forditva, tegyiik fel, hogy A € M(u) és p*(A) < oo. Legyen A = [Jo2 | A, ahol 4, €
Mp(u). Legyen By = Ay, és B, = A, \ (U?:_l1 A;),n=2,3,.... Ekkor

és a By, Bo, ... halmazok paronként diszjunkt végesen p-mérhetd halmazok. Mivel J)" | B,, C A,
M zart a véges uniédra, és u* additiv az Mg gytriin, ezért

> wH(By) = u" (U Bn> < pt(A).
n=1 n=1

A fenti becslés minden m-re teljesiil, igy
o
> 1w (By) < oo.
n=1

Legyen Cy = ngl B,,. Ekkor Cny € Mp(u), és

o0 [ee]
d(A,Cn) = (AN Cy) = p* < U Bn> < > w(B.)—0, haN-— oo
n=N+1 n=N+1

Ezért a 3.56. Tételbdl kovetkezik, hogy A € Mp(u). O
Most mar kimondhatjuk ennek a szakasznak a f6 tételét:

3.59. Tétel. Legyen u egy additiv, nemnegativ, reguldris véges halmazfiggvény EP-n, u* az
dltala generdlt kilsé mérték RP-n, M(u) a p-mérhetd halmazok osztilya. Ekkor M(u) o-algebra
RP-n és u* az M(u)-n értelmezett mérték.

Bizonyitas: 1. Legyen A; € M(u) (i = 1,2,...), és legyen A = (J;2, A;. Ekkor minden i-re
léteznek olyan A;; € Mp(u) halmazok, hogy A; = (72, Aij. De ekkor A = U2, U2, Aij, és
mivel az unié megszamlalhato, ezért A € M(u). Ezzel belattuk, hogy M(u) o-gytirt.

2. Most azt indokoljuk, hogy M (u) zart a kiilonbség képzésre. Legyen A, B € M(u). Ekkor
léteznek olyan A;, B; € Mp(u) halmazok, hogy A = |J;2, A; és B = J;2, B;. De ekkor

A\ B = (GAZ-)\B:G(AZ-\B).
i=1 =1

Megmutatjuk, hogy A; \ B € Mp(u) minden i-re, amibdl kovetkezik, hogy A\ B € M(u).
Legyen
j—1
Ci1 = A; N By, C’ij:Aiﬂ(Bj\UBk>u 71=23,....
k=1

Ekkor C;; C A; minden j-re, a Cj1,Cy2, U3, . .. halmazok paronként diszjunktak, és
[o¢]
A\ B = A;\ (U cij).
j=1

Legyen N > 1 tetszéleges. Mivel

[e.o]

(Ai\ B) A Ai\(CJcﬁ) - U o

j=1 j=N+1
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ezért
N [e'¢)
d| A\ B, Ai\ (U Cij) . M*( U Cij)-

Jj=1 J=N+1
Maésrészt

o0

U Cij C Ai,

J=N+1

és igy

M*< [j Cz‘j) < p(A;) < oo,
J=N+1

ezért a 3.58. Tétel szerint | J;Z y,; Cij € Mp(p), tehdt a 3.55. Tételt alkalmazva

T U Cij Z 1 (Cij) < o0
j=N-+1 j=N+1
Ebbdl viszont kovetkezik, hogy
N o0
a{ 4B A\ (Ucy) | = X wi(Cy) =0 haN-ox,
Jj=1 j=N+1

igy a 3.56. Tétel szerint A; \ B € Mp(u), hiszen A; \ (U;V:1 Cl-j) € Mp(p).

3. Mésrészt RP = Jo7 | [—n,n] x - -+ X [-n,n], ezért RP € M(p), azaz M(u) o-algebra.

4. Megmutatjuk, hogy p* o-additiv. Legyen A; € M(u) (i = 1,2,...) paronként diszjunkt,
A =2 Ai. Ha A € Mp(u), akkor a 3.58. Tétel szerint pu*(A) < oo, de ekkor pu*(4;) <
w(A) < o0, és igy A; € Mp(p) minden i-re. De ekkor

pHA) = p(A) (3.5)
=1

kovetkezik a 3.55. Tételb6l. Ha A & Mp(u), akkor a 3.58. Tétel szerint p*(A) = oo. Ezért p*
szubadditivitdsa miatt

oo = 1*(A) < 3 i (Ay),
i=1

igy (3.5) most is teljestil. a

3.60. Megjegyzés. Ebben a szakaszban kiindulva az elemi halmazokon értelmezett p hal-
mazfiiggvénybél, vettiik az altala generalt p* kiils6 mértéket, amelyet a M(u) o-algebréra meg-
szoritva mértéket kaptunk. Ezt a mértéket is u-vel jeloljiik, ezzel is hangsilyozva azt, hogy ez a
u halmazfliggvény kiterjesztése.

A mérhet6 halmazok korét a kovetkezd 1épésekben bovitettiik ki egyre bévebb halmazrend-
szerekre:
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1. intervallumok
2. elemi halmazok gytirtije: £P
(intervallumok véges uniéi)

3. végesen mérhetd halmazok gytiriije: M p(u)
(elemi halmazok hatdrértékei) /

4. mérhet$ halmazok o-algebrdja: M(u)
(végesen mérheté halmazok megszdmlalhaté unidi) /

3.4. A Lebesgue-mérték

3.61. Definicié. Az m (p-dimenziés elemi halmazok térfogata) halmazfliggvény kitejesztését
az M(m) o-algebrara p-dimenzidés Lebesgue-mértéknek nevezzik, és az M(m) o-algebra elemeit
Lebesgue-mérheté halmazoknak nevezziik.

3.62. Definicié. Az E C RP halmazt p-nullmértékd, ill. a p = m esetben egyszerlien csak
nullmértékd halmaznak nevezziik, ha p*(F) = 0.

A p* definiciéjabdl kovetkezik:

3.63. Allit4s. Egy E C RP halmaz p-nullmértéki akkor és csak akkor, ha bdrmely € > 0
szamhoz léteznek olyan {11, I, ...} nyilt intervallumok, hogy

[ee] [ee]
ECUIi és Z,U(Ii)<€.
i=1 i=1

A kovetkezo allitas segitséget nyujt annak elképzeléséhez, hogy milyen halmazok Lebesgue-
mérhetdk.

3.64. Allit4s. Legyen m a Lebesgue-mérték RP-n, M(m) a p-dimenzids Lebesgue-mérhetd hal-
mazok o-algebrdja. Ekkor:

1. Minden véges és megszdmldalhaté halmaz Lebesque-mérhetd és mértéke 0.
2. Ha A Borel-halmaz, akkor A € M(m), azaz A Lebesgue-mérhetd.
3. Minden nullmértékd halmaz Lebesgue-mérhetd, azaz ha m*(A) =0, akkor A € M(m).

4. Ha A Lebesgue-mérhetd és B nullmértéki halmaz, akkor AU B is Lebesgue-mérhetd.
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5. Ha A € M(m) ése >0, akkor van olyan zdrt H és nyilt G halmaz, amelyre

HCcACG és m(G\A) <e, m(A\H)<e.

6. Ha A € M(m), akkor léteznek olyan H és G Borel-halmazok, hogy
HCACG és m(G\A)=m(A\ H) =0.

7. Ha A Lebesgue-mérhetd, akkor minden b € RP-re az A+ b « {a+beRP: a € A} halmaz
is Lebesgue-mérhetd és m(A) = m(A+b) (azaz a Lebesgue-mérték invaridns az eltoldsra).

Bizonyitas: 1. Legyen a = (a1,...,a,) € RP, és

1 1 1 1
Ey,=|la1——a1+— ) x--- X |ap——,ap+— ).
n n n n

Ekkor E, p-dimenziés nyilt intervallum, amelyre m(E,,) = (2/n)P. Ezért
d({a}, En) =m*({a} A E,) <m(E,) — 0, ha n — oo,

azaz {a} € Mp(m) C M(m) és m({a}) = lim, oo m(E,) = 0.
Ha A megszamldlhato, akkor elemeit rendezziik egy (ay) sorozatba. Ekkor A = J>2 {an},
ezért A € M(m). Mésrészt

m(A) =m (U {an}) =3 m(fan}) = 0.

2. Az 4llitds a 3.35. Allitds 1. pontjabdl kvetkerik.
3. Legyen A olyan, hogy m*(A) = 0. Mivel () € EP, ezért

d(A,0) =m*(AA D) =m"(A) =0,

és igy A € Mp(m).

4. A 3. pont szerint B Lebesgue-mérhet, ezért AU B is az.

5. Tegytik fel elészor, hogy A € M p(m), azaz m*(A) < oo, és rogzitsiink egy tetszoleges € >
0-t. A kiils6é mérték definicidja szerint léteznek olyan Iy, I, ... nyilt p-dimenzids intervallumok,

hogy
AclJLn & D mI)<m*(A)+e.
=1

Legyen G = |J;2, I;. Ekkor G nyilt halmaz,
ACG & m"(G) <) mI) <m(A)+e.
i=1

Ekkor, haszndlva, hogy m = m™* a Lebesgue-mérheté halmazokon, kovetkezik az &llités.
Legyen ezutdn A € M(m), és A = |J;2, 4;, ahol A; € Mp(m) minden i-re. Ekkor az elz6
eredmény miatt minden i-re 1étezik olyan G; nyilt halmaz, hogy

. £
A; C Gy €s m(Gl \Az) < E
Legyen G = |J;2; A;. Ekkor G nyilt halmaz,

e}

ACG & m(G\A) §m<U(Gi\AZ~)) <Y mG\A) <Y = =

i=1 =1 =1
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A zért halmazokra vonatkozo allitdst visszavezethetjiik a nyilt halmazokra igazolt eredmény-
re: Legyen A € M(m). Ekkor A € M(m), ezért az el6bbi eredmény szerint tetszéleges € > 0-hoz
létezik olyan G nyilt halmaz, hogy

AcG &  mG\A)<e
Legyen H = G. Ekkor H zart halmaz,
HcA és m(A\ H) =m(G\ A4) < ¢.

6. Az 5. pont szerint minden n-re 1éteznek olyan G,, nyilt és H,, zart halmazok, hogy
. 1 1
H,CAcCG, és m(A\ Hy,) < —, m(G,\A) < —.
n n

Legyen
o [o.¢]
H=|JH, & G=[)Gn
n=1 n=1

Ekkor H és G Borel-halmazok, amelyekre teljesiil az allités.

7. Az allitas intervallumokra nyilvan teljesiil. Ezutan 1épésenként megmutathatd, hogy elemi
halmazokra, végesen mérheté és végiil a mérheté halmazokra is teljesiil az eltolasra vonatkozd
invariancia. A részleteket itt elhagyjuk. O

3.65. Megjegyzés. Az el6bbi allitds 2., 4. és 6. pontja szerint tehdt a Lebesgue-mérhetd
halmazok és a Borel-halmazok nullmértékii halmazokban térnek el egyméstol.

Az el6bbi allitds szerint minden megszamlalhaté halmaz Lebesgue-mérhetd (és mértéke 0).
Most megmutatjuk, hogy létezik olyan nullmértéki végtelen halmaz, amely nem megszdmlalhaté
SZAmMOossagu.

3.66. Példa. Az Ey = [0,1] intervallumbdl kiindulva definidlunk egy (F,) halmazsorozatot:
Legyen Ey = Ey\ (1/3,2/3). Ekkor E; két, 1/3 hosszu zart intervallum unidja. Ezutan hagyjuk

el F1-bél is a két intervallum koézépsé harmadat: legyen Ey = FEp \ ((1/9,2/9) U (7/9,8/9)).

Ekkor E5 4 db 1/9 hosszi zért intervallum unidja. Ezutdn djra mindegyik intervallum kozépsé
(nyilt) harmadét elhagyva kapjuk E3-at, amely 8 db 1/27 hosszi zart intervallum unidja lesz.
Igy definidljuk az E,, halmazsorozatot, amelyben E,, 2™ db 1/3™ hosszi zéart intervallum unidja

lesz. Nyilvén E,, Lebesgue-mérhetd, és m(E,) = (2/3)". Definidljuk a C' = (2, E,, halmazt,
amelyet Cantor-halmaznak neveziink. Ennek legfontosabb tulajdonsagai:

1. C Borel-halmaz.

2. C mérheto és nullmértékl halmaz.

3. C zart halmaz.

4. C kontinuum szadmossagu.

Az 1. tulajdonsdg nyilvanvalé a Cantor-halmaz definiciéjabdl. Mivel C' Borel-halmaz, ezért

mérhetd is (amit a definici6jabdl is nyilvan lathatunk). Jeldlje F,, az E,, komplementerét a [0, 1]
intervallumra, azaz F,, = [0,1]\ E,,. Mivel E1 D Ey D -+, ezért [} C F, C ---. De ekkor a 3.24.

Tétel szerint
[o¢]
m (U Fn> = nangO m(Fy,),

n=1
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és ezért
m(C) = m <ﬂ En> —m (ﬂ([o,ﬂ\&)) —m <[0,1] \ (U Fn>> —1-m <U Fn)
n=1 n=1 n=1 n=1
= 1- nh_)ngo m(F,)=1- nh_}rr;o m([0,1] \ Ey) = nh_}ngo m(Ey,) =0.

Fzzel a 2. allitast is belattuk. A 3. allitas kovetkezik abbdl, hogy végtelen sok zart halmaz
metszete is zart halmaz. )

A 4. tulajdonsiag vazlatos indokldsa a kovetkezd: Ugy mint a tizes szamrendszerben (ldsd
a 3.6. Példat), a harmas szamrendszerben is felirhatunk minden z € [0, 1] szdmot az

x=(0,z12223...)3 ==+ 5+ =+ (3.6)

végtelen tort alakban, ahol z; € {0,1,2}. Akar a tizes szdmrendszerben, itt is vannak olyan
szamok, amelyeket felirhatunk véges sok (nem nulla) tort jeggyel és végtelen sok tort jeggyel is.
Példaul (0,1)3 = (0,02222...)3. Ilyen esetekben mindig vegyiik a végtelen tort jeggyel felirhatéd
alakjat a szdmnak. Ekkor egy kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést adtunk a [0, 1] intervallum
pontjai és a (3.6) alaku végtelen tortek kozott. Az E; halmaz definiciéjabdl kovetkezik, hogy
pontosan azok a [0, 1]-beli szdmok nem tartoznak Ei-hez, amelyek (3.6) eléallitasaban 1 = 1,
azaz az Fi-beli szamokra x1 = 0 vagy 2. Hasonlbéan, azokat a szdmokat hagyjuk el E1-bol az Fa
generalasakor, amelyekre xo = 1. Megmutathat6 tehat, hogy azon [0, 1]-beli szdmok tartoznak
a Cantor-halmazhoz, amelyekre (3.6)-ben x; = 0 vagy 2 minden i-re. Megadunk most egy
kolesondsen egyértelmii leképezést C és [0, 1] kozott: az x € C szdmhoz rendeljiik hozzé azt a
kettes szamrendszerben felirt y = (0,y1y2y3 . ..)2 szamot, amelyre y; = 0, ha z; = 0és y; = 1
ha x; = 2. Konnyen ellenérizheto, hogy ez egy kolcsonosen egyértelmii leképezés lesz, azaz C
szamossaga megegyezik [0, 1] szdmossagaval, azaz kontinuum szamossagu. O

A kovetkez6 pélaban megmutatjuk, hogy nem minden RP-beli halmaz Lebesgue-mérhetd,
azaz a hossz, tertlet ill. térfogat fogalmat nem lehet természetes mdédon kiterjeszteni az Osszes
R-beli, sikbeli ill. térbeli halmazra.

3.67. Példa. Megmutatjuk, hogy létezik olyan részhalmaza a [0, 1) intervallumnak, amely nem
Lebesgue-mérheto.
Vezessiik be [0, 1)-en az Gsszeadds modulo 1 miiveletet: legyen tetszéleges x,y € [0,1)-re

[ x4y, ha x +y < 1,
x@y_{;r—l—y—l, ha z +y > 1.

EcC[0,1)rejeldlic Edy ¥ {z@y € [0,1): z € E}. Legyen E C [0,1) mérheté, y € [0,1), és
definialjuk az

E,=EnN[0,1—-y) és E;2=FEN[l—-y,1)
halmazokat. Ekkor E = Ey U Es, E; és Es diszjunkt és mérhetd, igy m(E) = m(E;) + m(E2).
Mivel By @&y = F1+y és Eo®@y = FEo+ (y—1) és mivel a Lebesgue-mérték eltolds invarians (3.64.
Allitas 7. pont), ezért By @y és Ey @y is mérhetd és diszjunkt halmazok, és m(E;) = m(E, ®y),
m(E2) =m(Ey @ y). Masrészt E®y = (E1 @ y)U (B2 @y), igy E @y is mérhetd, tovabba

m(E D y) = m(E1 5> y) + m(Eg S¥ y) = m(El) + m(Eg) = m(E)

Vezessiik be a kovetkezo ekvivalenciareldciot. Jelolje x ~ y, ha x —y € Q. Ennek segitségével
ekvivalenciaosztalyokra bontjuk a [0,1) halmazt: egy osztdlyba azok a szdmok tartoznak, ame-
lyek ekvivalensek, azaz kiilonbségiik egy raciondlis szdm. Legyen P C [0, 1) olyan halmaz, amely
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minden ekvivalenciaosztalybol pontosan egy szamot tartalmaz. Indirekt bizonyitassal megmu-
tatjuk, hogy a P halmaz nem Lebesgue-mérhets. Tegyiik fel tehat, hogy P Lebesgue-mérheto.
Legyen 11,79, ... a raciondlis szamok egy sorozatba rendezése, és tekintsiik a P; = P @ r; hal-
mazokat (i = 1,2,...). Legyen x € P; N P; valamely i # j-re. Ekkor z = p; +1; = p; +r; alakd,
ahol p; € P, p;j € P;, amibdl kovetkezik, hogy p; —p; = r; —r; € Q, ami ellentmond annak,
hogy P minden ekvivalenciaosztalybdl csak egy elemet tartalmaz. Ezért a Py, P, ... halmazok
péronként diszjunktak. De mivel [0,1) = |J;2, P;, ezért

1=mmm=mOﬂﬂ:§)M®=mex
=1 =1 =1

ami ellentmondas. Ezért P nem lehet Lebesgue-mérheto.

3.5. Meértékterek

A 3.3. szakaszban a p-dimenzids vektortér elemi halmazai gyliriijén megadott p nemnegativ,
additiv, regularis halmazfiiggvényeit terjesztettiik ki az M(u) o-algebrara ugy, hogy a ki-
terjesztett fiiggvény mérték legyen M(u)-n. Az ilyen mértékeknek a legfontosabb példija a
Lebesgue-mérték volt. Més kiindulési feltételekkel (pl. nem az RP tér részhalmazain megadott
halmazfiiggvénybél, vagy példdul nem regularis halmazfiiggvénybél kiindulva) is lehet az alap-
halmaz valamely o-algebrajara kiterjesztve mértékeket definialni, illetve bizonyos esetekben di-
rekt médon is meg tudunk adni egy o-algebrat és azon egy o-additiv halmazfiiggvényt (14sd pl.
a 3.32. Példat). Ezért tekintsiik a kovetkezd definiciét.

3.68. Definicié. Legyen X tetsz6leges halmaz, M az X részhalmazaibdl all6 o-algebra és
1 az M-n értelmezett nemnegativ o-additiv halmazfiiggvény. Ekkor az (X, M, u) harmast
meértékiérnek nevezziik, és az M halmaz elemeit mérhetd halmazoknak nevezziik.

A kovetkezOkben arra adunk egyszerii példdkat, hogy tetszéleges halmazon definidlhatunk
mértékteret.

3.69. Példa. Legyen X egy tetszéleges halmaz, M az X 0sszes részhalmazainak halmaza és
legyen tetszoleges véges A C X esetén u(A) = az A elemeinek a szdma, ha pedig A végtelen
szamossagu halmaz, akkor legyen p(A) = oco. Ekkor ellenérizheté direkt médon, hogy p mérték
(az G.n. szdmossag mérték), és igy (X, M, u) mértéktér. a

3.70. Példa. Legyen X egy tetszOleges halmaz, xg € X rogzitett. Legyen M az X Osszes
részhalmazainak halmaza, és p a 3.25. Példaban vizsgalt

— 17 To € A7
i ={o  gh
o-additiv halmazfiiggvény. Ekkor (X, M, u) egy mértéktér. Ezt a p mértéket trividlis mértéknek

nevezzuk. O

A valészintiségszamitds elméletében a valdszintiségi mez6 ismeretében tudunk kovetkezteté-
seket levonni, azaz feltessziik, hogy adott egy (€2, H, P) mértéktér, ahol H az 2 részhalmazaibdl
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all6 o-algebra, P: H — [0,1] mérték, azaz o-additiv nemnegativ halmazfiiggvény, és amelyre
P(Q) =1, P(0) = 0. Megjegyezziik, hogy ebben az dltaldnos esetben 2 nem minden részhalmaza
mérhetd, azaz nem minden részhalmazhoz (eseményhez) rendelhetiink valészintiséget.

3.71. Definicié. Adott egy (X, M, u) mértéktér. Legyen T' egy pontbeli tulajdonsig vala-
mely halmazon (példaul: egy fliggvény az adott pontban folytonos, vagy egy fiiggvény az adott
pontban nem zéro).

Azt mondjuk, hogy a T tulajdonsdg egy adott halmazon p-majdnem mindeniitt teljesil, ha
azoknak a pontoknak a halmaza, ahol T' nem teljesiil vagy ahol T nincs értelmezve, u-mérheto
halmaz és a p-mértéke nulla.

PL: Azt mondjuk, hogy az f,g € X — R fiiggvények az A C X halmazon u-majdnem
mindenitt egyenldek (roviditve f = g p-m.m.), ha az {x € A: f(x) # g(x)} halmaz p-mérhetd
és p-mértéke nulla. (Ha f és/vagy g egy adott pontban nincsen értelmezve, akkor azt gy
tekintjiik, hogy f és g nem egyenl$ ebben a pontban).

Ha a fenti definicidkban u = m, akkor az ,m-majdnem mindeniitt” helyett egyszeriien a
,majdnem mindeniitt” kifejezést hasznaljuk.

3.72. Példa. Ha f és g definicidéja a kozos értelmezési tartomanyukon véges sok pontban tér
csak el egymastdl, akkor f majdnem mindeniitt megegyezik g-vel, mert véges sok pontbdl alld
halmaz Lebesgue-mértéke 0.
Legyen most
Fz) = { 1, ha z € [0, 1] racionélis,
0, ha z € [0, 1] irracionalis,

és legyen ¢ az azonosan nulla fiiggvény [0, 1]-en. Ekkor f majdnem mindeniitt egyenl6 g-vel,
mert az {x € [0,1]: f(z) # g(x)} = QN [0, 1] halmaz nullmértéki. O

3.6. Meérheto fiiggvények

Ebben a szakaszban feltessziik, hogy adott egy (X, M, u) mértéktér, igy a mérheté halmazokon
mindig az M elemeit, mérhetdségen p-mérhetéséget, mértéken pedig a p mértéket értjiik. Olyan
fliggvényeket vizsgalunk, amelyek X-en értelmezettek és értékeiket a kibovitett valds szamok

halmazébél, R, & R U {—o0, co}-bél veszik fel.

3.73. Definicié. Legyen f: X — Ry. Azt mondjuk, hogy f mérhetd figgvény, ha az
{r e X: f(x) >a}

halmaz minden valds a esetén mérheto.

3.74. Tétel. A kovetkezo allitasok ekvivalensek:
1. {zr € X: f(x) >a} € M minden a € R-re,
2. {r e X: f(x) > a} € M minden a € R-re,
3. {x e X: f(z) <a} € M minden a € R-re,

()

<
4. {r € X: f(z) <a} € M minden a € R-re.
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Bizonyitas: Az egyes implikéaciok kévetkeznek az alabbi Gsszefiiggésekbdl:
1.= 2. {xeX:f()>a}—ﬂ{m€X f@)>a—1}
2.=3: {zeX: f(r)<a} = X\{xeX f(z) > al;
3. =>4 {xEX:f(a:)Sa}:ﬂ{xEX:f(x)<a+%;
4.=1: {zeX: f(x)>a} =X \{zeX: f(zx) <a}. O

3.75. Tétel. Ha f mérhetd, akkor |f| is mérhetd.

Bizonyitas: Az allitas kovetkezik az {zx € X: [f(z)| > a} ={zx € X: f(z) > a}U{z € X:
f(z) < —a} Osszefiiggésbol.
O

3.76. Tétel. Ha f és g mérhetd figguények, ¢ € R, akkor a cf, |f|, max{f, g}, min{f, g},
f+g, f-g figgvények szintén mérhetdk. Ha p({x € X: g(x) = 0}) = 0, akkor 1/g és f/qg is
mérhetd.

Bizonyitas: Tekintsiik példaul az f + g fiiggvény mérhet6ségét. Legyen r1,ra, ... a raciondlis
szamok egy sorozatba rendezése (lasd a 3.8. Példat). Ekkor

o0

(zeX: f(z)+g(x)>al = U({xGX: f@)>rtn{zeX: g() >a—ri}) e M.

=1

3.77. Tétel. Legyen f,g: X — R mérhetd, valos értéki figgvények, és legyen F wvalds és
folytonos fligguény R%-n, és legyen

h(z) = F(f(x),9(x)), =ze€X.
FEkkor h mérheté.

3.78. Tétel. Legyen {f,} mérhetd figgvények sorozata. Ekkor az

sup fn, inf f,, limsup f, €s liminf f,
n>1 nz1 n>1 nz1

figgvények szintén mérhetdk.

Bizonyitéds: Legyen példdul g(z) = sup,,>; fn(x). Ekkor a supremum definiciéja miatt

{z: g(z) >a}—U{x fn(z) > a},

igy g mérheto.
Legyen példaul h(z) = limsup,,> fn(z). Ekkor

W) = inf sup fu(),

n>m

igy az el6bbiekbdl kovetkezik az allitas. O
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3.79. Kovetkezmény.
1. Ha f és g mérhetd, akkor max{f,g} és min{f,g} szintén mérhetd. Specidlisan ha

def

fHE max{f,0y  f7 % —min{f,0},
akkor fT és f~ mérheté.

2. Mérhetd figguények konvergens sorozatdnak hatdrértéke is mérhetd.

3.80. Tétel. Hao X C RP, f: X — R folytonos, akkor Lebesque-mérhetd.

Bizonyitas: Legyen a € R tetsz6legesen rogzitett, és tekintsiik az {z: f(x) > a} halmazt. Ez
nyilt halmaz, hiszen ha egy tetszéleges x¢ € {z: f(x) > a} pontot vesziink, f folytonossagabdl
kovetkezik, hogy 1étezik olyan 6 > 0, hogy f(z) > a teljesiil minden z-re, amelyre |z — x¢| < 0,
ahol | - | az euklideszi tdvolsdg R™-en. A 3.64. Allitds szerint minden nyilt halmaz Lebesgue-
mérhetd, hiszen a nyilt halmazok Borel-halmazok is, tehat f Lebesgue-mérhet6 fiiggvény. O

3.81. Tétel. Legyen X CRP, f.g: X — R, f Lebesque-mérhetd és f = g majdnem mindenditt.
Ekkor g is Lebesgue-mérhetd.

Bizonyitds: A majdnem mindeniitt definici6jdbol kovetkezik, hogy az {x: g(z) # f(z)} halmaz
Lebesgue-mérhetd, és m({x: g(x) # f(z)}) = 0. Ekkor persze az {x: g(z) = f(x)} halmaz is
Lebesgue-mérhet6 lesz. Mivel

{z: g(z) >a} 0 {z: g(z) # f(z)} C{z: g(z) # f(2)},

és minden m-nullmértékii halmaz részhalmaza is Lebesgue-mérhetd, ezért az

{o: g() > a} = ({o: f2) > a} " {z: f(@) = g(@)}) U ({z: g(@) > a} " {w: g(a) # f(2)})

halmaz is Lebesgue-mérhetd. O

3.82. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy az elébbi tétel dltalanosithaté olyan (X, M, 1) mérték-
terekre is, ahol minden olyan F € M halmaznak, amelynek p-mértéke 0, barmely részhalmaza
is mérheté halmaz. Az ilyen tulajdonsdgu mértéktereket teljes mértéktérnek nevezzik. Példaul
a Lebesgue-mértékhez tartozé (RP, M(m), m) mértéktér teljes (ldsd a 3.64. Allitést).

3.83. Megjegyzés. A mérhet$ fiiggvények osztilya csak az M o-gyfiriitél fligg (a konkrét
mértéknek nincs szerepe a definiciéban). Példaul RP-n beszélhetiink a Borel-mérhet fiiggvé-
nyekrél: Azt mondjuk, hogy f Borel-mérhetd, ha barmely a € R-re az {z: f(z) > a} halmaz
Borel-halmaz.

3.84. Példa. Legyen P C [0,1) a 3.67. Példdban definiélt olyan halmaz, amely nem Lebesgue-
mérheto, és legyen

|1, ha z € [0,1)N P,
f(x)_{o, ha z € [0,1) \ P.

Ekkor f nem Lebesgue-mérheté fiiggvény, mivel pl. az {z € [0,1): f(x) > 0,5} = P halmaz
nem Lebesgue-mérheto. O
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3.7. Egyszeru fiiggvények

3.85. Definicié. Legyen s az X-en értelmezett valds értékil fliggvény. Ha s értékkészlete véges
halmaz, akkor azt mondjuk, hogy s egyszeri figgvény.

3.86. Definicié. Legyen E C X. Az E halmaz karakterisztikus fiigguényének nevezzik a

1, x€eFE
w@={0¢ 2er

egyszeru fliggvényt.

Az egyszerii fliggvényeket mindig felirhatjuk karakterisztikus fliggvények linedris kombina-
ciéjaként. Legyenek az s egyszeril fliggvény értékkészletének az elemei cyq, ..., c,, és legyen

Ei={z: s(z)=¢} (i=1,..,n).

Ekkor

n
S = E ciXEi'
=1

3.87. Allitds. Az s egqyszert fligguény akkor és csak akkor mérhetd, ha az E1, ..., E, halmazok
meérhetok.

Bizonyitas: Az &llitas az

{z: s(z) >a} = U E;

ici>a

és valamely kis € > O-ra az
Ei={z: s(z)>c¢;—e}nN{z: s(z) <c¢+e}

Osszefliggésekbol rogton kovetkezik. O
A kovetkez6 tétel szerint barmely fliggvény kozelithet6 egyszerti fiiggvényekkel.

3.88. Tétel. Legyen f: X — Ry. Ekkor létezik olyan egyszerd figgvényekbdl dllo (sy) soro-
zat, hogy minden v € X-re sp(z) — f(x), ha n — +o00. Ha f mérhetd, akkor (s,) mérhetd
fligguényekbdl dllé sorozatnak vdlaszthato. Ha f > 0, akkor (s,) monoton novekvd sorozatnak
valaszthato.

Bizonyitas: Legyen f >0 és

Bui={o rsi@ < b R (e i) 20),

n=12..;i=1,2,..,n2". Definidljuk az s, fliggvényt az
i1

Sn = Z on XEn,i + nXFn
=1

képlettel. Ekkor s, egyszert fliggvény minden n-re, s, < Sp+1, €8 s, > 0, n > 1. Ha az f
fiiggvény mérhetd, akkor az Fy, ; és F;, halmazok mérhetdk, igy s, is mérheto fiiggvény a 3.76.
Tétel szerint.
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Rogzitsiink egy x € X szdmot. Tegyiik fel el6szor, hogy z olyan, hogy f(x) véges. Ekkor
vélasszunk egy olyan ng természetes szamot, hogy f(xz) < ng legyen. Ekkor minden n > ng-ra
létezik olyan i,(x) index, hogy = € E, ; (), azaz

in(z) —1 < fl2) < zn(a:)

2n n
fey o
in(x) — 1 1
ng($)_3n(x):f($)—nT§2—n—>0, han — +oo.

Ha f (z) = +o00, akkor minden n-re z € F,,, ezért s, () =n xr, () — +00, ha n — 4o0.
Ha f nem el§jeltartd, akkor felirhaté két nemnegativ fiiggvény kiilonbségeként: f = f+— f—,
amibdl az el6z6ek alapjan az allitas kovetkezik. O

3.8. Integralas mértéktereken

Legyen (X, M, i) mértéktér, ahol X alaphalmaz, M o-gylirti és p megszamldlhaté mérték.
Ebben a szakaszban mérhetd fliggvények p mérték szerinti integraljat definidljuk. Az integralast
fokozatosan terjesztjiik ki az egyszerii fliggvények integraljatdl kiindulva az egyre altaldnosabb
fliggvényekre.

3.89. Definicié. Legyen F € M. Ekkor a konstans 1 fliggvény u mérték szerinti integrdljdt az
F halmazon az

/1du = p(E)
E

képlettel definialjuk. Tegyiik fel, hogy az

s@) =3 e (@)
=1

egyszerii fiiggvény mérhetd (azaz az E; halmazok mind mérhetéek), és legyen E € M. Ekkor
az s egyszert fugguény integrdljdt az E halmazon az

/sdu N (BN E)

E i=1

képlettel definialjuk, ahol abban az esetben, amikor valamely E N E; halmaz mértéke végtelen,
akkor feltessziik, azt is, hogy vagy minden = € E-re s(x) > 0 (azaz ¢; > 0,1 = 1,...,n) vagy
minden z € E-re s(z) <0 (azaz ¢; <0,i=1,...,n).

Specialisan, ha A mérheto és s = x4, akkor

/ xadp = p(ENA).
E

Ekkor az egyszeri fiiggvények korében az integral az megérzi a Riemann-integrédl szokésos
tulajdonsagait:

3.90. Allitas. Legyen s,s1,s0: X — R mérhetd elemi figguények, E € M, u(E) < co. Ekkor
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1. /cs du = c/sdu minden c € R-re,

E E
2. /(sl+52)du:/81du+/82u,
E E E

3. ha s1(z) < sao(x) minden x € E-re, akkor /51 dp < /82 dp.
B E

A kovetkezd 1épésben nemnegativ mérhetd fiiggvények integraljat vezetjilk vissza egyszerti
fliggvények integraljaira.

3.91. Definicié. Legyen f: X — R, mérhetd és nemnegativ. Ekkor az f fiiggvény £ € M
halmazon vett p mérték szerinti integrdljat [ fdu—vel jeloljiik és ez definici6 szerint
E

/fd,u def sup /sd,u: 0<s< f, segyszerl fliggvény
E

Megjegyezziik, hogy a mérték szerinti integralt nem korlatos fliggvényekre, sét olyan olyan
fliggvényekre is értelmeztiik, amelyek a végtelen értéket is felvehetik, és persze az integral értéke
is lehet végtelen.

3.92. Példa. Legyen

o={¥n i7h

E =10,1], B; = (1/2,1/27Y] (i = 1,2,...). Ekkor Ey, Es,... paronként diszjunkt halmazok,
U2, Ei = (0,1]. Definidljuk az s, egyszerti fiiggvényt az s, (x) = Y11 2" 1x, képlettel. Ekkor
0<s,<fés

n

/fdmz/sndm:ZQH Z—:——>oo (n — o),
E

B i=1

azaz [ fdm = oco.

E
Megjegyezziik, hogy ha f-et a 0-ban masképp definidljuk, példdul az f(0) = 0 értékkel, a
fenti szamolas megismételheté a mddositott f fiiggvényre is, igy annak az integralja is co. O

3.93. Példa. Legyen A, F C R mérheto halmazok,

fo={5 g4

)

és szémitsuk ki az [ fdm integralt!

E
/fdm: sup /sdm.
0<s< s,
E

Definici6 szerint
s egyszeri [
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Ezért, ha vessziik az

egyszeru fliggvényt, akkor

/fdm > /sndm:n-m(EﬂA)—l—O-m(E\A) =n-m(ENA) minden n € N-re.
E E
Tehat ha m(E N A) # 0, akkor [ fdm = cc.
E
Ha pedig m(E N A) = 0, akkor tetsz6leges olyan s egyszerii fliggvényre, amelyre 0 < s(x)

f(z) minden z € E-re, azaz s(x) = 0 minden z ¢ A-ra, [ sdm = 0 teljesill, ezért [ fdm =0
B B

<
o

Végiil az f = fT — f~ Osszefiiggés segitségével eldjelvalto fiiggvényekre terjesztjiik ki az
integralt.

3.94. Definicié. Legyen f: X — Ry mérhet6 fliggvény, F € M, és tekintsiik a nemnegativ
(szintén mérhetd) fT és f~ fiiggvények

b/ fru és b/ fdp

mérték szerinti integraljat. Ha a fenti két integral kozil legaldbb az egyik véges, akkor azt
mondjuk, hogy f az E-n a u mérték szerint integralhato, és az f fliiggvény p-szerinti integraljat

" E[ fdp = E[ frdu - E[ fdp

Osszefiiggéssel definidljuk. Ha f integralhaté E-n és az integralja véges, akkor azt mondjuk, hogy
f végesen integrdalhatd az E halmazon a p mérték szerint, és ezt ugy roviditjik, hogy f € L(E, u).
Ha p = m, akkor a végesen Lebesgue-integralhaté fiiggvények halmazat egyszertien L(E) jeloli.

Sziikségiink lesz a kovetkezdkben az egyvaltozds elemi fliggvények specidlis osztalyara, a
lépcsés fiiggvényekre:

3.95. Definicié. Egy ¢: [a,b] — R fliggvényt lépcsds figgvénynek neveziink, ha létezik az
[a,b] intervallumnak egy a =ty < t; < --- < t,, = b felosztasa és co, ..., c,—1 konstansok, hogy
g(x) =c¢; hax € (t;,tit1).

Megjegyezziik, hogy a fenti definiciéban a 1épcsés fliggvény értéke tetszoleges lehet a t; oszto-
pontokban. Kénnyen ellendrizhetd, hogy minden 1épcsés fiiggvény egyben egyszeri fiiggvény is.

Tegyiik fel, hogy f: [a,b] — [0,00) adott, és tekintsiik at az fab f(x) dr Riemann-integral
definici6jat a szokasostdl egy kicsit eltéro jelolésekkel: vegyiik az [a, b] intervallum egy P = {a =
to <ty <--- <t,=>} felosztdsdt, jelolje k; = inf{f(x): t; <z <tjp1} és K; =sup{f(x): t; <
x < tiy1}, és definidljuk a

n—1

n—1
9= Z kix(thti-‘rl) és g9 = Z KiX(tivtwl)
=0 =0
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lépcsés fiiggvényeket. (Ekkor g(t;) = 0 és ¢*(¢;) = 0 minden i-re.) Legyen m az egydimenzids
Lebesgue-mérték. Ekkor a g ill. g* 1épcs6s fiiggvények [a,b] intervallumon vett Lebesgue-
integralja visszaadja az f fliggvény P beosztashoz tartozdé Darboux-féle alsé ill. felsé integral
kozelito Gszegét:

n—1 n—1
/ gdm = Z ki(tiJrl — ti) és / g* dm = ZKi(tiJrl — ti).
i=0 i=0

[a,b] [a,b]

Megjegyezziik, hogy a fenti Osszefliggések akkor is teljestilnek, ha a g és g* 1épcsés fliggvények

értékeit a t; osztépontokban tetszOlegesen definialjuk. Lathatjuk tehat, hogy az f: f(x)dx
Riemann-integral tehdt akkor és csak akkor létezik, ha f korldtos [a, b]-n, tovabba

sup / gdm = inf / g"dm. (3.7)
0<g</, w1 9 2h
g 1épcsds fiiggv. [a,b} g* lépcsés fiiggv. [a,b}

Lathato, hogy a 3.91. Definici6 a fentiek mintajara sziiletett, igy, hogy a 1épcsés fliggvények
helyett az elemi fliggvények (tdgabb) osztalydra alkalmaztuk a (3.7) egyenlet bal oldalan allé
kifejezést. Felmeriil a kérdés, hogy ez a supremum mikor egyezik meg a (3.7) egyenlet jobb
oldalanak megfeleld, egyszerii fliggvényekre vett infimummal. A kovetkezd tétel szerint ez pon-
tosan akkor teljesiil, ha f mérhets. Ez mutatja a mérhetOség fogalméanak jelentOségét, és emiatt
a mérték szerinti integralhatésdg Riemann-integralhatésaggal analdg feltételét az egyszeriibben
ellenérizhet6 mérhetOséggel helyettesithetjiik. Azt is érdemes kiemelni, hogy a mérték szerinti
integral definidlasahoz nem kellett kikotni, hogy az f fiiggvény korlatos legyen.

3.96. Tétel. Legyen f: E — R korldtos az E C X mérhetd halmazon, amelyre u(E) < oo.
Ekkor f akkor és csak akkor mérhetd, ha

sup sdu = inf s du.
<7, SF>f,
s egyszert fiiggv. F) s* egyszert figgv. E

Bizonyitas:
1. Tegyiik fel, hogy az f fliggvény mérheté és |f(x)| < M minden = € E-re, legyen n € N
tetszoleges, és definialjuk az

— 1)M i M
Ei:{er: u<f(gc)<2—} (3.8)
n n
halmazokat ¢ = —n + 1,...,n-re. Ekkor E_,;1,...,E, p-mérheté halmazok, paronként disz-
junktak,
n n
E= |J B, ¢sigy pE)= > uE).
i=—n+1 i=—n+1
Hasznaljuk az
g &f sup /sdu és = inf s du(s)
s<f, s*>f,

s egyszert fliggv. [ s* egyszeri fiiggv. E

jeloléseket. Legyen s és s* olyan egyszerii fiiggvények, hogy s(x) < f(x) < s*(x) minden = € E-
re. Ekkor a 3.90. Allitds 3. pontja értelmében

/sd,u</s*du,

E E
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de ebbdl rogzitett s*-ra a bal oldal supremumat véve, majd ezutdn a kapott egyenlGtlenség jobb
oldaldanak infimumaét véve kovetkezik, hogy S < I.
Definidljuk a kovetkez6 egyszert fiiggvényeket:

n . n .
def (1—1)M ,  def M
D D A B D D Vo8 (3.9)
1=—n+1 i=—n+1
Ekkor nyilvan s,(x) < f(z) < s} () minden x € E-re, ezért
. M o~ ) M -
Is/snduzzz in(E;)  és Sz/sndu:;}z (i = Vu(Ey),
B i=—n+1 B i=—n+1
amibol kovetkezik, hogy
M M
0<I-5<— E;) = —u(FE).
< < i:%;lu( ) = —n(E)

Mivel n tetszOlegesen nagy lehet, ezért S = I.
2. Most tegyiik fel, hogy S = I. Ekkor minden n € N-re léteznek olyan s, és s; egyszeri
fiiggvények, hogy s,(x) < f(x) < s} (z) minden = € E-re és

1
Og/s;du—/sndu<—.
n

E E

Legyen s def sup{s,: n=1,2,...} és s* def inf{s?: n=1,2,...}. Ekkor a 3.78. Tétel szerint s

és s* mérhetd fiiggvények, tovabbd s(x) < f(z) < s*(x) minden z € E-re. Legyen

AY {r € E: s(x) < s™(v)}, és A {xEE: s(x) <8*(:L‘)—1,} (i € N).

1

Ekkor nyilvdn A; C Ay C -+ és A =J;2, A;. Mésrészt

1
A; C {l‘ € E: sp(z) < sp(x)— —_} minden n-re,
i
ezért
1 * * * * 1
o> [ sdu= [Gmsydus [ sz [6 =) die= Jula)
B A E\A; A

és igy u(4;) < % Mivel n tetsz6legesen nagy lehet, ezért p(A;) = 0 minden i-re, de igy a 3.24.
Tétel szerint p(A) = lim; o p(A4;) =0, azaz s(x) = f(z) = s*(x) p-majdnem mindentitt, ezért
f is p-mérheto. O

A szakasz végéig legyen u = m a Lebesgue-féle mérték a valds szdmegyenes [a,b] inter-
vallumén, X = [a,b], M az [a,b] intervallum Lebesgue-mérhetd részhalmazainak Osszessége.
Legyen f : [a,b] — R. Ekkor az f fliggvény [a, b] szakaszon vett Riemann-integréljat az

/abf(a:) dx
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szokasos jeloléssel, a Lebesgue-integraljat pedig az
b
/ fdm vagy / fdm
0.6 ‘

képletekkel jeloljik. A kovetkezd tétel mutatja a kapcsolatot a Riemann- és a Lebesgue-féle
integralok kozott:

3.97. Tétel. Ha az f: [a,b] — R fiiggvény Riemann-integrdlhatd |a,b]-n, akkor f mérhetd és
Lebesgue-integrdlhato is [a,bl-n tovdbbd

/abf(x)dx:/abfdm.

Bizonyitas: Mivel minden 1épcsés fliggvény elemi fliggvény is, ezért az
b b b b
sup / gdm < sup / sdm < inf / s dm < inf / g dm
0<g<f Ja 0<s<f  Ja J<s* a J=a a
g lépcsds fgv. s elemi fgv. s* elemi fgv. g* 1épcsés fgv.

egyenl6tlenségek teljesiilnek. Ha f Riemann-integralhato, akkor f korlatos is, és a fenti relacidk-
ban mindenhol egyenl6ség teljesiil, azaz a 3.96. Tétel alapjan f mérheté [a,b]-n, és a Riemann-
integral megegyezik a Lebesgue-integrallal. O

3.98. Példa. Tekintsik az f = Xg fiiggvényt. Ez nem Riemann-integralhaté [0, 1]-en, mivel
konnyen ellenérizhetd, hogy tetszdleges olyan g és g* 1épcsés fliggvényre, amelyre 0 < g < f és

f<g" az
1 1
/gdsz és /g*dmzl
0 0

relacidk teljesiilnek. Masrészt f mérhetd egyszert fiiggvény, igy Lebesgue-integralhato is, és

/fdm: / Ldm = m([0,1] N Q) = 0.

[0,1] (0,1]NQ

Megmutathaté a Riemann-integralhatdsdg kovetkezo sziikséges és elégséges feltétele.

3.99. Tétel (Lebesgue-kritérium). Az f: [a,b] — R korldtos figgvény akkor és csak akkor
Riemann-integrdlhatd, ha f majdnem mindenitt folytonos az |a,b] intervallumon.
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3.9. A mérték szerinti integralas tulajdonsagai

Legyen (X, M, 1) egy rogzitett mértéktér. Megmutatjuk, hogy a Riemann- (és egyéb) integralds
szokdsos tulajdonsagai teljesiilnek a mérték szerinti integralra is, sOt a mérték szerinti integralas
szamos jobb tulajdonsaggal is rendelkezik.

3.100. Tétel. Legyen f: X — Ry mérhetd figgvény.

1. Ha f € L(E, ), akkor bdrmely c € R dllanddra cf € L(E, ) és

/cfduzc!fd,u.

E

2. Ha f,g € L(E,pn), akkor f+ g € L(E, ), tovdbbd

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

E E E

3. Ha f,g€ L(E,n) és f(x) <g(x), v € E, akkor

Zf@g/ﬁw.

E

4. Hax € E esetén k < f(x) < K és p(E) < oo, akkor

ku(E) < /fdu < Ku(E).
E

5. Ha f mérhetd és korlatos az E-n, tovdabbd u(E) < oo, akkor f € L(E, p).

6. Ha f € L(E, ), akkor |f| € L(E, ), és

!}WL<!UMM

7. Legyen f mérhetd az E-n és |f| < g, ahol g € L(E, ). Ekkor f € L(E, ).

8. Legyen A,Be M, AC B, f: B— R mérheté. Ekkor

:/fdu=}foAmL

9. Legyen A,Be M, AC B. Ha f € L(B,u), akkor f € L(A,u), tovabbd ha f > 0, akkor

[tans< [ san
A B
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10. Ha A, B € M diszjunkt halmazok, akkor

/ fduzA/fdefdu.

AUB

Bizonyitas:

1. Elemi fliggvényekre az allitds a 3.90. Allités 1. pontja alapjan teljesiil. Tekintsiik most
azt az esetet, amikor f > 0 mérhets. Nyilvan s akkor és csak akkor mérhet6 egyszerii fiiggvény,
ha cs (¢ #0) is az. Ha ¢ > 0, akkor

/cfdu: sup /csdu:c- sup /sdu:c/fdu.
0<s<f 0<s<f
E s egyszerl fgv. [ s egyszerl fgv. [ E

Ha ¢ < 0, akkor (cf)T = 0 és (cf)” = —cf, ezért a 3.94. Definiciét és az el6bb bizonyitott
eredményt hasznalva

[etin=[terytau= [erydu=- [~ctin=—-o) [ tan
FE E E FE E

Legyen most f tetsz6leges mérhetd fiiggvény. Ha ¢ > 0, akkor (cf)™ = cf T ill. (¢f)” =cf ™, ha
pedig ¢ < 0, akkor (cf)t = —cf~ ill. (¢f)” = —cf™. Ekkor ¢ > O-ra

/cfd,u:/cf+du—/cf‘du:c/f+du—c/f_d/,¢:c/fdu.
E E E E E E

A ¢ < 0 eset hasonlé médon kévetkezik. )
2. Elemi fiiggvényekre az allitas a 3.90. Allitas 2. pontja alapjan teljestil. Tegyiik fel elGszor,
hogy f,g > 0 mérhetd, és legyen sq és so olyan egyszeri fliggvények, amelyekre

0<s1<f és 0<s9<g. (3.10)

Ekkor 0 < s1+s3 < f+g, tovabbd az [(f + g) dp definicidja és a 3.90. Allitas 2. pontja alapjan
E

/Sld#+/82d#:/(31+82)du</(f—l—g)du.

E E E E

Azaz ha rogzitiink egy (3.10) tulajdonségu s elemi fiiggvényt, akkor minden (3.10) tulajdonségi

s1 elemi fiiggvényre
/slduﬁ /(f+g)du—/82d/~t'

E E E
De ekkor a bal oldal supremumat véve kapjuk, hogy

[tan< [+ g)du= [sadn
E

E E
o /SQdu</(f+g)du—/fdu
E E E

teljesiil minden (3.10) tulajdonsagu s; elemi fiiggvényre, igy ezek supremumadra is, tehat kapjuk,

hogy
/fdu+/gdu</(f+g)du-
E E

E
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Legyen most s7 és s3 olyan elemi fiiggvények, amelyekre s7 > f és s5 > g. Ekkor a 3.96. Tételt
alkalmazva az el6z6h6z hasonlé médon kapjuk, hogy

[sidus [sdnz [+ 9)dn

E E E

[tans [adn= [(+g)dn
E

E E

és ebbdl kovetkezik, hogy

Ezzel a 2. allitast belattuk arra az esetre, amikor f,g > 0.
Az éltaldnos esetben legyen f = f* — f~ és g = g" — g . Ekkor

frg=f"—f"+g" g =(f+9" - (f+9),
amibdl
(f+9"+f +g =(F+9 +f +g".
De ekkor a nemnegativ esetre vonatkozé eredményt felhasznalva kapjuk, hogy
Je+artaus [rdus [qdu= [(r+odus [rrdus [ du,
E E E E E E

amibol kovetkezik, hogy

/(f+g)du = /(f+g)+du—/(f+g)_du
E

E E

= /f+du+/g+du—/f‘du—/g‘du
E E E E

= /fdu—l—/gd,u.
E E

3. Elemi fiiggvényekre az sllités a 3.90. Allitds 3. pontja alapjén teljesiil. Legyen 0 < f.
Ekkor {s elemi fgv.: 0 < s < f} C {s elemi fgv.: 0 < s < g}, amibél kovetkezik az &llités.
Tegyiik fel most, hogy f < g. Ekkor f™ < g™ és f~ > g, igy a nemnegativ esetre beldtott
egyenlGtlenségek alapjan

[tan=[rran=[raus [gtan- [ dn=[gan
FE E E E E

E

4. A 3. allitas kovetkezménye.

5. A 4. pontbdl kovetkezik.

6. Az f = ft — f~ integrdlhaté az E-n, akkor fT,f~ € L(E,p), és ezért a 2. allitds
alapjdn |f| = fT + f~ is végesen integralhaté az E-n. Ezért a 4. éllitast a —|f] < f < |f]
egyenl6tlenséggel alkalmazva kovetkezik az allités.

7. Az el6z6 ponthoz hasonléan lathaté be.

8. Legyen elészor f = x valamely £ € M-re. Ekkor

/fdMZ/xEduzu(AﬂE)Zu((AﬂE)ﬂB)Z/XAmEduz/xExAdu=/fodu-
B

A A B B
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Ha f = 3", cixp mérhetd elemi fiiggvény, akkor

n

/de:ZCi/XEidN:Zci/XEiXAd/l:/(ZQ‘XEZ) XAdu:/fodu-
A =1 A =l B B B

=1

Ha 0 < f mérhetd fiiggvény, akkor az

/sdu: 0<s(x) < f(x), z €A, selemi fgv.
A

= /sxAdu: 0 <s(z)x,(z) < f(@)x4(x), x € B, s elemi fgv.
B

Osszefiiggés mindkét oldalanak suprémuméat véve kovetkezik az allitds. Az altalanos esetben
pedig a nemnegativ esetre mar beldtott eredmény alapjan

/fduz/ﬁdu—/fduz/f*xAdu—/fXAduz/fodu-
A A A B B B

9. Mivel f(z)x,(z) < f(z) minden x € B-re, ezért a 3. és 8. pontot felhasznalva kapjuk az
allitast.

10. Ha A és B diszjunkt, akkor x , 5 = X4 + X, ezért a 2. és 8. pontbdl kovetkezik az
allitas. O

Ismert, hogy ha az f, Riemann-integralhaté fliggvények egyenletesen konvergélnak az f
fiiggvényhez az [a,b] intervallumon, akkor az f hatarérték fiiggvény is Riemann-integralhato,
valamint fan fn(x)de — fab f(x)dx. A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy hasonlé tulajdonség
a mérték szerinti integrdlasra enyhébb feltételek mellett is teljesiil. Els6 ilyen eredényiink a
kovetkezo tétel.

3.101. Tétel (Lebesgue monoton konvergencia tétele). Legyen E € M, és legyen (fy)
nemnegativ, mérhetd fligguények monoton névekvd sorozata, azaz

0< file) < fole) < ... (x € E),

és legyen
fr E— Ry, f(z) = lim fo(z).
n—oo
Ekkor
i [ = /  du.
Bizonyitas:

A feltételekbdl és a 3.100. Tétel 3. pontjabol kovetkezik [ f,dp < [ fr+1dp minden n-re,
E E
ezért a limy,_,o [ fndp (nem szitkségképpen véges) hatdrtérték létezik. Mdsrészt [ fr, dp <
E E

[ fdu is teljesiil, igy
E

hm fnd,u</fd,u
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A forditott becslés igazolasahoz rogzitsiink egy olyan s egyszerii fliggvényt, hogy 0 < s < f
az F-n, és definidljuk az A = {z € E: s(x) =0} és B = {x € E: s(z) # 0} halmazokat.
Nyilvdn AU B = E. Legyen egy tetszéleges 0 < ¢ < 1 és € > 0 is rogzitve. Definidljuk az
M = max{s(z): z € E} és m = min{s(z): x € B} konstansokat és a

B, ={x € B: cs(z) < fu(x)}, n=12...

halmazokat. Ekkor a feltételekbol kovetkezden

o0
B, CByC -+ és B:UBH.
n=1

A 3.24. Tétel szerint p(B,,) — u(B), ha n — oc.
Tegytik fel el6szor, hogy pu(B) = co. Ekkor

/fdu>E/sdu=A/8du+/sdu>mu(B)ZOO-

E B

Maésrészt
[tz [ o= [esdnz emp() - .
E Bn

n

Most tegyiik fel, hogy u(B) < oco. Ekkor pu(B\ By,) = pu(B) — u(By) — 0, ha n — oo. Legyen

ng olyan, hogy (B \ By,) < /M. Ekkor
/sdu = /sdu+ / sdp + / sdu
E A Bng B\Bn,
1
< / zfno dp + / M dp
By B\Bn,
1
< ¢ [ Fuwdut Mu(B\ By,
E

1
< —lim [ fodu+e.
C Nn—oo
E

Mivel 0 < ¢ < 1 és € > tetszbleges volt, igy ha most ¢ — 1— és ¢ — 0+, akkor a fenti
egyenlotlenségbol azt kapjuk, hogy

/sduﬁ lim /fndu.
n—oo
E

E

De sis a 0 < s < f egyenl6tlenségeket teljesitd tetszoleges egyszert fliggvény volt, igy a bal
oldal supremumat véve
[ raws i [ o
n—oo
E E

adodik. Ezzel a tétel bizonyitésa teljes. O

3.102. Megjegyzés. A 3.88. Tétel szerint barmely nemnegativ mérhetd f fliggvény eldallithatd
egyszeru fiiggvények monoton sorozatanak hatarértékeként: s, — f. De ekkor a Lebesgue
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monoton konvergencia tétel szerint [ s,du — [ fdp. Ezért a mérték szerinti integralds de-

E E

finidldsdnak van olyan targyaldsi médja, ahol elemi fiiggvények monoton sorozatai segitségével,
azok integraljai hatarértékeként definidljdk a nemnegativ mérhetd fliggvények mérték szerinti
integraljat.

A kovetkez6 példa mutatja, hogy a Riemann-integralra dltalaban nem teljesiil a Lebesgue-féle
monoton konvergencia tétel.

3.103. Példa. Legyen ri,ra,... a [0,1] intervallumba es6 raciondlis szdmok egy sorozatba
rendezése, és definidljuk az
)1, ha z € {ry,...,r,},
fule) = { 0. egyébként

fiiggvényt a [0,1]-en. Ekkor véges sok pont kivételével a fiiggvény egyenlé 0O-val, ezért f,
Riemann-, és igy Lebesgue-integralhato is, tovabba fol fn(x)dx = 0. Az f, fliggvénysorozat nem-
negativ, monoton névé fiiggvénysorozat. Tovabba létezik az f(z) = lim, .~ fn(x) hatartérték,
mégpedig f = Xan[o.1]’ ami a 3.98. Példa szerint nem Riemann-integralhaté. Lebesgue mono-

ton konvergencia tétele alapjan viszont az f fliggvény Lebesgue-integralhaté és fol fdm = 0.

Valéban, [y X dm = m(@N[0,1]) = 0. D

Azt, hogy a 3.101. Tételben a monoton névekedést nem lehet monoton csokkenésre kicserélni,
lathatjuk a kovetkezd példabol.

3.104. Példa. Legyen
07 < )
fa: R—R, fn(x):{ 1, gzz

Ekkor f,, monoton csokkend fliggvénysorozat, amely pontonként tart az azonosan 0 fiiggvényhez,

]R[fn dm = 00, viszont ]R[nhi%o fndm =0. 0

Az el6z6 tételt alkalmazva a végtelen sor részletdsszegeire rogton kapjuk a kévetkezo ered-
ményt.

3.105. Kovetkezmény. Legyen E € M, (f,) nemnegativ, mérhetd figguények sorozata és
f: E — Ry olyan, hogy

[e.e]
f@) =Y falw), z€E-re
n=1
Ekkor f mérhetd, és
/fdM:Z/fndﬂ'
E n=lg

A Riemann-integralok egyik alaptulajdonséga, hogy fab f@)de = [T f(z)dx + fcb f(z)dz,
amit igy szoktak réviden mondani, hogy az integral additiv a tartomanyban. A 3.100. Tételben
lattuk, hogy a mérték szerinti integral szintén rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, sot, a Lebesgue-
féle monoton konvergencia tétel segitségével megmutatjuk, hogy az integral o-additiv is a tar-

tomanyban.
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3.106. Tétel. Legyen f,g: X — Ry mérhetd fligguény.
1. Legyen f € L(X, ), és definidljuk a

o: M — Ry, cI)(E):/fdu
E

halmazfiiggvényt. Ekkor ® o-additiv halmazfiggvény. Ha f > 0, akkor ® mérték M-en.
2. Ha u(E) =0 és f mérheté E-n, akkor

b/fduzo.

3. Ha f(z) = g(x) u-m.m. xz € E-re, akkor

/fduz/gdu-

E E

4. Ha A, B € M olyan, hogy u(A A B) =0, akkor
[ an= [ ran
A B

Bizonyitas:
1. Tegyiik fel el6szor, hogy f > 0. Legyen Ei, FEs,... € M paronként diszjunkt, legyen

E =2, E,. Ekkor N
Xg = Z XE,
n=1

és igy a 3.100. Tétel 8. pontja és a 3.105. Kévetkezmény szerint
(e} (e e} (e} (e}
o(E) = [ fdu= [ fxpdu= [ 13 xp =3 [ fip au=3" [ fan=>" (&)
B X X n=1 n:lX n:lEn n=1

Ha f € L(X,u), és f = fT — f~, akkor

o) = [an= [ Fran- [rap=3 [rra-Y [ra=Y [ =Y o)
E E E n=lg. n=lg n=lp n=1

2. Ha |f| < M, akkor a 3.100. Tétel 8. pontjat hasznalva
/fdu < Mp(E) = 0.
E

Ha f nem korldtos, de |f(z)] < oo minden = € FE-re, akkor definidljuk az A, = {z € E:
|f(x)] < n} halmazokat és a By = A1NE, B, = (4, \An,—1)NE (n = 2,3,...) halmazokat. Ekkor
Bi, By, ... paronként diszjunkt, mérhet$ halmazok és | Jo2 | B; = E, valamint ;(B,,) = 0 minden
n-re. Ezért az integral tartomanyra vonatkozé o-additivitasa és a korldatos esetre megmutatott
eredmény alapjan
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Most tekintsiik az dltalanos f esetét. Legyen A = {x € E: |f(z)| < oo}. Ekkor
/fdu /fdu+ [ ran
E\A

igy a 3.93. Példat, a u(E \ A) = 0 Osszefliggést és a véges esetet alkalmazva adédik az allités.
3. Legyen A={z € E: f(x) =g(x)}. Ekkor u(E\ A) =0, igy a 2. pont miatt

/fdu /fdu+/fdu—/gdu /gdu+ /gdu:/gdu-

ENA E\A E

4. Az el6z6 bizonyitds mintajara belathato. O

3.107. Példa. Szamitsuk ki az f[o 1] f dm Lebesgue-integralt, ahol

ra={ i, 258

Mivel m([0,1] N Q) = 0, az f fuggvény és a g(r) = 2z — 3 fiiggvény majdnem mindeniitt
megegyezik. Ezért az el6z6 tétel 3. pontja szerint és a 3.97. Tétel szerint az integralt visszave-
zethetjiik Riemann-integral szamolasara:

1
fdm = gdm:/(Qx—?))dx:—Q.
[0,1] [0,1] 0

3.108. Tétel (Fatou lemmaja). Tegyiik fel, hogy E € M, (f,) nemnegativ mérhetd figgvé-
nyek sorozata, és legyen f: E — Ry olyan, hogy

f(z) =liminf f,(x), r €kl

Ekkor f mérhetd és
/fd,u < liminf/fnd,u.
n—oo
E E

Bizonyitds: f mérhetdsége a 3.78. Tételbdl kovetkezik. Legyen g, (x) = inf{f;(z): i > n}.
Ekkor

0< 1) < golw) < --- 6 f(x) = lim g,(a).

n—oo

Tovabbd g, < f,, emiatt f Indp < f frndu, és igy Lebesgue monoton konvergencia tételét

/fdu— lim /gndu<hm1nf/fnd,u

haszndlva
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3.109. Tétel (Lebesgue "nagy” konvergenciatétele). Tegyiik fel, hogy E € M. Legyen
(fn) mérhetd figgvények olyan sorozata, amelyre

lim f,(z) = f(x), x € E-re.
n—oo
Ha van olyan g figgvény, hogy g € L(E, 1) és
[fu(@)] < g(x),  x€ E-re,

akkor f € L(E, ) és
lim /fndu:/fdu.
E E

Bizonyitas: A feltételek miatt g — f,, > 0, igy a Fatou-lemmat alkalmazva

Jto=ndu<tmint [(6- f)du= [gdu—timsup [ £, du,
FE E E

n—00
E

tehat
limsup/fnd,u< /fdu.
n—oo
E E

A g+ f, fliggvényre alkalmazva az el6bbi szamoléast kapjuk, hogy

/$mgmM/nwgmmjﬂws/Mm
FE FE

n—00
E E

azaz az allitas teljesiil. O

3.110. Kovetkezmény (Lebesgue ”kis” konvergenciatétele). Legyen E € M olyan hal-

maz, amelyre p(E) < oo, a mérhetd fuggvények (f,) sorozata egyenletesen korldtos az E-n, azaz

van olyan M > 0, hogy |fn(x)| < M, x € E mindenn = 1,2,...-re, és f(z) = lim f,(x), z € E.
n—oo

Ekkor
/fd,u: lim /fndu.
n—oo
E E

Altaldnos mérték szerinti integralok kiszamolasdahoz hasznos a kovetkezd allitas, amelynek
igazolasat az olvaséra bizzuk.

3.111. Tétel. Legyen py €s ps mérték az M o-algebrdn, oy és aa pozitiv konstansok. Legyen
f: X — Ry mérheté az M o-algebra szerint, E € M. FEkkor aijus + agus is mérték M-en,
tovdbbd

/fd(oélul—l-o&/m) =a1/ fdm—I—ag/ fduo.
E E E

A Riemann-integralokra ismert eredmény altalanositasa a kovetkezo tétel, amely a differen-
cidlas és a Lebesgue-integralds kapcsolatat vizsgalja. A bizonyitastol eltekintiink.
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3.112. Tétel. Legyen
F: [a,b] — R, F(:z):/fdm (a <z <b),

ahol f € L([a,b],R), azaz f: [a,b] — R végesen Lebesgue-integralhatd figgvény. Ekkor
F'(z) = f(x), m.m. x € [a,b]-re.

Megforditva: ha egy F : [a,b] — R fliggvény az [a,b] intervallum minden pontjiban diffe-
rencidlhatd és F' € L([a,b],R), akkor

T

F(z) - F(a) = /F/dm.

a

3.10. A Riemann—Stieltjes-integral

Ebben a szakaszban a Riemann-integral egy masik lehetséges kiterjesztését, a Riemann—Stieltjes-
integral fogalmat definialjuk. Ez az integralfogalom is fontos szerepet jatszik példaul az analizis,
valoszintiségszamitas és a fizika tobb dgdban is.

Legyenek f: [a,b] — R és G: [a,b] — R adott fiiggvények. Tekintsiik az [a,b] intervallum
egy P ={a =y < x1 < -+ < x, = b} beosztdsdt. A beosztis finomsdga legyen |P)| def
max{x;41 —x;: i =0,...,n—1}. Minden intervallumbdl valasszunk egy & € [z, Tk+1] pontot.
Ekkor a P beosztdshoz és a & = (&g, ...,&{n—1) kdzbiilsé pontok rendszeréhez definidljuk az

n—1

S(£,G,PE) N (&) [Glarsn) — Glaw)]

k=0

Osszeget, amelyet az f fligguény G figguényre vonatkozo Riemann—Stieltjes-féle integrdl kozelitd
dsszegének neveziink. Ez az Osszeg a G(z) = = (z € [a,b]) esetben a Riemann-féle integrél
kozelito Osszeggel egyezik meg.

3.113. Definicié. Ha létezik olyan I szam, hogy barmely ¢ > 0-hoz taldlhaté olyan § >
0, hogy az [a,b] intervallum minden olyan P beosztasra, amelynek finomsiga |P| < § és az
adott beosztashoz tartozé tetszéleges & kozbiilsé pontok rendszerére az S(f, G, P,¢) Riemann-
Stieltjes kozelité osszegre |S(f, G, P,&) — I| < e teljesiil, akkor az f fiiggvényt a G fiiggvény
szerint Riemann—Stieljes-integralhato fliggvénynek nevezziik, és az I szamot az f fliiggvény G-re
vonatkozé Riemann—Stieltjes-integrdaljdnak nevezzik az [a,b] intervallumon, és azt az

[ rwyac

képlettel jeloljik. A G fiiggvényre nézve az [a, b] intervallumon Riemann—Stieltjes-integralhaté
fiiggvények halmazat Lg([a,b], G)-vel jeloljik.

3.114. Példa. Ha G(x) = ¢ konstans, akkor a definiciébdl rogton kovetkezik, hogy tetszéleges
f fliggvény Riemann—Stieltjes-integralhaté G szerint és f; f(x)dG(x) = 0.
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Ha G(z) = z, akkor a Riemann-Stieltjes-integrdl megegyezik a Riemann-integrallal. Ha
G(x) = ax + (3, akkor a definiciébdl konnyen kovetkezik, hogy ha f Riemann-integralhatd,
akkor a G fliggvény szerint Riemann—Stieltjes-integralhato is, és

[ rwacw=a [ s .

Az is konnyen lathaté a definiciébdl, hogy barmely G fliggvényre

b
/ cdG(z) = ¢(G(b) — G(a)).

O

3.115. Definicié. A G fiiggvényt korldtos vdltozdsunak nevezzik, ha felirhaté két monoton
novekvo fiiggvény kiilonbségeként.

Specialisan a monoton novekvo fiiggvények is korlatos valtozasu fliggvények, hiszen g = g—0
alakban felirhaték. Hasonldéan, ha g monoton csokkens, akkor korldtos valtozasi is, hiszen
g=0—(—g). Ha g = g1 — g9, ahol g; és g2 monoton csokkend, akkor g korlatos véltozasu is,
hiszen g = —gs — (—¢1).

Megmutatjuk, hogy folytonos f fliggvény mindig Riemann—Stieltjes-integralhaté egy korlatos
valtozasi G fiiggvény szerint.

3.116. Tétel. Legyen f,G: [a,b] — R, ahol f folytonos, G pedig korldtos vdltozdsu. Ekkor f
Riemann—Stieltjes-integrdlhaté a G figgvény szerint az [a,b] intervallumon.

Bizonyitas:
1. Tegyiik fel elészor, hogy G monoton néve. Feltehetjiik ekkor azt is, hogy G(b) > G(a),
hiszen egyébként G konstans fliggvény volna, amire az allitas teljesiil. Legyen

m; = min €T és M, = max €T 1=0,...,n—1.
i angx§m+1f( ) ; 1%§x§m+lf( ) RN

Definiédljuk az

n—1 n—1
S(£.G.P) =S mp [Glags) = Glaw)] & S(£.G,P)E Y My [Glagar) — Gla)],
k=0 k=0

u.n. Riemann—Stieltjes-féle also €s felsd integrdl kozelitd dsszegeket. Ekkor G monotonitasa miatt
S(f,G,P) < S(f,G,P,§) <S(f,G, P), (3.11)
ami egyuttal azt is jelenti, hogy

sup S(f,G, P) < inf S(f,G, P),
P

ahol a supremumot ill. infimumot az Gsszes beosztasra vessziik.

Rogzitsiink egy tetszéleges € > 0 szamot. Az f fiiggvény folytonos, ezért egyenletesen is
folytonos az |a,b]-n, azaz ¢/(G(b) — G(a))-hoz is taldlhaté olyan § > 0, hogy ha |r — Z| < 6,
akkor |f(x) — f(Z)] < ¢/(G(b) — G(a)). Vegyiink egy tetszbleges olyan P beosztést, amelyre
|P| < d. Ekkor

My —mp= max {f(x)}— min {f(x)}<

- k=0,1,...,n—1,
Tp<T<Tp41 Tp<T<Tpi1 G(b) — G(a) "
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igy ehhez a felosztdashoz tartozo also és felsé Riemann—Stieltjes-Gsszegekre

n—1

k=0

n—1
< kZ:O m[(}(wkﬂ) — G(xy)]
< E&.

Mivel € > 0 tetszbleges volt, ez azt jelenti, hogy
inf S(f,G, P) = sup S(£.G, P),
P

de ekkor (3.11) miatt a Riemann—Stieltjes-féle kozelit osszeg is konvergens és
b
| $@)d6() =g 5(1.G.P) = sup S(7.G,P).
a P

2. Ha G monoton csokkend, akkor —G monoton névé, és minden P-re és &-re S(f, G, P,&) =
=S(f,—G, P,§), ezért az 1. pont szerint f € Lg([a,b], —G), igy f € Ls([a,b],G) is teljesiil, és

/f )dG(a /f 2)).

3. Ha G = G1 — G4 alaku, ahol G és G5 monoton fiiggvények, akkor minden P-re és &-re

S(f7G7P1‘£):S(f7G1_G27P7§):S(faGlapvg)_S(faG%P?{):
ezért ha |P| — 0 kapjuk, hogy f € Ls([a,b],G), tovdbbd

/fdG /f ) dG1(z /fd(;2

O

Ahogy az az el6z0 tétel bizonyitasabdl is lathatd, a Riemann—Stietjes-integral tulajdonsigai
hasonlék a Riemann-integral tulajdonsagaihoz. A bizonyitast az olvaséra bizzuk.

3.117. Allitas. Legyen f, f1, f2, G, G, Ga: [a,b] — R, A\, A2 € R.
1. Tegyiik fel, hogy az f1, fa € Ls([a,b],G). Ekkor \if1 + Aaf2 € Ls(]a,b],G), és

b b b
/ O f1(2) 4 Ao fo(2) dG(x) = Ay / Fu(@) dG () + Ao / Fola) dG(2).

2. Legyen G = A\ G1+\aGla, és tegyiik fel, hogy f € Ls([a,b],G1) és f € Ls([a,b],Ga). Ekkor
f € Ls(la,b],G), tovibbd

b b b
/ f(2)dG(z) = Ay / F(2)dGi (2) + g / f(z) dGa()

3. Legyen a < ¢ < b, és tegyik fel, hogy f € Ls([a,c],G) N Ls([e,b],G). Ekkor f €

Ls([a,b], @), és
/ab /f ) dG(x /f ) dG(x
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4. Tegyiik fel, hogy G monoton figgvény az [a,b]-n, |f(x)| < M az[a,b]-n, és f € Ls(]a,b],G).
Ekkor

b
/ f(2)dG(x)| < M|G() - Gla)].

3.118. Definicié. Azt mondjuk, hogy a G : [a,b] — R fiiggvény szakaszonként folytonosan
differencidlhato, ha véges sok szakaddsi pontja van [a,b]-n, és barmely z( szakaddsi pontjaban
léteznek a

G(zo+) = lim G(x), G(ro—) = lim G(x)

r—x0+ T—To—

egyoldali fiiggvényhatarértékek és az
G'(zo+) = lim Gla) - G(m0+), G'(zg—) = lim Glz) = G(z0=)

x—zo+ xr — X T—=T0— T — o

egyoldali derivaltak, tovabba barmely két szakaddsi pontja kozotti nyilt intervallumon folytono-
san differencidlhaté. (Ha xg az intervallum végpontja, akkor természetesen csak az egyik oldali
hatarérték létezik.)

A kovetkezo allitas szerint bizonyos specidlis fliggvénytipusok korlatos vatozasu fliggvények.

3.119. Allitas. A kovetkezd figgvények korldtos vdltozisiak [a,b)-n:
1. G: [a,b] — R olyan, hogy G folytonosan differencidlhatd [a,b]-n.
2. G lépcsds figguény [a, b]-n.
3. G szakaszonként folytonosan differencidlhatd [a, b]-n.

Bizonyitas:
1. A 3.112. Tételt alkalmazva (a Lebesgue-integral ebben az esetben a Riemann-integrallal
megegyezik) kapjuk, hogy

T
G(x) = G(a) + / G'(t) dt.
a
Ekkor G = G1 — GQ, ahol

Gi(z) = Ga) + / TGl s Galw) = / G dt

monoton nemcsokkend fiiggvények [a, b]-n, hiszen G| (z) = [G'(z)]t > 06s G, (z) = [G'(z)]” > 0.
2. Legyen a = tyg < t; < -+ < t;,, = b olyan, hogy G(z) konstans az = € (t;,ti11)
intervallumokon. Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket. Legyen

ai:G(ti)—G(ti—), 1=1,2,...,m és ﬁZ:G(tl-i-)—G(tl), 1=0,1,...,m—1

a G fliggvény bal és jobb oldali ugrédsai a t; pontokban (az intervallum végpontjaiban persze csak
az egyik oldalrdl). Az egyszer(ibb jel6lés kedvéért vezessiik be az ap = 0 konstanst is. Ekkor a
G fliggvény képletét felirhatjuk az ugrdsok segitségével a kévetkez6 modon:

1—1
G(t0)+2(0¢j+5j)+0éi, x=t;, 1=0,...,m,
G(x) = jjo
G(to) + > (aj + 5)), i<z <t i=0,...,m—L

J=0
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Definidljuk a G és G4 fliggvényeket az ugrasok pozitiv ill. negativ részei segitségével:
i—1
G(to) + Y _([og]" + [B5]) + [e] T, r=t;, i=0,...,m,
Gi(z) = =0

7

G(to) + Y _([og]" + [B5]7), t<x<tiyr, i=0,....,m—1,
7=0
és

i—1
> (o)™ +185]7) + [ew] ™, r=t, i=0,...,m,

Ga(z) =4 77’
> eyl + 18517, ti<x<tyq, i=0,...,m—1.
7=0

Ekkor nyilvan G és G monoton nemcsokkend fiiggvények, és G = G1 — Ga.

3. Legyen G olyan fiiggvény, amelynek az a = 9 < t; < --- < t,, = b pontban van
(pontosabban szdlva lehet) szakadasi pontja, és a G(t;+) ill G(t;—) egyoldali hatértékek léteznek
(az intervallum végpontjaiban csak egyik oldalrdl). Vezessiik be az

u; = G(ti+) — G(t;i—), 1=1,....m—1

ugrasokat, és legyen

( G(to—l—) ' T = to,
Zuj’ r=t, i=1,...,m,
7j=1
m—1
F(-ZU): Zu37 x:tn,”
7=1
—Zuj, hi<a<tin, i=01,...m—1,

és H(r) = G(z) — F(x). Ekkor F folytonos, és H lépcsés fliggvény, mivel z € (t;,ti41)-re
H(z) = 375_ uj. Mivel ' a t; pontok kivételével folytonosan differencidlhaté is (azaz F’ m.m.
létezik és folytonos), ezért a 3.112. Tételt alkalmazva kapjuk, hogy

F(z) = F(a) + /x F'(t) dt.

fgy az 1. ponthoz hasonlé médon belathatd, hogy F korlatos valtozasi. A H fiiggvényrdl a 2.
pont értelmében tudjuk, hogy korlatos valtozasi, de ekkor az Gsszegiik is az. O

A kovetkezd eredmények arra vonatkoznak, hogyan tudjuk az el6z6 allitasban vizsgélt tipusu
G fliggvényekre kiszamitani a Riemann—Stieltjes-integralt.

3.120. Tétel. Legyen f: [a,b] — R folytonos, és legyen

1. G: [a,b] — R korldtos vdltozdsi, folytonos [a,b]-n és differencidlhato (a,b)-n. Ekkor

/fdG /fG’
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2. G: [a,b] — R lépesds fiigguény az a =tg < t1 < -+ < ty, = b szakaddsi pontokkal. Ekkor
b m
| @)@ = Y- 1[G+ - Gt
@ i=0

ahol legyen G(to—) = G(tg) és G(tm+) = G(tm)-

3. legyen G : [a,b] — R szakaszonként folytonosan differencidlhatd, az a = to < t1 < -+ <
tm = b szakaddsi pontokkal, a G figguény (t;,t;y1) intervallumokra vett megszoritdsat
jelolje G, és legyen G(tg—) = G(tg) és G(tm+) = G(ty,). Ekkor

/ f(x) dG(x Z / @G @) de+ S £t (Gt — Gt
1=0

Bizonyitas:

1. A 3.116. Tételbél kovetkezik, hogy f € Lg([a,b],G). Vegyiink egy tetszbleges P = {a =
xg < x1 < -+ < x = b} beosztdsdt [a,b]-nek. Ekkor a Lagrange-féle kozépérték tétel miatt
léteznek olyan & € (xg, vk11) szdmok, hogy

G(zri1) — Glar) = G (&) (Thi1 — ), k=0,1,...,n—1

Legyen & = (&o,...,&n—1), 6s tekintsiikk az ezekhez a kozbiilsé pontokhoz tartozé Riemann—
Stieltjes-féle kozelitd Osszeget. Ez a specidlisan véalasztott Riemann—Stieltjes-féle kozelito osszeg
is tart az f;f(:v) dG(z) integrélhoz, ha |P| — 0. Mésrészt erre az Osszegre

n—1 n—1
S(f,G,P,&) = f(&) [Glari) — Glan)] = D FEG (&) (@rir — zp),
k=0 k=0

azaz megegyezik az f(x)G'(x) folytonos fliggvény egy Riemann-féle integral kozelits osszegével,
ami konvergens ha |P| — 0 és a hatérértéke fab f(x)G'(z) dz.
2. Az integral tartomanyra vonatkozé additivitasat alkalmazva

/f ) dG(z /:H ) dG(x).

Tekintsiik a [t;,t;41] intervallumot, és definidljuk a

Hyw) = { {0 =G, o=t Hy() = Gltit), i< < tigs,
és a
Hy(z) = { 6’:( i+1) — G(tip1—), iz 7Z+<17ti+1
fiiggvényeket. Ekkor G(z) = Hi(x) + Ha(x) + Hz(x), ezért

/t;i+1 f(z)dG(z) = /:M f(x)dHy () + /}:M () dH3(x),

hiszen Hs konstans, igy a rd vonatkozé Riemann—Stieltjes-integral nulla. Legyen t; = 2 < --- <
Ty = ti41 egy beosztésa [t;,t;y1]-nek, & = (&o...,&—1) egy tetszbleges kozbiilsé pontrendszer.
Ekkor a Hji-re vonatkozé Riemann—Stieltjes-féle kozelitd osszeg

n—1

> F(&)[Hi(zhg1) — Hizy)] = f(&o)[Hi(er) — Hi(xo)].

k=0
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Ha |P| — 0, akkor kapjuk, hogy

| r@ @) = S ) = Hi)] = F)(G() - )

Hasonléan megmutathato, hogy

| @i @) = £t (Glin) - Gl )

Ezért

[rwicw = 3 [ swdew

3

3 ~
Pl
L O

(Ft)(Glti+) = Gl + [ (tis1) (Gltisa) = Gltia-)])

s 1

I
o

ft)[G(tit) — Gti—)].
3. Az integrél tartomanyra vonatkozé additivitasat és az 1. és 2. tulajdonsdgokat hasznalva

/ ' fla) dG(a)

-1

3

[ 7 faydcta)
(

tit1 m
_ /t F@)Gia)de+ 3 )G (tA4) — G(ti-)).
i =0

i

i~

—_

3

I
i{\g

/ U @G () dr + F(1)[G i) — G(t)] + F(t1)[Gltis) - G(ti+1—)])

ti

3
L

[e=]

3.121. Példa. Legyen

4, T = -2,

z? —1, —2<r< -1,
G(;U): 1, .ZU:—l,

3x — 2, —-1l<x<1,

3 — 4z, 1<z <2

Szamitsuk ki az fo(xQ + 5z) dG(x) integralt!
A G fluggvény szakaddsi pontjai x = —2,—1 és 1, igy az el6z6 tétel szerint

/2 (2% + 5x) dG(x) = /1(332 + 5z) (2 — 1) dx + /1 (2% + 5x)(3z — 2)' dx

9 -2 -1
2
+/1 (22 + 52) (3 — 4x) dz + ((—2)2 +5- (_2)) (((_2)2 1) - 4)
(D245 (D) (B (-1 =2) = (-1)* - 1))
+(12+5-1)((13—4.1)—(3-1—2))
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-1 1 2
= / (2% 4 5x)2x dx + / (z% 4 5x)3 dx + / (z% 4 5x)(32% — 4) da
-2 ~1 1

+6 420 — 24
95 2131

= 424 46+4+20—24
6+ + 60 +6+

1107

20

3.122. Példa. Legyen f,G: [0,1] — R,

0, T
1 T

[l m

[19, 1),

Vegyiik a [0, 1] egy tetszbleges 0 = g < -+ < x,, = 1 beosztésit és egy & = (£o,...,&n—1)
kozbiilsé pontrendszert. Ekkor f és G definiciéja alapjan

n—1

S(f,G,P,&) = > f(&) [Glarir) — Gla)] = f(n)-

k=0

De ekkor ha & olyan, hogy &,-1 # 1, akkor S(f,G,P,§) = 0, ha pedig &,-1 = 1, akkor
S(f,G,P,¢) = 1. Ezért a fol f(z)dG(x) a kozelité Osszegnek nem létezik a hatarértéke, azaz a
Riemann—Stieltjes-integral nem definialhaté. O

A korlatos valtozasu fiiggvények egy jellemzését adja a kovetkezd tétel, amelyet bizonyitas
nélkiil tekintiink.

3.123. Tétel. A G: [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor korldtos vdltozdsi, ha létezik olyan
M szam, hogy az |a,b] intervallum bdrmely P = {a = xo < --- < x, = b} beosztdsdra

n—1
S [Glari1) — Glan)| < M.
k=0

3.124. Definicié. Ha G korldtos véltozésu [a, b]-n, akkor a

n—1
WM@@ZMMmaw
k=0

szamot (ahol a supremumot az [a, b] Osszes beosztdsdra vessziik) a G fiiggvény [a, b] intervallumra
vonatkozo teljes vdltozdsdnak hivjuk.

A definiciébdl konnyen adédnak a teljes véaltozas alabbi tulajdonsagai:

3.125. Allitds. Legyen G,Gq, G korldtos vdltozdsi figguények [a,b]-n. Ekkor
1. G konstans [a,b]-n, akkor és csak akkor, ha V2(G) = 0;
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2. ha G monoton [a,b]-n, akkor V2(G) = |G(b) — G(a)|;
3. haa <c<b, akkor V)(G) = VE(G) + V2(G);

4. VAGy + Ga) < VE(G1) + VE(Ga);

5. minden ¢ € R-re V2 (cG) = |c|VX(G).

A teljes valtozas fogalma segitségével édltalanosithatjuk a 3.117. Allités 4. pontjat, amely a
Riemann—Stieltjes-integral becslésére vonatkozik. A bizonyitast az olvaséra hagyjuk.

3.126. Allitas. Tegyiik fel, hogy G korldtos vdltozdsi figguény az [a,b]-n, |f(x)| < M az |a,bl-
n, és f € Ls([a,b],G). Ekkor

z)dG(z)| < MVY(@).

3.11. A Lebesgue- és a Riemann—Stieltjes-integral kapcsolata és egy valdszi-
niségszamitasi alkalmazas

Legyen (2, M, P) egy valdszinliségi mez0, azaz egy olyan specidlis mértéktér ahol
P(Q2) =1, tovabba P(A) >0, Ae M.

Ebbdl vilagos, hogy
P)=0 é 0<PA<1 AeM.

A £ Q — R fuggvényt valdszindségi vdltozonak nevezziik, ha £ mérhets. A & valdszintiségi
valtozd vdrhato értéke alatt az
M9 = [ear
Q

mennyiséget értjiik, feltéve, hogy M(§) véges. Legyen & korldtos fliggvény, azaz van olyan
k,K € R, hogy k < £(w) < K, w € Q. Ekkor

k=kP(Q) < M(€) < KP(Q) = K,

azaz {-nek létezik a vérhato értéke. (Ha specidlisan {(w) = ¢, w € Q, akkor M (§) = c.)
Vizsgéljuk tovdbb azt az esetet, amikor & korldtos és igy k < {(w) < K, w € Q. Legyen
k=xg<x1 < <xp_1 <z, =K és legyen

={we: x;1 <E(w) <a;}, i=1,...,n.
Ekkor .

Q= JAi tovébbd A;NA; =0, i+#]j.

=1
fey
/gdp Z/gdp
1= lA

és ezért

Zl'i—lP(Ai) <M < Z%‘P A
i—1 i=1
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3.127. Definicié. A £: Q) — R valdszintiségi véltozd eloszldsfiigguényének az
F(z) = P{w € Q: £w) <z}), z€R,

fliggvényt nevezziik.

Az F fiiggvény monoton nem csokkené és

P(AZ):F(JIZ)—F(xlfl), izl,...,n,

ugyanis
P(AZ) = P({w ez, 1 < §(w) < xz})
P({w € Q: £(w) < z:)\{w € 2 €W) <z 1}) = Flas) — Flai1).
Tehat . .
D mia[F(a) — )] < M(E) <> milF(x:) — Flaia)).
i=1 i=1
Ha most a [k, K| intervallum (zg,...,z,) beosztdsdt minden hatdron tul finomitjuk, akkor
. K
> wia[F(x;) = F(zio)] — / xdF ()
i=1 ’
és

n K
S il F (o) — Flai 1) — / 2 dP(z).
=1 A

Maésrészt F(x) =0 ha o <k és F(x) =1 ha z > K. Tehat

K 00
klim xdF(z) = / xdF(x)
ey J

és igy a varhaté érték kiszamitasara két kiszamitasi modot is kapunk:

o0

M(&)z/gdP: /:ch(x).
Q

— 00

Fz az Osszefiiggés kapcsolatot teremt a valdsziniliségi mérték szerinti integral és az eloszlasfiigg-
vény szerinti Riemann—Stieltjes-integral kozott.

3.128. Megjegyzés.
(a) A & valésziniiségi valtozot diszkrét valdszindiségi vdltozonak nevezziik, ha értékkészlete véges
vagy megszamlalhatd, azaz

Im(§) = {c1,¢2,. -y Cmy...}, ahol ¢ <ecp < oo <y < ---.

Ekkor
PweQ: ew)=ch) =p,  0<p <1,
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és igy
oo
M(§) = Zpici-
i=1
(b) A & valésziniiségi valtozot folytonos valdsziniiségi valtozénak nevezziik, ha az eloszlésfiigg-
x
vénye F(z) = [ f(t)dt (z € R) alakd, ahol f vagy Riemann- vagy Lebesgue-integralhaté. Az
—o0

f figgvényt a valdszintliségi valtozd striségfigguvényének hivjuk. Ekkor

ME) = 7:vf(x) o (= [~ aar@),

—0o0

ahol az improprius integral definiciéja:

e K
/ zf(z)dr = Jim zf(x)dz.
e K—too 7,

3.129. Példa. A ¢ valdsziniiségi valtozot egyenletes eloszldsinak nevezziik a [k, K| interval-
lumon, ha eloszlasfiiggvénye:

1, x> K,
F(x)z{ =k k<z<K,
0, x <k.

i k<z<K
=F' = K—k> )
f) = F(z) { 0, r<k vagy > K

lesz, a varhaté értéke pedig

0 K

x 1 K?—k* K+k

M) = /J:f(x)dx:/K_kda::K_k 5 =—
—0 k



