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1. A Laplace-transzformalt

1.1. Valés valtozos komplex értékii fiiggvények, komplex improprius integ-
ralok

Jelolje R a valés szamok és C a komplex szamok halmazat.

Legyen (z,) egy komplex szdmokbdl allé sorozat. Azt mondjuk, hogy a (z,) komplex soro-
zat konvergens, és hatérértéke z € C, ha barmely e pozitiv szdmhoz létezik olyan N = N(¢)
kiiszObszdm, hogy |z, — z| < e, han > N. A jelolés z = lim, o 25. Ugy is fogalmazhatunk,
hogy a (z,) sorozat hatarértéke z, ha a |z, — z| valés szamokbdl allé sorozat 0-hoz tart, ha
n — oo.

Lathato, hogy a komplex sorozatok hatarétrékének definicidja szd szerint megegyezik a valds
esetben hasznélt definicidval, csak valds abszolut érték helyett komplex abszolut érték szerepel
a definiciéban. A komplex abszolut érték algebrai tulajdonsigai megegyeznek a valds abszolit
érték tulajdonsdgaival, ezért a valds esetre ismert hatérértékre vonatkozo allitdsok (pl. Osszeg
sorozat hatérértéke a hatérértékek Gsszege, stb.) és bizonyitasaik szé szerint dtvihet6k a komplex
esetre, igy ezeket itt nem részletezziik. Megjegyezziik, hogy csak a monotonitast hasznald tulaj-
donsdgoknak (mint példdul a valés sorozatokra vonatkozoé rendér elv) nincs komplex megfelelje,
hiszen komplex szdmokra nem definidlhaté a < rendezési reldcio.

A kovetkezé eredmény is visszavezeti a komplex sorozatok hatarértékének szamitasat valds
sorozatok hatarértékének szamitasara. Jelolje szokéas szerint ¢ a komplex képzetes egységet, azaz
it =—1.

1.1. Tétel. Legyen (z,) egy komplex sorozat, x, ill. y, a valds ill. képzetes része z,-nek, azaz
Zn = Ty + tYn, €s hasonloan z = x + 1y. FEkkor
lim z, =z
n—oo
akkor és csak akkor, ha
lim z, =« és lim y, =vy.

n—oo n—oo

Bizonyitas: Tegyiik fel el6szor, hogy lim,, o 2, = 2z hatdrérték létezik. Ekkor az

|zy — x| < \/(fﬂn _33)2 + (Yn —y)2 = |z — 2|

egyenlotlenségbol kovetkezik, hogy lim,, .o, z, = z. Ugyanigy mutathaté meg a lim,, .oy, = ¥y
relacio is.

Forditva, ha feltessziik, hogy a lim, ..oz, = x és lim,_ .. ¥y, = y hatarértékek léteznek,
akkor a hatarérték tulajdonsagai szerint

12n — 2| = V(@0 —2)2 + (yn — )2 — 0,  han — oo,

azaz a (z,) sorozat konvergdl z-hez. O

Legyen g : [a,b] — C adott komplex értékii fiiggvény. Jelolje u = Reg, ill. v = Img a g
fliggvény valds, ill. képzetes részét, azaz

g(t) = u(t) +iv(t).

A komplex értéki ¢ figgvény hatarértékét ugyanigy definialjuk, mint a valés esetben: a g

fliggvény hatérértéke a ty pontban az L komplex szdm, ha barmely e pozitiv szimhoz létezik

olyan § = d(e) > 0, hogy |g(t) — L| < e, ha 0 < |t — to] < §. Ugyanigy, mint a valds esetben,

sorozatokkal is megfogalmazhatjuk a definiciét: lim; .+, g(t) = L, ha minden olyan (¢,) valds

sorozatra, amelyre t,, # top minden n — re és lim,_, t,, = to, teljesiil, hogy lim, . g(t,) = L.
A sorozatokra vonatkozé esethez hasonldéan kapjuk a kovetkezd eredményt.
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1.2. Tétel. Legyen g(t) = u(t) +iv(t), L = p+iq. Ekkor a
lim g(t) = L

t—to

hatdarérték akkor és csak akkor létezik, ha a

tlint1 u(t)=p és lim v(t) = ¢
—10

t—to

hatdarértekek léteznek.

Komplex értékil fliggvény derivaltjat is a valés esetnek megfeleléen definidljuk: Azt mondjuk,
hogy g differencidlhato a tg pontban, ha a

i g(to +h) — g(to)
h—0 h

hatarérték létezik, és ekkor a hatarértéket a g fliggvény tg pontbeli differencidlhanyadosanak
hivjuk, és ¢'(to)-1al jeloljiik.
Az 1.2. Tételbdl kovetkezik rogton az aldbbi allités.

1.3. Tétel. A g(t) = u(t) +iv(t) komplex értéki figgvény akkor és csak akkor differencidlhato
a t pontban, ha az u és v fligguények differencidlhatdk t-ben, és ekkor

g'(t) = u'(t) +iv'(2).

A g figgvény korldtos [a,b]-n, ha a
l9(8)] = v/ (u(t))? + (u(t))?

valds fiiggvény korlétos [a, b]-n. Nyilvan g akkor és csak akkor korlatos, ha az u és v fiiggvények
korlatosak.

Legyen P = {a = tg < t; < --- < t, = b} az [a,b] intervallum egy beosztdsa, jelolje
|P| = max{tg11 —tx: kK =0,1,...,n — 1} a beosztds finomsagdt, legyen £ = (£o,...,&n—1) €gy
kézbiilsé pontok rendszere, azaz & € [tk tky1]- A g: [a,b] — C fliggvény Riemann-féle kozelitd
0sszegén az

n—1
S(g,P,8) =) 9(&k) (ther — tn)

k=0
komplex szamot értjiik. A g komplex értékii fiiggvényt az [a,b] intervallumon Riemann-integ-
ralhatonak neveziink, ha létezik olyan I komplex szdm, hogy barmely € pozitiv szdmhoz 1étezik
olyan 6 = d(e) > 0, hogy |S(g, P,&) — I| < € minden olyan P beosztdsra, amelyre |P| < § és
minden a beosztashoz tartozd £ kozbiilsé pontrendszerre.

Nyilvanvaléan kapjuk, hogy

n—1
S(g,P,&) = 9(&k) (te1 — tr)

k=0
n—1

= > (&) + iv(&) (tegr — i)
k=0
n—1 n—1

= Z ’u,(fk)(tk_l,_l - tk) +1 Z U(&k)(tk+1 - tk)
k=0 k=0

= S(u,P,¢) +1iS(v, P,£),

amibol konnyen ellenorizheté az alabbi eredmény.
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1.4. Tétel. A g(t) = u(t) + iv(t) komplex értéki figgvény akkor és csak akkor Riemann-
integrdalhatd az [a,b] intervallumon, ha az u és v figguények Riemann-integrdlhatdk [a,b]-n, és

ekkor /ab g(t)dt = /abu(t) dt +1 /abv(t) dt.

Ha g Riemann-integrélhaté [a,b]-n, akkor g korldtos is, mivel az u és v valds fliggvények
integrélhatésagabol (valds fliggvényekre ismert eredmény szerint) kovetkezik azok korldtossaga.

Azt mondjuk, hogy g abszolit Riemann-integrdalhatd [a,b]-n, ha a |g| valds fiiggvény Riemann-
integralhaté [a, b]-n

1.5. Tétel. Ha a g : [a,b] — C figgvény Riemann-integralhatd [a,b]-n, akkor g abszolit
Riemann-integrdalhato [a,b]-n, tovdbbd
b
t)dt'g/ lg(8)] dt.

Bizonyitas: A feltétel szerint g Riemann-integralhatd, igy uw = Reg és v = Im g is az. Valds
fiiggvényekre ismert eredmény szerint ebb6l kovetkezik, hogy a |g] = Vu? + v? fiiggvény is
Riemann-integralhaté, azaz g abszolit Riemann-integralhaté. Ha az egyenlotlenség bal oldala
0, akkor készen vagyunk, hiszen a jobb oldalon all6 Riemann-integrilban az integrandus nem-
negativ, igy a Riemann-integrdl sem lehet negativ. Amennyiben a bal oldal pozitiv, jel6lje

b
z:/g(t)dte(C, c——E(C

2]

/abg(t) dt| = |z] = zc = / t)edt = / Re(g(t)c)dt +z/ab1m(g(t)c) dt,

és mivel a kiindulési érték egy valds szdm, ezért

Ekkor

/b Im(g(t)c)dt = 0.

Ez azt jelenti, hogy

/a " o) dt' _ /  Re(g(t)e) dt =

g/ t)c| dt = /rg Jlle| dt = /rg )| dt.

Re dt‘ / | Re(g(t)c)| dt

1.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy a g : [a,b] — C fiiggvény szakaszonként folytonos [a,b]-n,
ha legfeljebb véges szdmu szakaddsi helye van [a,b]-n, és minden szakaddsi helyén a jobb és bal
oldali hatarértékei léteznek és végesek.

Valos fliggvényekre ismert tulajdonsiagbdl kovetkezik rogton:

1.7. Tétel. Ha a g : [a,b] — C fiigguény szakaszonként folytonos, akkor Riemann-integralhato
(és 1gy abszolit Riemann-integrdlhatd is) |a,b]-n
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1.8. Megjegyzés. Vilagos, hogy egy komplex értékii fliggvény akkor és csak akkor szakaszonként
folytonos [a,b]-n, ha a valds része és képzetes része &ltal definidlt fiiggvények szakaszonként
folytonosak [a,b]-n

Legyen I = (¢,d] (—00 < ¢ < d < o0) vagy I = [¢,d) (—o00 < ¢ < d < o0) vagy I =
(—00,00), és legyen h : I — C. Ha a h fiiggvény az értelmezési tartoménydnak barmely korlatos
zart részintervalluman Riemann-integralhatd, akkor azt mondjuk, hogy h lokdlisan Riemann-
integrdalhato I-n.

Legyen h : (¢,d] — C, —c0 < ¢ < d < oo (vagy h: [¢c,d) — C, —00 < ¢ < d < 00). Azt mond-
juk, hogy a h fiiggvénynek létezik az improprius integrdlja a (c,d] (illetve [c,d)) intervallumon,
ha a kovetkezo hatarértékek léteznek és végesek:

b

/h t)dt & lim, h()d </th()dtd£f lim h(t)dt).

_ _
a—c+ [, —d c

Azt mondjuk, hogy a h fiiggvény abszolit improprius integrdlhaté a (c, d] (illetve [c, d)) interval-
lumon, ha

/cd h(6)]dt = lim. /ad Ih(t)| dt < oo </d h(@)]dr = lim /cb (1) dt < oo> .

1.9. Tétel. Ha a h: (¢,d] — C, —co <c < d < o0 (vagy h: [c,d) - C, —oo < c<d < )
figgvény lokdlisan Riemann-integrdlhaté és abszolit improprius integralhatd (c,d] —n (illetve
[e,d) —n), akkor az improprius integrdlja szintén létezik ugyanezen az intervallumon, és

/th(t) dt‘ < /cd (1)) dt < oc.

Bizonyitds: Az improprius integral 1étezése kovetkezik a Cauchy-féle konvergencia kritérium-
bél, az 1.5. Tételbdl, valamint az abszolit improprius integral 1étezésébdl. A fenti egyenlGtlenség
pedig hatdratmenettel kaphaté az 1.5. Tételbdl. A részletek kidolgozédsat az olvaséra bizzuk. O

A Laplace-transzformécié bevezetéséhez és annak tanulményozasahoz sziikséglink lesz a
kovetkez6 két fogalomra:

1.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: [0,00) — C fiiggvény szakaszonként folytonos
[0,00)-n, ha barmely [0, A] véges intervallumon szakaszonként folytonos.

1.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: [0,00) — C fiiggvény exponencidlisan korldtos a
[0, 00) intervallumon, ha van olyan M > 0 és a € R, hogy

|f(t)] < Me™, t>0.

1.12. Megjegyzés. Ha h: (c,d) — C, (—oo < ¢ < d < ) a (¢, d) intervallumon szakaszonként
folytonos fiiggvény, akkor a h fiiggvény (¢, d)-n vett improprius integralja alatt a

/cdh( t)dt /Cbh(t)dt+/bdh(t)dt

Osszefluggéssel definidlt értéket értjik, feltéve, hogy az fcb h(t)dt és fb t) dt improprius in-
tegralok léteznek valamely rogzitett b € (¢, d)-re. Vilagos, hogy a h i 1mpr0pr1us integralhatdsaga
és improprius integraljanak értéke nem fligg a b € (¢, d) érték valasztdsatol.

A miiszaki alkalmazdsokban fontos a kovetkezd tétel:
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1.13. Tétel. Ha az f: [0,00) — C fiiggvény szakaszonként folytonos és exponencidlisan korldtos
[0,00)-en, akkor létezik olyan sg € R, hogy a [0,00) — C, t — e S'f(t) fiiggvény abszohit
improprius integralhatd [0,00)-en minden olyan régzitett komplex s € C esetén, amelyre Re s >
S0, Gzaz

/m|_3tf !dt<oo Re s > sp.
0

Bizonyitas: Legyen s € C rogzitett komplex szam. Ekkor

[fOl = e B f 0], t=0,

‘ —stf |_€ (Res)t ‘ —i(Im s)t

mivel
—i(Im s)t

‘e = |cos(Im s)t — isin(Im s)t| = 1.
A feltételeink szerint f exponencidlisan korlatos [0, 0c0)-en, ami azt jelenti, hogy
[F(O)] < Me>', >0
bizonyos M > 0 és so € R allanddkkal. Igy
‘e—stf(t)‘ < Melso—Res)t > 0.

Legyen A > 0 tetszOlegesen rogzitett valds szam. Ekkor az

A
/ e (1) dt
0

integral 1étezik, mivel az integrandus szakaszonként folytonos. Ha Re s > s( akkor

A A M
/ le st f(t)] dt < / Meo—Res)t gy — pf (e(SO‘R“'S)A - 1) — o — < 00,
0 0

so — Res Res — sg
A — 400 esetén. Ez azt jelenti, hogy az
o9 A
/ e~ f(t)|dt = Tim / et £(1)] dt
0 A—+o0 Jg
hatarérték létezik és véges minden olyan s € C esetén, amelyre Re s > sy. O

1.2. A Laplace-transzformalt és fontosabb tulajdonsagai

1.14. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: [0,00) — C fliggvény Laplace-transzformdltja létezik

az s € C helyen, ha az
[e.e]
/ e St (t) dt
0
integral 1étezik. Azt az F' € C — C fiiggényt pedig, amelyet az

F(s) = /OOO e St (t) dt (1.1)

Osszefliggés definidlt olyan s € C-re, amelyre az integral 1étezik, az f fiiggvény Laplace-transz-
formdltjdnak nevezziik. Az f fliggvényt szokés az L{f} Laplace-transzformalt generdtorfiggué-
nyének hivni.
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Az f fiiggvény Laplace-transzformaltjat a szakirodalomban az

L{f}(s), LIf1(s), LLF@}(s), LIUFDI(s), L{F()}(s), LIF()N(s)

vagy az altalunk mar hasznalt F(s) szimbdélumokkal jelolik.

Legyen A azoknak a [0,00)-n értelmezett valds vagy komplex értékii fiiggvényeknek a hal-
maza, amelyek szakaszonként folytonosak és exponencidlisan korldtosak [0, co)-en, tovabba foly-
tonosak 0-ban. Az 1.13. Tételbdl kovetkezik, hogy minden A fliggvényosztalyhoz tartozé flige-
vénynek létezik a Laplace-transzformaltja.

1.15. Tétel (Egisztencia tétel). Ha f € A, ahol f exponencidlis korldtja |f(t)| < Me®t,
akkor f Laplace-transzformdltja létezik az {s € C: Res > so} komplex félsikon.

A legkisebb olyan sg € R szamot, amelyre az f fliggvény Laplace-transzformaltja létezik
az {s € C: Res > so} komplex félsikon, a Laplace-transzformélt konvergencia abszcisszdjinak
nevezzik.

A Laplace-transzformaciot ugy is felfoghatjuk, mint egy leképezést: barmely f € A flige-
vényhez hozzarendelhetjik az L{f} = F € (C — C) Laplace-transzformélt fliggvényt, amely
értelmezve van minden olyan s € C-re, amelyre Re s elegendden nagy. A kovetkezd tétel mutatja,
hogy ez a leképezés linedris a kovetkezo értelemben:

1.16. Tétel (linearitas). Ha f: [0,00) — C és g: [0,00) — C két olyan figguény, amelynek
létezik a Laplace-transzformdltja az s € C helyen, akkor tetszéleges a,b € C konstansok esetén
az af + bg fligguény Laplace-transzformaltja is létezik az s helyen és

L{af +bg}(s) = al{f}(s) + bL{g}(s).

Bizonyitas: Feltétellink szerint

i) = [Ceta & clae = [ e o
egyarant létezik. fgy

a /Oo e StF(t)dt + b/oo e Stg(t)dt = /Oo e (af(t) + bg(t)) dt,

0 0 0

a kivant Osszefliggés teljestil. O

1.17. Példa. Szamitsuk ki az f(t) =1, (¢t > 0). fiiggvény Laplace-transzformaltjat!
Ekkor f € A, ugyanis |f(t)| < 1%, t > 0, és igy
A 1

L{f}(s) = L{1}(s) = /000 e st 1dt = lim e *tdt = lim 1 (e_SA -1)=-,

A—+o0 Jo A—+oco —8 S

ha Res > 0. O

1.18. Példa. Szdmitsuk ki az f(t) = e*t, (t > 0), z € C fiiggvény Laplace-transzformaltjét!
Ekkor f € A, ugyanis |f(t)| < e®Be2)t >0, és igy

L{f}(s)=L{e*"} (s) /0 e Stet dt :/0 e~ (A gt = L

)
s —Z

ha Res > Rez, azaz Re(s — z) > 0. O
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1.19. Példa. Legyen (8 € R rogzitett, és szamitsuk ki a t — cos 0t és ¢ +— sin (5t fiiggvények
Laplace-transzformaltjat!
Az Euler-formula szerint

Pt = cos Bt + isin Bt és e~ Pt = cos Bt — isin fit,
és ezek segitségével a cos és sin fliggvények

CiBt | o—ift pift _ o—ift
cos Bt = + és sin Ot = —
i

alakba frhatok &t tetszéleges t-re. Igy

1, 1 1 1 1 1 S S
r t — [ 2Pt Z it S Z — —
{cos Bt} (s) {26 Tae () 28—i6+28+zﬂ (s —if) (s +iB) s+ 3%
ha Res > 0.
Hasonl6an megmutathato, hogy
L A{sin gt} = _bB Res > 0.
s2+ 2’

Az alkalmazasokban fontosak a Laplace-transzformalt alabbi tulajdonsagai.

1.20. Tétel (Csillapitasi tétel). Legyen f € A, F = L{f}, z € C. Ekkor a
[0,00) Dt e f(t) €C

fligguény is a A osztdlyba tartozik, és
L{T (1)} (s) = Fs + 2),

minden olyan esetben, amikor Res elég nagy.

Bizonyitas: Mivel f: [0,00) — C eleme a A halmaznak, ezért f és vele egyiitt a [0,00) 3t —
e *Lf(t) fiiggvény is szakaszonként folytonos [0, 00)-en (itt felhasznaltuk, hogy az exponencidlis
fiiggvény folytonos a [0,00)-en). Tovabba feltételiink szerint vannak olyan M > 0, a € R

konstansok, hogy
[f()] < Me*, >0,

és igy
le™# f(1)] < elmRe2)t . ppeat — ppela—Re2)t t=0.

Tehét a [0,00) € t — e ?! f(t) fiiggvény szintén eleme a A fiiggvényosztlynak, és igy

Ll fO)s) = [ et ) ds
0
létezik, ha Res > a — Re z. Masrészt

LT @) = [ e )bt = L7+ 2

0

minden olyan esetben, amikor Res > o — Re z. O
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1.21. Példa. A csillapitési tételt alkalmazva kapjuk az

s —

Ll sin B o) = e Ll e te) = s

(s —a)? + %’

azonossagokat. O

A kovetkezb tétel egy adott fiiggvény és differencidlhdnyadosdnak Laplace-transzformaéltja
kozott mutat meg Osszefliggést.

1.22. Tétel. Legyen f : [0,00) — C olyan figgvény, amely differencidlhatd, és derivdltjdval
egyltt a A figguényosztalyba tartozik. Ekkor

L{f'}(s) = sL{f}(s) = f(0),
minden s € C -re, amely valds része elegendden nagy.

Bizonyitas: Mivel f, f' € A ezért ezeknek a fiiggvényeknek 1étezik a Laplace-transzformadltjuk
minden olyan s € C-re, amelyre Re s elegendfen nagy. Mésrészt f € A -bdl kdvetkezik, hogy

[fO) < M, >0,
valamely M > 0 és a € R allanddkkal, és igy
le*Af(A)] < Me~®es=a4 0 ha A — 400 é Res>a.

Legyen s € C tetszOlegesen rogzitett tigy, hogy Res > a és

/ h e SLF(t) dt

0

létezik. TetszOleges A > 0 esetén a parcidlis integrélds szabdlya szerint

A A
/ et f(t) dt = e A f(A) — f(0) + / se SUf(t) dt,
0 0

amibdl a A — +o0o hatdrdtmenettel kapjuk a

/OO e S (t)dt = —f(0) + s /OO e SUf(t)dt
0

0

Osszefliiggést. Ezzel a tételt bizonyitottuk. O
Az 1.22. Tétel kovetkezményeként konnyen beldthatdk a kovetkezd allitdasok.

1.23. Kovetkezmény. Ha f: [0,00) — C, és f, f', f",...,f™ € A, akkor
L{f"}(s) = s2L{fH(s) — sf(0) = f'(0),  ha Res elég nagy,
lletve tetszoleges pozitiv egész n-re

L{F™Y(s) = s"L{f}(s) — s" 1 f(0) = s"72f'(0) —--- — f™7V(0),  ha Res elég nagy.
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Bizonyitas: Az el6z6 tétel alapjan

L{f'}(s) =sL{f}(s) = f(0).

Masrészt

L{f"}(s) = L{(f)}(s)=sL{f'}(s) = f(0)
= s(sL{f}(s) = £(0)) = £'(0) = s"L{f} (s) — s£(0) — f'(0).

A maésodik allitas teljes indukciéval igazolhatd. O

Eddig mindig arrdl az esetrél beszéltiink, amikor egy idétartomanyban ismert (azon kiviil 0-
nak definialt) fiiggvény Laplace-transzformaltjat kerestiik. Az alkalmazdsokban azonban sokszor
van sziikséglink a forditott feladat megoldasara:

Adott egy FF € C — C komplex fiiggvény, amely minden olyan s € C -re definidlva
van amelyre Res elegendéen nagy. Keresiink egy olyan f: [0,00) — C fiiggvényt, amelyre
L{f}(s) = F(s) teljestil minden olyan s-re, amelyre Re s elegendéen nagy. Ha taldlunk egy ilyen
f fiiggvényt, akkor azt az F fiiggvény inverz Laplace-transzformdltjdnak nevezziik, és £~ F}-
fel jeloljik. Kérdés persze, hogy az inverz Laplace-transzformécié egyértelmiien definidlt-e, azaz
lehet-e az f-t6l kiilonbozé ¢ fliggvényt talalni igy, hogy

L{f}(s) = L{g}(s) = F(s)

teljesiiljon minden olyan s-re, amely valds része elegendéen nagy. Ha példaul f és g definicidja
csak véges sok pontban kiilonbozik, akkor a Riemann-integraljuk azonos lesz, és ezért L{f} =
L{g}, azaz ekkor az inverz miivelet nem egyértelmiien definidlt. A kovetkezd tétel értelmében
(amelyet nem bizonyitunk) ha az L{f} = F egyenletnek adott F-re van folytonos f megoldésa,
akkor az egyértelmii. Ekkor az £L~'{F} jelélésen enneck az egyenletnek a folytonos megoldésat
értjik.

1.24. Tétel (Unicitds tétel). Ha f : [0,00) — C és g : [0,00) — C két olyan folytonos
fiigguény amelyek elemei a A fiigguényosztalynak, és Laplace-transzformdltjaikra teljestl

L{f}(s) = L{g}(s)

minden s € C-re, amelyre Re s elegendden nagy, akkor

A Laplace-transzformalt linearitdsabdl rogton kovetkezik:

1.25. Tétel. Az inverz Laplace-transzformdacid linedris, azaz ha F' = L{f}, G = L{g}, a,b € C,
akkor
L7HaF +bG} = aL™Y{F} +bL7HGY.

Bizonyitas:

L{aL™YF} +bL G} = L{af + by} = al{f} + bL{g} = aF +bG.

1.26. Példa. Szamitsuk ki az
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fliggvény inverz Laplace-transzformaltjat!
Parciélis tortekre bontva kapjuk

19 — 2s 3 5

T 2+s—-6 s—2 s+3

F(s)

ezért az inverz Laplace-transzformalt linearitasat alkalmazva

P = 367 {3—12} (#) — 5L {s i 3} (£) = 362 — 53,

1.27. Példa. Szamitsuk ki az

3s —1
Flg) = —>° —
)= LT3

fliggvény inverz Laplace-transzformaltjat!
A tort nevezéje most nem alakithaté szorzattd, igy teljes négyzetté alakitassal kezdjiik:

35— 1 3s—1 3(s+2)—7 . s+2 7 3

F == = = g —_ —
) = T T3 62759 12249 r2719 3612740

ezért az inverz Laplace-transzformalt linearitdsat, a csillapitasi tételt és a cos és sin fliggvényekre
vonatkozo azonossagokat alkalmazva

-1 Cap-l s+2 T 3 a2t T o
LH{F}(t) =3L {7(8_{_2)24_32}@) 3£ {7(3—1—2)24—32 (t) = 3e “*cos 3t 3¢ sin 3t.

O

A Laplace-tanszformélt fontos alkalmazasat teszi lehetévé a kovetkezd tétel, amelyet itt nem
bizonyitunk.

1.28. Tétel. Legyen z: [0,00) — R olyan figgvény, amely a [0,00)-en n-szer differencidlhatd
(n € N), és eleget tesz az

2™ () 4+ an_12™ V() + . +agx () =g (t), t>0, (1.2)

differencidlegyenletnek, ahol ay, ...,an—1 adott konstansok és a g : [0,00) — R fiiggvény a A
fliggvényosztdaly eleme. Tovabbd x kielégiti az

2(0) = ug, '(0) =uy,..., ™V (0) = up_y (1.3)
kezdeti feltételeket adott ug,...,un,_1 € R értékekkel. Ekkor az x fligguény folytonos és expo-
nencidlisan korldtos a [0,00)-en, és igy eleme A-nak, tovdbbd ', z", ...,z € A is teljesiil.

Az (1.2)-(1.3) alakd, u.n. kezdeti érték feladatok megoldhaték Laplace-transzformélt segit-
ségével. A moddszert a kovetkezd példan mutatjuk be.
1.29. Példa. Tekinstiik az
2" —4dx =0, z(0)=1, 2'(0)=0

kezdeti érték feladatot.
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Vegyiik az egyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat:
L{z"} —4L{x} = 0.

Hasznalva az X (s) = L{z}(s) jelolést valamint a mdsodik derivalt Laplace-transzformaltjara
vonatkozo6 azonossigot, kapjuk

52X (s) — sx(0) — 2/(0) — 4X (s) = 0.

A kezdeti értékeket hasznilva

azaz

Inverz Laplace-transzformaltat szamolva megkapjuk a kezdeti érték feladat megoldédsat

_ -1 _ p-1 S _—1}1 11 _121&1—21&
x(t) =L H{X(s)}t) =L {32—4}_£ {28—2+28+2}—2€ —|-2€ .

1.3. A Laplace-transzformalt tovabbi tulajdonsagai

1.30. Lemma. Ha az f: [0,00) — C fiigguény a A osztdlyba tartozik, akkor tetszdleges pozitiv
k-ra a [0,00) 3t — tF f(t) fiigguény is a A osztdlyba tartozik, és a Laplace-transzformdltja létezik
minden olyan s € C-re, amelyre Re s elegendden nagy.

Bizonyitds: Mivel f a A osztélyba tartozik, ezért f a [0, 00)-en szakaszonként folytonos, és van
olyan o € R, M > 0, hogy
If(t)] < Me™,  t>0.

Misrészt a [0,00) > t — t* fiiggvény folytonos, tovabba
t* < Mye, t>0,

ahol £ > 0 valamely rogzitett valés szam és

My = sup {e‘Ettk} < 0.
>0

(M < o0, ugyanis az exponencialis fiiggvény gyorsabban né mint a hatvényfiiggvény.) fgy
[tFf(t)| < MyeftMe®t, ¢ >0,

azZaz
tEF(1)] < Mae®2t, >0,

ahol My = MM és a9 =« + <.

Miésrészt a [0,00) > t — tF fiiggvény folytonos, és igy a [0,00) > t — tFf(t) fiiggvénynek
csak ott lehet szakadasa, ahol f-nek van. Ez azt jelenti, hogy a [0,00) > t +— ¥ f(t) fiiggvény is
szakaszonként folytonos [0, 00)-n. Ezzel a lemma bizonyitdsa teljes. O
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1.31. Tétel. Ha az f: [0,00) — C figguény a A osztdlyba tartozik, akkor van olyan sg € R,
hogy az
(o @]
F(s) = / e Stf(t) dt, s € (sg,00)
0
fligguény az s valtozdja szerint akdrhdanyszor differencidlhatd (sg,00)-en, €s tetszbleges k pozitiv
egész szamra

F®(5) = (=1)* /OO e Stk f(t) dt, s € (80,00).
0

Bizonyitas: Els6nek megmutatjuk, hogy

F'(s) = — /oo e St f(t) dt,

0

utdna pedig teljes indukciéval haladunk tovabb.
Mivel f € A, gy van olyan M > 0 és a € R, hogy |f(t)] < Me®, (t >0). Legyen sg >
a tetszOlegesen rogzitett. Ekkor az 1.30. Lemma bizonyitdsabdl kovetkezik, hogy L{tf(t)}

és L{f} is létezik minden Res > sp-ra. Rogzitsiink egy ilyen s-t, és tekintsiik a kovetkezd
differenciahdnyadost:

e St f(t) dt,

F(s+h)—F(s)  [ole CHfp)ydt — [P et f(t)dt /00 e~ht 1
0

a h a ht

h # 0-ra. Masrészt

—ht S N _ N )"
e —1+ht( = §7—1+ht = nZ::Z p
o (=ht)"* (n - 2)! 2 4t
= (=h)*| < (|ht)? et >0,
~ (-2 nl
ugyanis
(n—2)! (n—2)!
= >
n! (n=2)!(n—1)n — L n22
fgy
F h —F 00 | e—ht _q
EEERZEO  [Peenpma] < [T e wone

IN

/ B2 £ (1) et .
0

Legyen |h| < so — a. Ekkor Re s > |h| + «, és parciélis integraldssal kiszamithatd, hogy

oo 2
t2 —(Res—|h|—o¢)tdt —
/0 ‘ (Res—[n]—a)? =

és ezért

F(s+h)— F(s)
h

A CL IR IR

IN

|h|M/ t2e”Res=lhl=)t gt 0 ha h — 0.
0
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Tehat az F' fiiggvény differencidlhaté s szerint barmely s € (sg, 00)-re, tovabbéd

Fl'(s) = — /OO e St f(t) dt, s € (sg,00).

0

Legyen
G(s) = —/ e St f(t)dt, s € (s0,00).
0

Mivel ez egy A fiiggvényosztalyba tartozé g¢(t) = tf(t) fiiggvény Laplace-transzformaltja, G
az s valtozdja szerint differencidlhaté és

G'(s) = /00 e SR f(t) dt, s € (80,00).

0
Mésrészt ~
F'(s)=G'(s) = / e S (t) dt, s € (sg,00).
0
Ebbol az el6z6 1épést megismételve, teljes indukciéval kapjuk az allitast. O

Megjegyezziik, hogy az el6bbi tétel bizonyitdsa sz6 szerint megismételhetd arra az esetre is,
amikor F-et valamint a derivéaltjait is komplex fiiggvényként tekintjiik. (Komplex fiiggvények
differencidlasaval majd a ?7. Fejezetben foglalkozunk.) Ezért kapjuk a kovetkezd eredményt:

1.32. Kovetkezmény. Legyen f € A, sg a konvergencia abszcisszdja az F = L{f} Laplace-
transzformdltnak. Ekkor

F® (s) = (=DFL{t" f(t)}(s),  Res > sq.

Az el6z6 eredmény alkalmazdsaként kapjuk a kovetkezo fontos Gsszefliggést:

1.33. Tétel. Tetszbleges k nemnegativ egészre

k!
k _

Bizonyitas: Az (1.4) osszefliggés k = 0 -ra igaz, ugyanis kordbban megmutattuk, hogy
1
L{1}(s) = 3 Res >0,
Legyen F' = L£{1}, és alkalmazzuk az 1.32. Kovetketményt, amelynek értelmében

k
(“1)FL{tF)(s) = FP(s) = % <1> _ (1) 3% Res > 0.

S
amibdl kovetkezik (1.4). O
Bizonyitas nélkil tekintsiik a Laplace-transzformélt néhany egyéb tulajdonsdgat.

1.34. Tétel (Hasonldsagi tétel). Legyen f € A, a # 0. Ekkor

Lifenhs) = (7 (2),

minden s € C-re, amelyre Re s elegendden nagy.



14 Gydri Istvan, Hartung Ferenc: MA1114f és MAG6116a elbaddsjegyzet, 2006/2007

1.35. Tétel. Legyen f € A. Ekkor

e{ [ san )= Lo

minden s € C-re, amelyre Re s elegendden nagy.

1.36. Tétel. Legyen az f : [0,00) — R fiigguény szakaszonként folytonos és p-periodikus. Ekkor

L) = = [ 0

e ps

minden s € C-re, amelyre Res > 0.

1.37. Tétel (Kezdeti- és végérték tétel). Legyen f, f' € A.

(a) Legyen s € R. Ekkor
lim SE{}s) = F0)

(b) Tegyiik fel, hogy L{f}(s) értelmezve van Res > 0-ra. Ekkor

lim s£{/}(s) = Jim (1)

feltéve, hogy a hatdrértékek léteznek.

1.4. Az egységugras fiiggvény és a négyszogjel Laplace-transzformaltja

Az alkalmazasokban fontos szerepet jatszik az igynevezett Heaviside-fiiggvény vagy eqységugrds
fliggvény, amelyet ¢ € [0, 00)-re a

t <c,
t

IAIA

miy={} 0

képlettel definidlunk. Vildgos, hogy a H. fuiggvény szakaszonként folytonos és exponencidlisan
korlatos [0, 00)-en. Igy £L{H.} (s) létezik ha Res > 0 és ¢ > 0, tovabba

L{Hc}(s) = / e_StHc(t)dtz/ e_St-OdH—/ et 1dt
0 0 ¢

. A —st . 1 —sA —sc 1
= lim e dt= lim — (e —e ) = —
A—+o0 c A—+oo0 —S8 —S

(—e_sc) , Res > 0.
Tehat kapjuk a kovetkezd allitast.

1.38. Tétel. Legyen ¢ > 0. Ekkor

e—SC

LA{H.}(s) = ot Res > 0.
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Megjegyezziik, hogy ha H. definicidjaban a t = ¢ pontban mésképp definidljuk a fiiggvény
értékét, pl. dgy, hogy balrdl folytonos legyen, a Laplace-transzformaltjanak az értéke nem
valtozik.

Adott egy f: [0,00) — C fliggvény és ¢ > 0 konstans, akkor definidljuk a

td_ef 0, 0<t<c,
gc()_{f(t—c), t>c

fliggvényt. Ez nem mas, mint az f fliggvény eltoltja jobbra c egységgel, gy, hogy negativ t-re
konstans 0-val terjesztjiik ki az f fliggvény definicidjat. A Heaviside fliggvény segitségével a g,
fliggvény a

9c(t) = He(t) f(t — o), t=0

alakban is felirhatd, feltéve, hogy f értelmezését (tetszbleges mddon) kiterjesztjiik a [—c, 0]
intervallumra is.

1.39. Tétel (Eltolasi tétel). Ha f € A, ¢ > 0, akkor
L{H.(t)f(t —c)}(s) = e *L{f}(s), ha Res elegendben nagy.

Bizonyitas: Az vildgos, hogy g. € A, igy L{g.} 1étezik, és

/000 e g (t)dt = /OO e St f(t —c)dt = /000 e f(y) du = e /000 e " f(u) du,

[

ha Re s elegendden nagy. O

Legyen a,b > 0. Az egységnyi négyszogjel alatt olyan fliggvényt értiink, amely egy adott [a, b]
intervallumon kiviil nulla és az intervallumon az értéke 1. Képletben kifejezve:

Itt jobbrdl folytonos fiiggvényként definidltuk az egységnyi négyszogjel fiiggvényt, de barhogy is
definidljuk a szakaddsi pontokban a fiiggvény értékét, ugyanaz lesz a Laplace-transzformaltja.
Vildgos, hogy f(t) = Ha(t) — Hy(t), igy

C{f} = L{H.} — L{Hy} = Ses0 — Lomsb —

S S S

1.40. Példa. Tekintsiik az
2" — 22" — 3z = f(1), z(0)=1, 2/(0)=0

kezdeti érték feladatot, ahol

A Laplace-transzformalt médszer alkalmazdsiahoz szamitsuk ki elOszor az f fliggvény Laplace-
transzformaltjat. Ehhez elGszor fejezziik ki f-et Heaviside-fiiggvényt hasznalva:

F(t) = (Hu(t) — Hy(1)(t* — 1),
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Az eltolési tétel haszndlatdhoz alakitsuk at a fiiggvény képletét a megfelelé médon:
F(t) = Hi(t) (2 —1)— Ha(t) (12— 1) = Hi(t) ((t— 12420t 1)) — Hu(t) ((t—4)2 F8(t—4)+ 15).
Ekkor a csillapitasi tétel szerint
LIfMs) = L {Hl(t) ((t 122t - 1))} "y {H4(t)<(t )24 8(t—4) + 15)}
= ¢ <833 + 2%2) —e 7t <s2—3 + 88% + 15%) :
fgy az egyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat véve

2 1 2 1 1
2 _ R _ _ — s 2 ) _ —4s [ = il -
s°X(s) —sz(0) —x'(0) — 25X (s) +2x(0) —3X(s) = e <s3 + 2s2> e <s3 + 832 + 158> ,

azaz )
2 2 15 8 2
(s2—25—3)X(s) =5 —24¢° ss_:'; —6_48%,
és igy
5—2 s 2s + 2 45 15s% +8s5+2

X = e-9 T e 06-9 ¢ Fer6-3)

Mar csak inverz Laplace-transzformaltat kell szdmolni! Jelolje 1 (t), z2(t), x3(t) kiilon-kiilon a
tagok inverze Laplace-transzformaltjait.

- s —2 431 11 3 ., 1y
xl(t)zg1{m}(t):,c1{18+1+18_3}(7§):Z +e%.

A masodik taghoz el6szor tekintsiik:

25 + 2 2 1 21 21 21 2 1, 2 2
-1 -1 3t 2

c =L e () Ty o et e iy
{83(8+1)(S—3)}() {278—3 383 982 273}() 276 3 9 27

Az eltolasi tétel szerint

2 2

To(t) = Hi(t) (23763“—1) - %(t —1)2 - SE=1 - —> .

Hasonléan,

1 1582 +8s5+2 @) = £ 9 1 161 1 21 201 1011 (0
s3(s+1)(s — 3) B 45+1 108s—3 3s3 9s2 27 s
161 1 2 101

ot 10y 1p 20, 10

9
2¢ T I 3 9 a7

ezért az eltolasi tétel szerint

9 161 1
_ o4y | 2O 8@-4) _ Lo o2 A4y Y
x3(t) = Hy(t) <4e + 1086 3(t 4) (t—4) ) .

A feladat megoldésa ezutén x(t) = z1(t) + x2(t) + z3(t). O
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1.5. A Dirac-delta fliiggvény és Laplace-transzformaltja

Szamos alkalmazasban fellépnek impulziv jelenségek, példdaul pillanatnyi eré6hatas egy mechani-
kai modellben, vagy pillanatnyi fesziiltségvaltozas egy elektromos aramkorben. Ilyen impulziv
hatas modellezésére gyakran hasznaljak az u.n. Dirac-delta fligguényt vagy mas néven a Dirac-
impulzus fligguényt, amelynek szokasos jele 0(t).

Tegyiik fel példdul, hogy egy mechanikai modellben egy kis ideig konstans er6 hat, amelynek
az impulzusa, azaz az integrédlja az adott idéintervallumon egységnyi nagysagi. Tegyiik fel, hogy
ez az id6intervallum az origéra nézve szimmetrikus, legyen ez [—h, h| (h > 0), azaz az er6 képlete

L —h<t<h
— 2h7 - f— )
() = { 0, > h

/_Z o (t) dt = /_Z 5 (t) dt =

Ahogy h csokken, az egységnyi impulzussal rendelkezé er6hatés egyre inkabb a 0 kis kornyezetére
korlatozddik, de egyre nagyobb lesz. Nyilvan teljesiil, hogy

és igy a teljes impulzusa

o
lim (5 dt = lim on(
h—0+ J_ h h—>0+/ h

Természetes az idealizalt impulziv er6hatdst §; hatarértékeként definidlni, hogy ha h — 0+,
azaz legyen 0 a dp, fliggvény pontonkénti hatarértéke, ha h — 0+. Ekkor

0, t=0,
Maésrészt elvarjuk azt is, hogy a Dirac-delta fiiggvénynek is egységnyi impulzusa legyen az egész

szdmegyenesen, azaz az
o
/ 5(t)dt = 1 (1.6)
-0

azonossag teljesiiljon. Természetesen valds fliggvény nem veheti fel a oo értéket, és ha egy pont
kivételével azonosan nulla, akkor integralja is 0 kell legyen, azaz egy ,,hagyomanyos” fiiggvény
nem teljesitheti az (1.5) és (1.6) azonossagokat.

Ha (1.6) teljestil, akkor ez azt jelenti, hogy

li 1 t
g, [ aoa= [ s

is teljesiilne, ami tudjuk, hogy pontonkénti konvergencia esetében &ltaldban nem teljesiil. A
Dirac-delta fiiggvénytdl viszont azt is megkoveteljiik, hogy

lim /_ T on(t) di — /_ h i 7(0)01(6)de

h—0+

teljesiiljon minden f folytonos fliiggvényre is. Ekkor az integralokra vonatkozo kozépérték tétel
szerint minden h-ra létezik olyan &, € [—h, h], hogy

0 h
/ F(0)6(t) di = i / FOsut) dt = tim = [ f(t)dt = i £(6).
De &, — 0, igy f folytonossidga miatt

/_ " F06w dt = £(0). (L.7)
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A Dirac-delta fiiggvényen tehét egy olyan ¢ , fiiggvényt” értiink, amely rendelkezik az (1.5), (1.6)
és (1.7) tulajdonsdgokkal. Megmutathaté mélyebb matematikai eszkozoket hasznalva, hogy van
olyan, u.n. altalanositott fiiggvény vagy mas szoval disztribucié, amely rendelkezik ezekkel a
tulajdonsagokkal. Ennek preciz targyaldsa azonban messze meghaladja ennek a jegyzetnek a
kereteit.

Az alkalmazdsokban altalaban a Dirac-delta fiiggvény eltoltjai szerepelnek. Legyen ¢ > 0, és
tekintsiik a d(t — ¢) fliggvényt. Ez a ¢ pontra koncentralédé Dirac-impulzus fiiggvény, amelyre
teljesiil, hogy

/_ 08— ¢ dt = (0 (18)

minden f folytonos fiiggvény esetén. Ennek Laplace-transzforméltja is régtén megkaphaté
az (1.8) formuldt alkalmazva:

o0

L{6(t —c)}(s) = /000 e St —c)dt = / e S5(t — ¢)dt = e 5.

— 00

1.41. Példa. Tekintsiik az
2+ 22 + 4 =0t 1), z(0)=0, 2(0)=0

kezdeti érték feladatot.
Laplace-transzformélva az egyenletet kapjuk, hogy

s2X (s) — s2(0) — 2/(0) + 25X (s) — 22(0) + 4X (s) = e,
azaz a kezdeti feltételeket hasznélva
(2 + 25 +4)X(s) = e %,
és igy

X(s) = e_sm.

Szamitsuk ki elGszor a csillapitédsi tételt hasznalva
1
£t t) =te 2t
{(s +2)? } “

ol 07 0§t<17
gj(t):Hl(t)(t_l)e 2(t 1) :{ (t—1)€_2(t_1)7 1§t

Ezért az eltolasi tétel szerint

1.6. Konvoliciés integral és annak Laplace-transzformaltja

Egy szabdlyozasi rendszer altalanos esetben inputbdl (bemenet), jele I, és outputbdl (kimenet),
jele O, és egy, a kett&t 6sszekotd atvitelbdl all. Az I(t) input és az O(t) output kozotti Osszefiiggés
megadhaté példaul a kovetkez6 konvoliciés integrallal:

O(t):/o I(u)g(t —u)du, t>0,
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ahol a g : [0,00) — R fiiggvény az tu.n. silyfliggvény.

1.42. Definici6é. Két tetszileges f,g : [0,00) — C fiiggvényre, amelyek lokdlisan Riemann-
integralhatdk, az

(f*g)(t) = /0 f(t— w)glu)du, >0

integral létezik. Ezt az integralt az f és g fliggvények konvolicidjdnak nevezzik.

Ezzel a fogalommal élve tehdt azt mondhatjuk, hogy az el6z6 szabdlyozdsi rendszerben a
kimenetet a rendszerre jellemzo sulyfliggvény és az input fiiggvény konvoliciéja adja meg. Ez a
szabdly igaz minden linedris szabdlyozé kor esetére.

A konvolicié definicigjabdl konnyen igazolhatok az aldabbi tulajdonsédgok:

1.43. Allitss. Legyen f,g,h : [0,00) — C figguények lokdlisan integrdlhatok. A definicid
alapjin az f és g konvolicidja értelmezve van [0,00)-en, és a kovetkezdk teljestilnek:

(i) a konvolicié kommutativ, azaz f+g=gx* f, Vf,g-re,
(i1) a konvolicid asszociativ, azaz (f xg)*h = f*(gxh), Vf,g,h-ra,
(i1i) a konvolicid disztributiv az dsszeaddsra nézve, azaz (f +g)*xh = fxh+g*h, Yf, g,h-ra,

(iv) f*xO =0, Vf-re, ahol O(t) =0 az azonosan 0 figgvény.

1.44. Lemma. Ha f,g € A, akkor fxg € A.
Bizonyitas: Mivel f,g € A ezért
If(t)] < Mie™t és  |g(t)] < Mae™t, >0,

bizonyos M7, Ms > 0, a1, as € R konstansokkal, ahol az altaldnossdg megszoritasa nélkiil azt is
feltehetjiik, hogy ag > a1. Ekkor t > O-ra teljesiil

t t
(Fra)®l = |[ 5t~ wgtdn < 15t~ wllgw] du
0 0
t t
< / Mleal(t_u)Mgeawdu =M - M2ea1t/ elaz—an)u g,
0 0
— M1M2ea1t e(ocz—oa)t —1 _ MMy (ea2t . ea1t) < M7 Msy ) ea2t,
Q2 — g o — Qg T ag—
Megmutathaté, hogy f * g is szakaszonként folytonos lesz, ezért f x g € A. O

1.45. Tétel (Konvoliciés tétel). Tetszdleges f,g € A fligguényekre

LAf*xg}(s)=L{f}(s) - L{g}(s), ha Res elegendéen nagy.
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Bizonyitas: Az 1.30. és az 1.44. Lemmadk alapjan L{f * g} (s) létezik, ha Res elegendéen
nagy. Tovabba az integralas sorrendjét felcserélve a kettés integralban kapjuk

lim Te—st </Otf(t - u)g(u)du) dt = lim OT (/Ot e St f(t — u)g(u)du) dt

T—+oo Jo T—+oc0

= lim OT (/UT e SHf(t — u)g(u)dt) du

T—+o00

_ /O ” ( /u Tt - u)dt) o) du
_ /O - ( /0 T emstoru) f(v)dv) g(u)du
_ /0 °° ( /0 T f(v)dv) e~ g(w)du

_ /0 e ) /0 " g (u)du,

azaz a tétel allitasa teljestil. O

1.7. Alkalmazasok

1.46. Példa. Adott b,w € R. Keressiik azt az x : [0,00) — R kétszer differencidlhaté fiiggvényt,
amelyre a kovetkezo teljestil:

2" (t) + x(t) = bsinwt, t>0,

z(0) =1, #'(0) = 0.

Az 1.28. Tétel alapjan x,2’, 2" € A, ezért az egyenlet két oldaldnak Laplace-transzformaltjat
véve (elegendd nagy Re s-re), és a Laplace-transzformalt tulajdonsigait alkalmazva kapjuk

L{z"}(s) + L{x}(s) = L{bsinwt}(s),

fgy
s2X(s) — sx(0) — 2/(0) + X (s) = bszf:iwz,
ahol megint X (s) = L{z}(s). Haszndlva az z(0) =1 és 2/(0) = 0 megadott értékeket kapjuk,

hogy
1 w s

=b
21l 1w 211

X(s)
és igy az 1.45. Tétel szerint
t
x(t) = b/ sin(t — u) sinwu du + cost, t > 0.
0
Tegyiik fel el6szor, hogy w # +1. Ekkor az integralt a

1
sin(t — u) sinwu = 5 <cos(t —u —wu) —cos(t —u+ wu))
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azonossagot felhasznalva szamitjuk ki a kovetkezoképpen:
t

xz(t) = / <cos(t — (14 w)u) —cos(t — (1 — w)u))du + cost
0

([Sm(t SRR U w>u>r=t> + cost

u=0 —l+w u=0

ot -+ sin ¢ D wh — sin{
(Slnw + sin n sin wt — sin )—i—cost
b

b
2
b
2
b
2 14w —14w

= ﬁ(sint—wsinwt)—i—cost, t>0, w#=+l
—w

Ha w =1, akkor
b [t b,.
x(t) = 3 (cos(t — 2u) — cos t) du+ cost = §(smt + tcost) + cost, t>0.
0

Ha w = —1, akkor bsin(—t) = —bsint, igy ez visszavezethetd az el6z8 esetre. O

1.47. Példa. Soros RLC aramkor

Ha egy véltakozéarami aramforrashoz sorosan egy R ohmos ellendllast, egy L induktivitasi
tekercset és egy C' kapacitasu kondenzatort kapcsolunk, akkor az d.n. soros RLC aramkort
kapjuk:

It

E(t)

Tegyiik fel, hogy R, L, C konstans értékek. Jelolje a t idépontban E(t) az dramforras dltal az
aramkorbe juttatott ,,kiils6” fesziiltséget, I(t) az dramkorben folyé aramerdsséget, Q(t) a kon-

denzator toltését. Ekkor a tekercs két vége kozott L% onindukciods fesziiltség, a kondenzatoron
pedig Q/C fesziiltség 1ép fel, ezért Kirchoff mésodik torvénye alapjén

I Q
B(t) = L + 5 + RI.

Ebbdl az I = % = (' osszefiiggést alkalmazva kapjuk, hogy

1
LQ" + RQ + 5Q = E(t). (1.9)
Az egyenlethez rendelt kezdeti értékek:

Q(0) =Qo,  Q'(0) =1(0) = Io. (1.10)

Ha E(t) differencidlhatd, akkor az egyenlet mindkét oldaldt derivdlva kapjuk az dramerdsségre
vonatkozo egyenletet:

1
LI"+ RI'+ 51 = E'(t).
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Ekkor I'(0)-t az (1.9) egyenlet segitségével fejezhetjiik ki:

10) =1, I'(0)= % <E(t0) — RIy — é@o) :

Oldjuk meg az (1.9)-(1.10) kezdeti érték feladatot. Az (1.9) egyenlet mindkét oldaldnak
Laplace-transzformaltjat véve kapjuk

LSL{Q)s) ~ LsQ(0) — LQ'(0) + RsL{Q}(s) ~ RQ(O0) + SLIQ}s) = L{F)(s).

Ebbadl kapjuk
L{Q}(s) = ®(s) + ¥(s),
el (Ls + R)Qo + LI B ()
s + + S
q)(S) = I 3 0 1 07 \II(S) = ﬁ’
s?+ Rs+ & Ls*+ Rs+ &

és igy
Q(t) = o(t) + (1),
ahol L{p(t)}(s) = D(s) és L{Y(t)}(s) = ¥(s). Vegyiik észre, hogy ¢(t) az

1
Ly"+ Ry’ + Zy =0, y(0)=Qo, y(0)=1

feladat megoldésa, és ¥ (t) pedig az
Ly" + Ry + %y =E(t), y(0)=0, ¢ (0)=0
feladat megoldésa.
Most tekintsiik az (1.9)-(1.10) feladat speciélis eseteit.

1. eset: Tegyiik fel, hogy aramkorben levs elemek ellendllasa 0-nak tekinthet6 (d.n. LC kor),
azaz R = 0, és nincs kiilsé fesziiltség a rendszeren (E(t) = 0), azaz feltoltjiik egy teleppel a
kondenzatort, majd a telepet lekapcsoljuk az aramkorbdl:

Szamitsuk ki az (1.9)-(1.10) kezdeti érték feladat megolddsat. Ahogy azt mar lattuk,

L(sQo + Ip)
L =P(s) = ———~.
O
Vezessiik be az ]
“0=Jie

jelolést. Ezt a jelolést hasznélva kapjuk

Iy wo
wo 82 +w}’

L{Q}(s) = Qoﬁwg +
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és ezért ;
Q(t) = ¢(t) = Qo coswot + =0 sin wyt.
wo

Ekkor tehat a rendszer egy wq frekvencidjui szabadrezgést végez. (Az wg szdmot a rendszer
sajdtfrekvencidjanak nevezzik.)

2. eset: Tegyiik fel, hogy R =0, Qo = 0, Iy = 0, és E(t) = FEpcoswt kiils6 fesziiltség hat a
rendszerre, ahol w # wq, Fy € R. Ekkor

Eo wo S
"~ Lwp s2 4w 2+ w?’

L{Q}(s) = U(s)

és ezért
Q) = (1)
Ey [
= o ; sin(wo(t — w)) cos wu du
Ey ['/. .
= 3Ten /0 <sm(w0(t —u) + wu) + sin(wo(t —u) — wu)) du
_ Ey coswt — coswgt  coswt — coswyt
N 2Lw0< wo — w wo +w >
Eo
= W(COS wt — coswot)
2E0 . (wo — w)t . (wo + w)t
= Tl -7 sin 5 sin 5

Ha |wp — w| kicsi, akkor wg+w > |wp —w|, és igy a megoldas utébbi képletét tigy is tekinthetjiik,

hogy az egy gyorsan oszcilldlé fiiggvény, sin (wogw)t, amelynek az amplitiuddja,
2E . (wo —w)t
sin
L(w3 — w?) 2

lassan oszcillal. Ezt a jelenséget lebegésnek hivjak, amely tehat akkor figyelheté meg, ha a kiils6
er6 frekvencidja kozel megegyezik a rendszer sajatfrekvencidjaval. Egy ilyen megoldés grafikonja
lathato a kovetkezo abran.

A, e
TEs MU“ o

L=2C=1/8 FEy=1w =2, w=21.
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3. eset: Tegyiik fel, hogy R = 0, Qo = 0, Iy = 0, és E(t) = Epcoswot, azaz a rendszer
sajatfrekvencidjaval megegyezd frekvencidju kiilso er6 hat a rezgékorre. Ekkor

E() wo S
QO =¥ = s mm e

és ezért

Q) = ()
Lo

t
= Ton /0 sin(wo(t — w)) cos wou du

= 2530 /Ot <sin(wo(t —u) + wou) + sin(wo(t —u) — wou)) du

Eyp t sinwnt
= sin wot.
2Lw0 0

Ebben az esetben tehat egy olyan oszcillalé megoldast kaptunk, amelynek amplitidéja tart
végtelenbe, ha t — oco. Ezt a jelenséget rezonancidnak hivjak.

L=1,C=1/25 Ey=1,wy=5.

4. eset: Tegyiik fel, hogy R =0, Qo € R, Iy € R, és E(t) = Eycoswt kiils6 fesziiltség hat a

rendszerre, ahol w # wy, Eg € R. Ekkor a megoldas az 1. és 2. esetben kiszamitott két fiiggvény
Osszege lesz:

I
Q(t) = Qo coswot + — sinwot + (cos wt — cos wot).
wo

_ B
L(w? — w?)

A kovetkezé példa azt illusztralja, hogy a Laplace-transzformécié mddszere alkalmazhaté
konstans egytitthatds linedris differencidlegyenlet-rendszerek megoldasara is.

1.48. Példa. Oldjuk meg az

3z — 2y + €', z(0) = 2,
= x+6y— €, y(0) = —1
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rendszert!

Vegyiik mindkét egyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat, és hasznaljuk az X =

L{z} és Y = L{y} jeloléseket:

sX(s) —xz(0) = 3X(s)—2Y(s)+ . i T
SY(s) —y(0) = X(s)+6Y(s) ﬁ
A kezdeti feltételeket hasznélva
(5 = 9)X(s) +2¥(s) = 2+ - -
_X(s)+ (s—6)Y(s) = —1— Sil.
Az egyenletrendszert megoldva kapjuk
25 — 115+ 6
X = G696 T
Y(s) = 52 —bBs+1

C(s—4)(s—5)(s—1)

és igy parcialis tortekre bontva

1

1

_ 252 — 115 +6 _ 1 1
@) = £ 1{(5—4)(5—5)(3—1)}:£ 1{_18_1”

1 1
= —Zet + 2e + Ze5t

1

s—4+

1

-

1

s—5

ulh) = ”1{@—2@?5;@—1)}:E_l{isil —3_4—13_5}

1 1
— St Mt L5t

4 4

|



