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6. Fourier-elmélet

6.1. Komplex trigonometrikus Fourier-sorok

Tekintsiik az Ly([0, 27|, C) Hilbert-teret, azaz azoknak a komplex értékd f: [0,2n] — C fiigg-
vényeknek a halmazat, amelyek Lebesgue-mérheték és négyzetesen integralhatdk [0, 27]-n, azaz

027r |f|?dm < co. Mint azt mar kordbban lattuk, a skaldris szorzat definicija ezen a téren

2w
(f,9) = ; f-gdm.

A tovabbiakban ebben a fejezetben a Lebesgue-integralokat is egyszeriien fo%r f (t)@ dt-vel
jeloljiik. ‘
Tekintsiik a [0, 27] intervallumon definidlt t — e?** komplex értékii fiiggvények rendszerét:

S*déf{e““: k:O,il,iZ,...} (6.1)

Megmutatjuk, hogy S ortogonalis rendszer Lo([0, 2], C)-ben.

6.1. Allitas. A (6.1) képlettel definidlt S fiigguényrendszer ortogondlis rendszer az Lo([0, 2], C)
Hilbert-térben.

Bizonyitas: Legyen k # ¢, és tekintsiik kovetkez6 skaldris szorzatokat:

. . 27T . N 27T . . 27T .
<ezkt’ ez€t> — / ezktezétdt _ / ezktefzftdt _ / ez(k:fé)tdt
0 0 0

1 . t=2m 1 .
_ z(k:—E)t} _ [ i(k—0)2m 1} —0.
ik —0) [6 0 ik —0) L
Tehét S egy ortogonslis rendszert alkot L4([0, 27], C)-ben. O
Szamitsuk ki S elemeinek normait:
) 2r _ 1/2 2r ) 1/2 2 1/2
|e?*?)|o = \/ (eikt eikt) = </ ikt ikt dt) = (/ ikt o ikt dt> = </ dt> =2,
0 0 0
(6.2)
ha k € Z. Ezért definidljuk az
def Lk }
Sc ¥y C gkt k=0, 41,42, ... 6.3
e (63)

fiiggvényrendszert. Ez mdar ortonormélt rendszer lesz Lo([0,27], C)-ben, sét beldthatd, hogy
maximalis is:

6.2. Tétel. A (6.3) képlettel definidlt Sc halmazrendszer mazimdlis ortonormdlt rendszer az

Ls([0,2x],C) Hilbert-térben.

Alkalmazhaté tehat az Sc fiiggvényrendszerre az 5.114. Tétel, azaz példaul az Lo ([0, 27], C)
tér elemeit az S¢ rendszerre vonatkozé Fourier-sorba fejthetjiik, és a Fourier-sor konvergél az
Ly norméaban az adott fiiggvényhez. Az 5.114. Tétel jelolését hasznélva:

N R AN
! kz<fm )
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Ennek megfeleléen az f € Lo([0,27],C) fiiggvény komplex trigonometrikus Fourier-sordn az

o0

fO)~ > cpe™ (6.4)

k=—o0

végtelen sort értjiik, ahol a ¢, Fourier-egyttthatok képlete

1 Lk Lo ikt
L = ez <f, \/—2_7re > =5 ; ft)e " dt. (6.5)
Azt mondjuk, hogy a t € [0,27] pontban az f Fourier-sora konvergens, ha az
n
sp(t) = Z cret™, n=12,...,
k=—n

szimmetrikus részletosszegek sorozata konvergens, n — oo esetén. Azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény Fourier-sora normdban (vagy négyzetintegrdalban) konvergdl az f fliggvényhez, ha

21
1f = sull2 = / F(®) = sa@®)Pdt -0,  han — oo.
0

Viladgos az eddigiek alapjan, hogy a négyzetintegralban valé konvergencidbol nem kévetkezik a
pontonkénti konvergencia.

A definiciébdl, a skaldris szorzat linearitasdbdl és a konvergens sorok tulajdonsagaibdl rogton
kovetkezik, hogy a Fourier-sor szamitasa linedris mivelet az aldbbi értelemben:
6.3. Allitas. Legyen f1, fo € Ly([0,27],C), o € C. Ekkor

1. az f1 + fo figgvény Fourier-sora az f1 €s fo fiigguények Fourier-sorainak 6sszege,

2. az afy figguény Fourier-sora az f1 fliggvény Fourier-sordnak a-szorosa.

Az Sc¢ halmazrendszer maximalitdsabdl és az 5.114. Tételbol rogton kovetkezik az aldbbi
eredmény.

6.4. Tétel. Legyen Sc a (6.3) képlettel definidlt halmazrendszer. Ekkor a kovetkezd dllitdasok
teljestlnek.
1. Ha valamely f € Lg([O,QW],(C) fligguényre
1

:27'('

Ck f() kit =0,  k=0,+1,£2,...,

azaz az | figguény Fourier-egyutthatoi nulldk, mds széval az f merdleges az Sc halmazra

(f L Sc), akkor f(t) =0, m.m. t € [0,27]-re

2. Az f figgvény Fourier-sora négyzetesen konvergdl az f fligguényhez, azaz

/ Z cpeit

k=—n
3. Teljesil a Parseval-azonossdg, azaz

1 2 ]. 2 2 . - 2
8= o [Tl a= 3 jap (anggo > fa? ).

k=—00 k=—n

2

dt — 0, han— oo.
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Bizonyitas nélkiil tekintsiik az aldbbi fontos eredményt.

6.5. Tétel (Riesz—Fisher-tétel). Tetszbleges olyan v, € C, k = 0,4+1,£2,..., konstansok-

hoz, amelyekre
o0
> Il <o

k=—o00

teljestil, létezik olyan f € Lo([0,27],C) fiiggvény, hogy

=g [ 0t = o)
azaz Yo, Y+1,V+2, - -- 6z f figguény Fourier-egyiitthatdi, és
o0
Z ’Yk‘eikt
k=—o00

négyzetintegrdalban konvergdl f-hez.

A Riesz—Fisher-tételt alkalmazva kapjuk, hogy ha egy f € Lo([0,27], C) fiiggvényhez hozza-
rendeljiik a Fourier-egyiitthatéinak (cg)gez (két irdnyban végtelen) sorozatét, akkor egy linedris
izomorfiat kapunk a Ly([0, 27|, C) és a négyzetesen Gsszegezhetd két irdnyban végtelen sorozatok
vektortere kozott. Ha ebben a térben egy (cg)rez sorozat norméjat a

1/2
[[(cr)|l = ( > \ckl2>

k=—o00

képlettel értelmezziik, akkor a fenti linearis izomorfia izometria is lesz a Parseval-formula miatt.

6.6. Megjegyzés. Ha f és g két 2m szerint periodikus fiiggvény, akkor

" sawa= [ e

0

ezért az Sc fiiggvényrendszer az Lo([—m, 7], C) Hilbert-téren is maximadlis ortonormaélt, tovabba
az Sc-re vonatkozé Fourier-sor az Lo([—m,7],C) Hilbert-téren is (6.4) alaku lesz, ahol a cg

Fourier-egytitthatékat a
1 (" ;
cL = —/ f(t)e *tat
2 J_,

képlettel szamoljuk ki.

6.7. Megjegyzés. Az elébbi meggondolast altalanosithatjuk. Ha f és g két 27 szerint periodikus
fliggvény, akkor az f(t) = f (bQ—LZ) és g(t) = ¢ (bQ—sz) Osszetett fiiggvények (b — a) szerint
periodikus fliggvények lesznek, és

[ rwta = [ () o (ZL )=t /:ﬂx)mdx:”;r * [

specidlisan,

7112 —a 2
12 (a,0) = 7”]“”@([0,%],@)-
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Ezért az Sc halmaz elemeit a 4/ b2_—“a egyiitthatoval megszorozva és 1j valtozot bevezetve tekintsiik

1
vb—a

1. 2T
az [a,b] intervallomon értelmezett t — ¢*o=at fiiggvényekbdl 4ll6

def I p2my
Slap = {me b—a”: kzO,il,iz...}

fiiggvényrendszert. Ez maximélis ortonormalt rendszer lesz az Ly([a, b, C) Hilbert-téren. Egy
f € Lo([a, b],C) fiiggvény Fourier-sordn ezért az
o0
f Z ckeikslf_—"at
k=—o0

végtelen sort értjiik, ahol a ¢, Fourier-egyititthaték képlete

b—a
A 6.4. Tétel értelemszertien kiterjesztheté La([a, b], C)-re.

1 o 2
cp = / f(t)eflkiﬁt dt, E=0,4+1,4+2,....
a

6.2. Valéds trigonometrikus Fourier-sorok

Tekintsiik az Lo([—7, 7], R) Hilbert-teret. Legyen

def . . . .
S* = {1, cos x,sin z, cos 2z, sin 2z, cos 3z, sin 3z, . . ., cos kx,sin kz, . ..}

a [—m,m]-n értelmezett fiiggvények halmaza. Megmutatjuk, hogy az S* halmaz ortogonélis
rendszer Lo([—m, 7], R)-ben.

6.8. Allitas. Az S* figguényhalmaz ortogondlis rendszer az Lo(|—m, 7], R) Hilbert-térben.

Bizonyitds: Az allitds direkt médon is konnyen beldthatd, de most mi az S™* ortogonalitdsat
az eléz6 szakaszban bevezetett S fliggvényhalmaz ortogonalitasat felhasznalva indokoljuk.
Legyen k € N. A

eikm 4 efikx ) ) eikm _ efikx
coskr = ——— és sinkr = ———
2 24
Euler-képletek értelmében sin kx és cos kx linedris kombindcidja az e** és e~ fiiggvényeknek.

FEz persze forditva is teljestl, az eikf” és e~ fiiggvények is felirhaték sin kx és cos kx linedris
kombinéciéjaként. Ezért az 5.105. Allitds szerint, ha egy fiiggvény ortogondlis az e™® és e~*
fliggvényekre, akkor ortogondlis a sin kx és cos kx fliggvényekre is. Ezért a 6.6. Megjegyzést
alkalmazva kapjuk, sin kx és cos kx is ortogonalis barmely e*® fiiggvényre, ahol || # k. De ekkor
a fentiekbdl kovetkezik, hogy sin kx és cos kx ortogonalis barmely sin fz és cos fx fliggvényre,
valamint a konstans 1 fliggvényre is. Most mér csak azt kell belatni, hogy sinkx és coskx

egymadsra is ortogondlis. A 6.1. Allitds és (6.2) alapjén kapjuk

eika: 4 e—ika: eikw o e—ika:
’ 2i

(cos kx,sinkz) = < 5

= _<<€ik:c’ eikey _ (eihe =ikey 4 (o=itke ke (o=ike efikx>)

|~ & =

- _,(27r—0+0—27r)
1

=

Ezzel a bizonyitas teljes. O
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Szamitsuk ki S* elemeinek norméjat. Legyen k # 0. Ekkor

eikx_i_efikx eikx_i_efikx 1/2
||coskx|s = << 5 , 5 >>

— ( zkw zkw zkw)e—ik$> + <e—ik$’€ikx> + <€_ik$,€_ik$>) 1/2

%(2%—!—0—4—0—}—2%)1/2

Hasoléan kapjuk, hogy

ikx _ —ikx _ikx _ _—ikx 1/2
|| sin kz)y = <<e 2? < 2? >> = V7,
1

1

valamint a konstans 1 fliggvény norméja

1|2 = </W 1dx>1/2 =V2r.

—T

Kaptuk tehat a kovetkez6 eredményt:

6.9. Allitas. Az

def { 1 cosx sinz cos2x sin2zx coskx sinkz } (6.6)

S]R - ’ s ’ s PRI ) s
N N R VT VT
fliggvényrendszer ortonormdlt rendszer az Lo([—m, 7], R) Hilbert-térben.
Az 5.114. Tétel szerint az Lo([—m, 7], R) tér elemeit az Sg rendszerre vonatkozé Fourier-sorba

fejthetjiik, és a Fourier-sor konvergdl az Lo norméban az adott fiiggvényhez. Az 5.114. Tétel
jelolését hasznalva:

o) e £ S o

Ennek megfeleléen az f € Lao([—m, 7|, R) valds trigonometrikus Fourier-sordn az

(0.]
F(x) ~ % +3 (ak cos kz + by sin kx) (6.7)
végtelen sort értjiik, ahol az ag, a1, ..., b1, be, ... Fourier-egyitthatok képlete
1 s
ap = — f(x)cos kx dx, k=0,1,...,n,... (6.8)
mJ_
L
b, = — f(x)sin kz dz, k=1,2,...,n.... (6.9)
7T —Tr

Az 5.114. Tételbdl rogton kdvetkezik a 6.4. Tétel valds Fourier-sorokra vonatkozé alakja.

6.10. Tétel. Legyen Sg a (6.6) képlettel definialt halmazrendszer. Ekkor
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1. Ha valamely f € Lo([—m, 7|, R) figguényre

1 ™
ap = — f(x)coskxdr =0, k=0,1,...

™ —Tr

€s e
b = — fx)sinkxdr =0, k=1,2,...,

T™J-zn

azaz az [ figguény oOsszes Fourier-egyiitthatoja nulla, mds széval az f merdleges az Sr
halmazra, akkor f(x) =0, m.m. x € [—7,w|-re.

2. Az f figgvény Fourier-sora négyzetintegralban konvergdl az f fligguényhez, azaz

T n 2
/ (f(a:)—%— (akcoskx+bksinl<;x)> dx — 0, n — 00.
o k=1

3. Parseval-azonossdg:

A Riesz—Fisher-tétel valés Fourier-sorokra vonatkozé alakja:

6.11. Tétel (Riesz-Fischer). Tetszdlegesen eldirt ag,ay, by (k > 1) valds szamokhoz, ame-
lyekre
@@ &
2 | 22

van olyan f € Lo ([—m, 7], R) fliggvény, hogy ag,a1,...,ag,...,b1,...,bg,... az f fliggvénynek
az Sg rendszerre vonatkozo Fourier-egyiitthatoi.

A 6.7. Megjegyzésnek megfelelden egy tetszoleges [—L, L] halmazon értelmezett valds fligg-
vénynek értelmezhetjiik a Fourier-sorat.

6.12. Megjegyzés. Tekintsiik a [—L, L] intervallumon értelmezett

g def cos I sin F cos 7 sin TF cos “7+ sin “FF
R,L = ) co
V2L’ VL' VL VL T VL VL = VL’

fiiggvényrendszert. Ez maximalis ortonormalt rendszer lesz az Lo([—L, L],R) Hilbert-térben.
Egy f € Lao([—L, L], R) fiiggvény Fourier-soran az

1 T 2rx 2w krx kmx }

—|— Z (ak cos oy by, sin k%) (6.10)

végtelen sort értjiik, ahol az ay, by Fourier-egyiitthatok képlete
1 [t k
ap = Z/Lf(x)cos%d:r, k=0,1,...,

I k
b, = E/Lf(x)sin%dx, k=1,2,....

Most megmutatjuk, hogy valds fiiggvényekre a komplex trigonometrikus Fourier-sor egybe-
esik a valds trigonometrikus Fourier-sorral.
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6.13. Allitas. Legyen f € Ly([—m,n],R). Ekkor f-nek az Sc és az Sg rendszerekre vonatkozd
Fourier-sora megegyezik.

Bizonyitas:
Legyen f € Lo ([—m,m|,R) valés fiiggvény, és legyenek a ci, ay és by, konstansok a (6.5), (6.8)
és (6.9) képletekkel definidlva. Ekkor az f komplex Fourier-sora

flz) ~ Z cre®® = ¢y + che’k’” + Z cre®® = ¢y + Z (cke““” +c_e ”””)
k=—o0 k=1 k=—00 k=1
Miésrészt az Euler-azonossig alapjan
1 " —iku 1 " 1 " :
cr=— flue du = — flu)coskudu —i— f(u)sin ku du
2 J_, 2 J_, 2 J_,
és
1" . 1" 1T . _
C_fp = — (w)e”™ du = — fu)coskudu +i— f(u)sin ku du = ¢,
2 J_, 2 J_, 2 J_,
igy , _ _
c_pe” kT = greikr = ¢peibr k=1,2,....
Ezt felhasznalva
o0 o0 o
f(z) ~ Z cpet = co + Z (cke’]m + cke“m> =co+ Z 2Re (ckelkx> .
k=—o00 k=1 k=1

Ugyanakkor
ikx 1 " 1 T . ..
2Re (ck.e ) = 2Re || — f(u)coskudu —i— f(u)sinkudu | (cos kx + isin kx)
2 J_, 2 J_,

1 (7 1 (7
= (— f(u) cos ku du) cos kx + <— f(u)sin ku du> sin kx
L - T -

= agcos kx + b sin kzx,

tovabba 1 T
ag
== =__ dz.
Co 5 o /7r f(z)dx
Ezért
[ele] ] (10 o0
f(z) ~ Z cpeFt = 3 + Z (ay cos kx + by sin kx) .
k=—00 k=1

O

Azt mondjuk, hogy az f fliggvény Fourier-sora tiszta szinuszos sor, ha csak szinuszos tagokat
tartalmaz, azaz ar = 0 minden k£ = 0,1,2,...-re. Ha pedig f Fourier-sora csak koszinuszos
tagokat tartalmaz, azaz by = 0 minden k = 1,2,...-re, akkor azt mondjuk, hogy a Fourier-sor
tiszta koszinuszos sor.

6.14. Allitas. Legyen f € Lo([-L, L], R).

1. Ha f pdratlan fiigguény, akkor a Fourier-sora tiszta szinuszos sor.

2. Ha f pdros figguény, akkor a Fourier-sora tiszta koszinuszos sor.
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Bizonyitas: 1. Tegyiik fel, hogy f paratlan. Ekkor az f(z)cos k‘%’ﬂ fliggvény is paratlan, ezért
IS k
akzz/_Lf(:U)cos%:de:O, k=0,1,2,....
2. Ha f pdros, akkor az f(x)sin ]”Tx fliggvény lesz paratlan, ezért

1t k
bk:z/Lf(w)sin%dw:(), k=1,2,....

6.15. Példa. Tekintsiik a 27 szerint periodikus f: R — R filiggvényt, amelyre
flx) ==, ha —7n<z<m.

Fejtsiik f-et Fourier-sorbal
Vegyiik észre, hogy f paratlan fiiggvény, igy csak a szinuszos tagok egyiitthatoit kell kisza-
molni:

b, = / xsin kx dx.

Parcialis integraldssal kapjuk

/ rsinkrxdxr = [_xcoskk:x] +%/ cos kx dx

k k k
k —k 1
= —7rCOSk T ( W)cos(k ) + e sin km — e sin(—km)
= —— coskm.
Tehat
b ——gcosknr——g(—l)k kE=1,2
k — ]{,‘ — k} 9 e R
és igy
. sin2x sin3x  sindz
f(a:)~2<smx— 5 + 3 "4 >

6.16. Példa. Tekintsiik most a 2L szerint periodikus f: R — R fliggvényt, amelyre
f(z) ==z, ha —L<z<L.

Az €l6z6 példahoz hasonlé médon végigszamithatd, hogy

1 (L k 2L

igy
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Fzt az eredményt megkaphatjuk ugy is, hogy definidljuk a
L

fiiggvényt. Ekkor g 27 szerint periodikus és g(t) = %t, ha t € [-7,m), igy az el6z6 példabdl is
megkaphatd a sorfejtés. O

6.17. Példa. Legyen f: R — R olyan 2« szerint periodikus fliggvény, amelyre
f(xz) =sinz, —a<z<a,

ahol « olyan valés szam, amelyre o > 0 és a # km, k=1,2,... . Mivel f paratlan fliggvény,
a Fourier-sora csak szinuszos tagokat tartalmaz, amelyek egyiitthatéi by, = by (a) és

1 [« k
bp (o) = —/ sin @ sin —— dx
o J_, «
1 [« k k
= — cos(—ﬂ—l)a:—cos(—ﬂ—i-l):z:dx
2c0 J_ « «
1 [sm(k”—l)x sin(%”—i—l)x
= - km
20 1 41 — o
_ 1 (sin(kmr—a) sin(kr+a)
T« kr_q LS|
B 1(51n/€7rcosa—cosk:7rsma sinkﬂcosa—l—cos/mrsina)
- km o k
a 1 —+1
1 ¥ sin o (—1)ksin0¢
o« |
_ (=D*sina bry1-1+40
a (1—%”)(%”“)
2k
= (—1)ksina77r2.
a? — (k)

Tehat az f fliggvény Fourier-sora:

a? — (krm

f(x) ~2msina Z(—l)k% sin kx.
k=1

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor a — w. Ekkor k = 1-re a L’Hospital-szabdlyt alkalmazva kapjuk

27 si -2
lim b1 () = lim ZLmsne lim TLmeoser ,
a—T a—T (12 — 7'('2 a—T 20[
egyébként pedig
lim by () =0, k=23,....

Tehat a Fourier-sor egytitthatéi tartanak a 27 periodikus sin z fiiggvény Fourier-soranak egytitt-
hatéihoz. O
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6.3. Valds Fourier-sorok pontonkénti konvergenciaja

6.18. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: R — R valés fliggvény szakaszonként folytonosan dif-
ferencidlhato, ha barmely korlatos [a, b] intervallumon szakaszonként folytonosan differencidlhaté
(a 3.118. Definici6 értelmében).

Bizonyitas nélkiil tekintsiik a kovetkezd eredményt, amely a Fourier-sorok pontonkénti kon-
vergenciajara vonatkozik.

6.19. Tétel. Legyen f: R — R szakaszonként folytonosan differencidlhato, 2L szerint perio-
dikus figgvény. Ekkor bdrmely x € R pontban az f figguény Swr 1 rendszerre vonatkozdé (6.10)
Fourier-sora konvergdl az
f(a+) + f(@-)
2

hatdrértékhez. Specidlisan, ha f folytonos az x pontban, akkor a Fourier-sora x-ben konvergdl
az f(x) figguényértékhez.

Ha egy f € Lo(|—m, 7], R) fiiggvény Fourier-soranak pontonkénti konvergencidjat vizsgaljuk,
akkor el6szor periodikusan kiterjesztjiik f-et R-re, és a kiterjesztett fliggvényre alkalmazzuk a
tételt. Megjegyezziik, hogy a periodikus kiterjesztés csak akkor lehetséges, ha f(—m) = f(m).
Egyébként vagy az f(—m) vagy az f(m) fliggvényértéket hasznaljuk a periodikus kiterjesztéshez,
azaz a kiterjeszett fliggvény egy pontben nem egyezik meg az eredeti fiiggvénnyel. Viszont a két
fliggvény Fourier-egytitthatdi, és igy a Fourier-sora is megegyezik.

6.20. Példa. Tekintsiik tjra a 6.15. Példdban kiszdmitott Fourier-sort. Az elébbi tételt alkal-
mazva kapjuk, hogy a Fourier-sor pontonként konvergens, és

9 (& sin 2z n sin3z sindx n x, —rT<x<m,
sinx — — ) =
2 3 4 0, r=-mésx=m.
A Fourier-sor n-edik részletosszegét jeldlje
_— 3 4 .
(@) 2 (sinx B sm2 z 51113 T sm4 T g (= 1)+ smnnx> '
A kovetkezd dbran az fs, fg és fg kozelité Osszegek grafikonja lathats. EbbOl is érzékelhetd a
Fourier-sor konvergenciaja. O
] f
37 f4_—§>_'
1
8 /-6 -4\ -2 /] 2 | 4 8
-2
-3

Az fo(x), fa(x) és fe(x) részletosszegek grafikonja.
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A Fourier-sorok egyik legfontosabb alkalmazési teriilete a parcidlis differencidlegyenletek
elméletében talalhatd, ahol bizonyos feladatokat a megoldasok Fourier-sorba fejtésével oldunk
meg. Az egyik kulcs kérdés a moddszer alkalmazasanal, mikor lehet differencidlni a Fourier-
sort, ill. a végtelen Gsszeg derivaltjat tagonkénti differencidlassal kiszamolni. Erre ad vélaszt a
kovetkez6 tétel, amit szintén bizonyitas nélkiil kozlink.

6.21. Tétel. Legyen f : [—m,m] — R folytonos, szakaszonként folytonosan differencidlhato,

tovabbad
f(=m) = f(m).

Ekkor az f figgvény Fourier-sora abszolit és egyenletesen konvergdl a [—m, 7| intervallumon az
f figgvényhez, azaz

flx) = % + i(ak cos kx + by, sinkx),
k=1

ahol ay, by, a (6.8) és (6.9) képletekkel definidlt Fourier-egyitthatok. Tovdbbd, f' Fourier-sordt
f Fourier-sordnak tagonkénti differencidldsdval megkaphatjuk, azaz

f'(z) ~

WE

(—kak sin kx + kby, cos kx) .
k=1

Minden olyan x pontban, ahol f"(x) létezik, az el6z4 reldcid egyenléséggel helyettesithetd.

A 6.19. és 6.21. Tételeket nyilvanvald médon terjeszthetjiik ki arra az esetre, amikor az f
fiiggvény a [—L, L] szimmetrikus intervallumon definidlt.

6.4. Tiszta koszinuszos és szinuszos Fourier-sorok

Ebben a szakaszban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogyan lehet Fourier-sorba fejteni egy [0, L]
alaku intervallumon definialt fiiggvényt. Egy természetes Gtlet erre az, hogy kiterjesztjik a
fiiggvényt a [—L, L] intervallumra, és a kiterjesztett fliggvénynek szdmitjuk ki a Fourier-sorat.
Ekkor a 6.19. Tételben megadott feltételek teljesiilése esetében a Fourier-sor konvergdl a ki-
terjeszett fiiggvényhez, ill. [0, L]-re lesziikitve a Fourier-sor értelmezési tartoményét, az eredeti
fliggvényhez.

Két specidlis esetet vizsgalunk: paros ill. paratlan fiiggvényként terjesztjiik ki a fliggvényt.

Tekintsiik elészor a péros kiterjesztés esetét. Legyen f: [0, L] — R adott, és legyen

N ) =), x€|[—-L,0
f(z) { (f@; mao,L].)

Ekkor f Fourier-sora a 6.14. Allitds szerint tiszta koszinuszos sor, igy a Fourier-soraban minden
b = 0. Az ay, Fourier-egyiitthatékat az

1t kmx 1 o kmx L kmx
ak—Z/Lf(:U)cosde—z</Lf(:v)cosde—|—/0 f(:v)cosde>

képlettel szamithatjuk ki. Mivel f(z)cos kLL“: két péaros fliggvény szorzata, ezért maga is pédros
fliggvény, igy a fenti két integral megegyezik, tehat

2 L
ak:z/o f(a:)cosk%vda:, k=0,1,2,.... (6.11)
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Most tekintsiik azt az esetet, hogy paratlan médon terjesztjik ki f-et a [—L, 0] intervallumra,
azaz legyen
B —f(=z), x€[-L,0],
f(z) = 0, x =0,
f(x), =xe€[0,L).

Ekkor f paratlan periodikus fliggvény, ezért a Fourier-sora tiszta szinuszos sor lesz, azaz minden
ar = 0. A by egylitthatokat az el6z6 esethez hasonlé levezetéssel kapjuk:

1 (F k
b, = Z/Lf(x)sin%dx
1 . . knx L . kmx
= z(/_Lf(:v)sdeaU—1—/0 f(:v)manx)
9 (L
- f/o f(a:)sinlmdea:, k=1,2,.... (6.12)

Az el6z6 levezetésbdl rogton kovetkezik az alabbi eredmény. Ha a kiterjeszett fliggvény péros,
akkor annak Fourier-sora tiszta koszinuszos sor lesz,

6.22. Allitds. Az f
Scosdé {1, cosz, cos2zx, cos3zx, ...}
€s az
def . . .
Ssin = {sinz, sin2z, sin3z, ...}

rendszerek egyardnt teljes ortogondlis rendszert alkotnak a [0, 7] intervallumon.

6.23. Példa. Szamitsuk ki a [0, 7| intervallumra megszoritott sin x fiiggvény tiszta koszinuszos
soréat, azaz az Scos fliggvényrendszerre vonatkozé Fourier-sordt! A (6.11) képletet és trigono-
metrikus azonossigokat alkalmazva kapjuk k # 1-re, hogy

ap = %/ﬂsinxcoskxdaz

1 " . .

= ;/0 sin(l + k)x + sin(1 — k)z dx
1[ cos(l+k)z cos(l—k)z]™

- E{_ 1+  1-k h
1/ (=) -1 (=DF -1

- %(‘ 1+k  1-k >
(-DF+1/ 1 1

- ™ <1+k; 1—k:>
(-DF+1 2

- T 1—k?

k = 1-re kapjuk

2 [T 1 [7 1 |- 2"
alz—/ sinxcosxdx:—/ sin2xdwz—[ﬂ] =0.
T Jo T Jo ™ 2 0

A 6.19. Tétel szerint a Fourier-sor minden pontban konvergél a fiiggvényhez, tehat kapjuk, hogy

2 2 2 2
sinz = - <1+ﬁcos%%—mcos4x+1_—6200s6x+--->, x € [0,7].
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Megjegyezziik, hogy a sinz fliggvény tiszta szinuszos Fourier-sora természetesen énmaga (azaz
by = 1 és b = 0 minden k > 1-re). O

6.24. Példa. Szamitsuk ki az f: [0,5] — R, f(z) = 1 fliggvény tiszta szinuszos Fourier-sorat!
A (6.12) képlet szerint

2 (5. knx 2 | coskzz 2 2 k

] 4 (. 7m:+1 . 37Tl‘+1 . 57m:+1 . 77m:+ € (0,5)
=—|(sin—+-sin— +-sin— + =-sin— +--- .
- in 3 3 in 5 z in 3 - in 3 , T ,

x = 0 és © = 5-re a Fourier-sor 6sszege 0. Ha x = 5/2-et helyettesitiink be az eléz6 egyenletbe,

akkor kapjuk a

1
— ...

1 1 1
9 11

T 1 1
173 5"
a.n., Euler-0sszefliggést.

Jelolje f, a Fourier-sor n-edik részletGsszegét, azaz fn(x) = > ._, bgsin kLS:” A bal ol-
dali dbrén az f5(x), fir(x) és fa1(x) részletosszegek grafikonjai, a jobb oldalin pedig az fs1(z)
részletosszeg grafikonjanak kinagyitott része lathato.

1 1.2+
129, - ~ N0 |

/ - |
\VA S o VA~ ANV SN N/ \
ANANGN A S N4 LV
y J
- \

1.1

SRS A

08 ¢ 1 2 3 4 5

o
i
N
w

Az abra azt igazolja, hogy a részletdsszegek n novekedésével egyre jobban kozelitik a konstans
1 fiiggvény grafikonjat. Viszont ez a hatarérték nem egyenletes, az intervallum két végpontjdhoz
kozel a Fourier-sor részletosszegeinek maximuma kb. 1.18 koriili értéket vesz fel. Numerikusan
ellenorizhetjiik, hogy ez a maximum n névelésével nem véltozik, csak azt a részletosszeg fiiggvény
egyre kozelebb veszi fel az intervallum végpontjahoz. Hasonld viselkedés figyelheté meg nem
folytonos fliggvények véges Fourier-féle kozelité Osszegeinél. Fzt a jelenséget Gibbs-jelenségnek
hivjuk.

Az f figgvény tiszta koszinuszos Fourier-sora 1, azaz ag = 2, ar = by = 0 minden k =
1,2,...-ra. O
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6.5. Fourier-transzformalt és Fourier-integral

Legyen f: R — C szakaszonként folytonosan differencidlhaté fiiggvény, amely nem sziikségsze-
rlien periodikus.

Legyen L > 0 allandé, gr, : R — C olyan 2L periodikus fliggvény, amelyre g1 (x) = f(x),
—L<zxz<L. frjuk fel gr, komplex Fourier-sordt. A gy, fliggvény Fourier-egytitthatéi

1 [E .
= — t)e "Lt dt,
és ezért
> 1 [F - -
gr(@) ~ > (i/ gL(t)e’”Ltdt) e, xeR
n=—oo —L

Mivel gr,(x) = f(x) ha —L <z < L, igy a 6.19. Tétel szerint

foh) + fla i <2L/ F(t)e-nFtd ) it pe(-LL).

Legyen
nmw
Ap = T
Ekkor A\, def Ant1 — An = T. Ezzel a jeloléssel az elébbi egyenlet az
fla+) + flz—) = 1 /L —idnt Az
= — tAn AnT A\ —L, L
5 n;oo o |, f)e "t ) e Ay z€(=L,L)
alakban irhat6 fel. Ez minden L-re teljestl, ezért
00 L
_ 1 , ,
flat) + flz-) = lim <—/ f(t)e Pnt dt) eMTAN,, x €R. (6.13)
2 L—o0 oo 2 _L

Definialjuk az
1 [ ,
F:R—C, F(\) = — t)e M dt 6.14
— (M) \/ﬁ/mf( Je (6.14)

fliggvényt, amelyet az f fliggvény Fourier-transzformdltjanak vagy komplexr Fourier-integraljd-
nak neveziink. Ezzel a jeloléssel kapjuk a (6.13) egyenletbél, formalisan el8szor a zardjelen beliil
elvégezve a hataratmenetet, hogy

JE) /@) i S Lpog)etean, zeR.

2 L—oo “— \2m

A jobb oldali 6sszeg egy improprius integrdl Riemann-féle kozelit6 Gsszege, ahol a {A,,: n € Z}
osztépontokat hasznaljuk a szdmegyenes felosztasahoz, igy kapjuk, hogy

f(er);rf( \/_/ F(\)ed), z eR. (6.15)

A (6.14) és (6.15) képletet egylitt a Fourier-féle inverzids formuldknak nevezzik.
Hangstlyozni kell, hogy a fenti levezetés csak formalis szamolds volt. A képletek precizen is
levezethetOk a kovetkezo feltétel mellett:

/OO £(8)] dt < oo,

—0o0
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Azon f: R — C Lebesgue-mérhetd fiiggvények linearis terét, amelyek abszolut értéke az egész
szamegyenesen végesen Lebesgue-integralhatd, azaz amelyekre a fenti egyenlétlenség teljestil,
L1(R, C)-vel jeloljiik. Ezzel a jeloléssel a kovetkez&képpen foglalhatjuk 6ssze az eredménytinket.

6.25. Tétel. Legyen f € L1(R,C) szakaszonként folytonosan differencidlhatd figgvény. Ekkor
érvényes az un. Fourier-féle integralformulas:

1 > BV N e > —iX e o fla=)+ flz+)
E/OOF(A)(; d)\_%/oo</oof(t)e tdt)e ) = ; ,  zeR

Vizsgaljuk meg most azt az esetet, amikor az f valds fiiggvény, azaz f: R — R. Ekkor a
Fourier-féle integralformulan a kovetkezd atalakitasokat végezziik:

1 00 00 ] ]
o ( / f(t)e ™ dt) e d\
T J—c0 —00
1 [e.e] [e.e] i
= — < / f(t)er==t) dt) dX
27r —00 —00
1 0 o'} ) 1 o'} 00 )
= — / F)erN= gt ) dx + — / / F(H)e==D q ) d.
27 —0o0 —0o0 27 0 —0o0
Hasznélva az u = —\ (du = —d\) helyettesitést az els6 integralban, kapjuk, hogy
1 * * —iAt AT
Dy ft)e " dt | e dA
T J -0 —0o0
1 > * —iu(z—t) 1 - = iX(@—t)
= — f(t)e dt ) du + — f(t)e dt | d\
27 0 —00 27 0 —0o0
1 0 (9] ) )
= ( / £t (e*ZMv’H) + e“@*”) dt) d.
™ Jo —0o0

Mivel e~ @t 4 eiMz—t) — 2 cos \(z — t), f valds fiiggvény, ezért

f(x+>-2Ff(fU—) - %/Ooo (/_Z F(t) cos Mz —t) dt> dA.

Ez a valds Fourier-féle integralformula. A jobb oldalon &ll6 integralban a cos fliggvényt kifejtve
kapjuk a kovetkezo allitast.

6.26. Kovetkezmény. Legyen f € L1(R,R) szakaszonként folytonosan differencidlhatd figg-
vény. Ekkor

/ b (A()\) cos Az + B(A)sin Ax) FNFA e R Cond S (6.16)
0

2

ahol
A()\):% / F(t)cosAtdt  és B(A):% / F(t) sin Mt dt. (6.17)

A (6.16) egyenlet bal oldaldn all6 integralt valds Fourier-integrdlnak nevezzik.
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6.27. Példa. Irjuk fel az
fTR=R,  f(z)=

5, x € (0,4],
0, < —2vagy z >4.

{ -3, z€[-2,0],
fliggvény Fourier-integraljat!
A (6.17) képletek szerint

AN) = f(t)cos Atdt

—
g 8

4
—3cos)\tdt—|—/ 5008)\tdt>
0

VRN
—

2

|:_3Sin)\t:|0 +[55in)\t]4
A, Ao

—3sin 2\ + Hsin 4\
A '
Megjegyezziik, hogy A(M) folytonosan kiterjeszthetd A = O-ra is, hiszen létezik a
—3sin2)\  5sin4\ —-6+20 14
+ g = —
A TA

A= J= 3=

lim A(\) = lim
A—0 A—0

s s

hatarérték. B(\) hasonléan szamithato:

0 4
</ —SSin)\tdt+/ 5sin)\tdt>
2 0
0 4
|:3COS )\t} N |:_5COS )\t}
Al Ao

8 —3cos2)\ — 5cos4dA

TA
Megmutathaté, hogy limy_,o B(A) = 0. A 6.26. Kévetkezmény szerint

B(\) =

A= A=

/°°<—3sin2)\+5sin4)\ 8 —3cos2\ — 5cos4d\
COS AT +
0 TA TA

sin Ax) d\ = 1, =0,

0, =>4.

Az f fliggvény Fourier-transzformaltjara hasznaljuk az F(f)(A) = F(A) jelolést is. A
kovetkez6 tételben Osszefoglaljuk a Fourier-transzformalt néhany fontosabb tulajdonsagat.

6.28. Tétel. Legyen f,g € L1(R,C) és a, 3 € C. Ekkor
1. Flaf + Bg) = aF(f) + BF(9).
2. Ha f differencidlhaté és ' € L1(R,C), akkor F(f")(\) = iAF(f)(N).
3. F(f*g)=F(f) F(g), ahol

(F+9)) = [ T (g — t)dt

az f és g konvolicidja.



6. Fourier-elmélet 169

6.6. Alkalmazasok

Tegyiik fel, hogy f Fourier-transzformaltja a [—L, L] intervallumon kiviil azonosan nulla, azaz

FON) =0, |\>L. (6.18)

6.29. Tétel (Mintavételi tétel). Tegyiik fel, hogy f € L1(R,C) fiiggvény folytonos és szaka-
szonként folytonosan differencidlhato, amelyre (6.18) teljesil. Ekkor f-et meghatdrozzdk a

T 27
0,+—,+—
b L’ L b
pontokban felvett értékei:

- > ()R e een)

Bizonyitas: A Fourier-féle inverzids formulat és a (6.18) feltételt alkalmazva

- L - ei)‘x = L " ei)\x z
fz) = \/%/OO F(\)e d) = \/%/LF()\) d, eR. (6.19)

Az F(\) fiiggvény a (—L, L) intervallumon felirhaté Fourier-sora 6sszegeként:

FO)= Y e,  Ae(-LL),
n=—o0
ahol
_ ! LF()\) RS A)Y
Cp = 27, (& .

A (6.19) osszefiiggést alkalmazva kapjuk, hogy

= ()

Ezt visszahelyettesitve F' Fourier-soraba kapjuk

F(\) = var i f(‘””)ei%

2L L
n=-—00
. V 27T > nm anr)\
o 2 ()
n=—o0

Ezért a (6.19) formula szerint x # “F-re

1 L Vor nmw Ay
) = e e )
f( ) \/27‘( L 2L e ( L )

LA [
n=-—00 —-L
i(Lz—mn) —i(Lz—nm)

- % _Z:oof(n_lir> : z'(:UL_—emr)

_ Z f(mr) smwll—:w - mr)'

n=—oo




