Sorozatok

Elmélet

Definition 1 (Definicié) Aza € R szamot {a,} sorozat hatarértékének (limeszének) nevezziik,
ha barmely e > 0 esetén létezik ng € N kiiszobszam gy, hogy mindenn > ng esetén |a, — a| < e.
Jelolés: a, — a vagy lim a, = a.

Definition 2 (Definicié) Az {a,} sorozatot konvergensnek mondjuk, ha létezik a € R szam
ugy, hogy a, — a. Azokat a sorozatokat, amelyek nem konvergensek, divergensnek nevezziik.

A fenti definiciét szokds a kovetkezd formaban is felirni:
an, — a
akkor és csakis akkor, ha
Ve > 0 esetén Ing e N:Vn > ng = |a, —a| <e.

Definition 3 (Definicié) Az {a,} sorozatot konvergensnek mondjuk, ha létezik a € R szam
gy, hogy barmely e > 0 esetén az |a,, — a| < e egyenldtlenség majdnem minden n esetén teljesiil.
A "majdnem minden" azt jelenti, hogy végessok n kivételével mindig teljestil az dllitds.

Definition 4 (Definicié) Az {a,} sorozatot konvergensnek mondjuk, ha létezik a € R szam
ugy, hogy a barmely pozitiv sugari szimmetrikus valamely tagtol kezdve a sorozat minden tagja
beleesik.

Definition 5 (Definicié) Az {a,} sorozatot konvergensnek mondjuk, ha létezik a € R szam
ugy, hogy a barmely kornyezetébe a sorozat majdnem minden tagja beleesik.

A fenti definiciék mind egyenértékiiek, s6t még més veliik ekvivalens definici6 is adhato.

Theorem 6 (Tétel) Nevezetes sorozatok hatdrértéke
Konstans sorozat onmagdhoz tart, azaz c — c,

1,
n
mértant sorozat )
0, Jql <1,
L, ¢=1,
q" —
o0, q>1,
| nincs hatdrértéke, ha ¢ < —1.

Va—1, a>0,

Vn—1,



Miiveletek konvergens sorozatokkal, végtelen hatarértékkel

Theorem 7 (Tétel) Ha a, — a és b, — b ,ahol a,b € R, akkor

a, b, — azxb,

an,-b, — a-b,

ha b,,b # 0 minden n—re, akkor tovdbbi feltételek mellett
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Theorem 8 (Tétel) Ha a, — oo, akkor

—a, — —00.

Theorem 9 (Tétel) Ha a, — oo, akkor

Theorem 10 (Tétel)

Theorem 11 (Tétel)

Theorem 12 (Tétel)
Theorem 13 (Tétel)

Theorem 14 (Tétel)
kivétellel, akkor a < b.

Theorem 15 (Tétel)
b, — oo (a, — —00).

Theorem 16 (Tétel)

i—>O.
an

Ha a, — 0 és a, > 0 véges szamu kivétellel, akkor

1
— — 00,
an

Ha a, — 0 és a, <0 véges szamu kivétellel, akkor

1
— — —00.
an

Barmely monoton és korldtos sorozat konvergens.
Ha a, — a és {b,} sorozat korldtos, akkor a,b, — 0.

Ha a, — a és b, — b ,ahol a,b € R tovdbbd a, < b, véges szdmi

Ha a, — oo (b, — —00) tovdbbd a, < b, véges szami kivétellel, akkor

Rendor-elv Ha a,, — a és ¢, — a ,ahol a € R tovdbd a,, < b, < ¢,

véges szamu kivétellel, akkor b, — a.



Feladatok

1. Hatdrozza meg az aldbbi sorozatok hatdrértékét!
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2. A definicié felhasznildsdval igazolja, hogy
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3. Milyen z valés szdmok esetén konvergens a (lg" (x + 1)),7 | sorozat?

4. Adja meg az sszes olyan z > 1 szdmot, amelyre az ((\/x —-1- 2)"):;1 sorozat konvergens!



5. Igazolja, hogy az aldbbi sorozatoknak nincs hatédrértéke!
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