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i Vektorok skalaris szorzata

» Két R”-beli vektor skalaris szorzata:
Legyen a=(a,a,, ...,a,) €s b= (b,b,, ... b)) két R"-
beli vektor. Ekkor az a és b vektorok skalaris szorza-
tan (skalarszorzatan) az alabbi szamot értjiik:
a,-b,+a,-b,+ ... +a.,b,
Jelolées: a-b, (a,b)
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i A skalaris szorzat alaptulajdonsagai

1.

2.
3.

A skalaris szorzat alaptulajdonsagai:

Legyenek a ,b ,ce R”7és AeR. Ekkor:
(a,b+c)=(a,b)+(a,c

@, Aby=41(@a,b

(atb,c)=(a,c)+<b, ¢

(A-a,b)y=1<(a,b) bilinearis
(a,b)=(b, a) szimmetrikus
(@a,a)>0 es (a,a)=0<a=o0

pozitiv definit
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i Vektorok hossza

Egy R”-beli vektor hossza (normaja):
Legyen xeR”. Ekkor az x vektor hossza (normaja):

\/@:\/xf+...+x§

Jeloles: x|, (||

Megjegyzesek: Legyen xeR" és leR.

. A fenti definicio és a skalaris szorzat pozitiv definitsege

miatt |)x|>0 és [x[|=0 = x=0.
Igazolhato, hogy [|A-x|| = |A]-[Ix]| -

Egy xe R” vektort egysegre normaltnak (egységvektornak)
neveziink, ha |x||=1 . .

Igazolhatd, hogy barmely xe R”, x =0 esetén az ~ .x
vektor egységre normalt. ||
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i Nevezetes egyenlotlenségek

= Cauchy-Bunyakovszkij- Schwarz egyenlotlenseg:
Legyen x es y ket tetszoleges R-beli vektor. Ekkor:
X =Xyl , azaz

és egyenloseg pontosan akkor all fenn, ha x|y .
= Minkowsky (vagy haromszog) egyenlotlenség:
Legyen x é€s y két tetszoleges R”-beli vektor. Ekkor:

X+ [ < {1+ [yl
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i Két vektor szoge

» Két R"-beli vektor szbge

Legyen a és b két, nullvektortdl kiilonbdzo R"-beli

vektor. Ekkor azt a Zpe [(i,n] szoget, melyre
a,b

al-|lb
teljesiil, az a és b vl_ll‘tcﬂﬁ”)k sz6gének nevezziik.
= Specialis esetek: Legyenek a,b eR”, a, b #o.
= Ha (a, b) =0, akkor ¢ = n/2.
= Ha a=1-b, akkor
/>0 esetén ¢ =0, ilyenkor a és b egyiranyu,
/<0 esetén ¢ = &, ilyenkor a €s b ellentétes.
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i Tovabbi allitasok

1. Legyenek x,y eR”, x,y#0, jelolje ¢ az x ésy vek-
torok szogét. Ekkor:

I x=y (17 = [IXI[7 + [lyl|* = 2-[Ix||-llyll-cos¢ ,cosinus-tetel”

2. Legyenek x,y eR”, x,y =0, jelolje ¢ az x ésy vek-
torok szdgét es legyen ¢ =7 /2 . Ekkor:

| X=y {2 = [X[[* + [yl »Pitagorasz-tétel”

3. Legyenek x,y €R”, x,y # 0 . Ekkor:
[ X=y (]2 + 1] x+y 15 = 2-||x][= +2-lyll*
,paralelogramma-szabaly”
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i Ortogonalitas

1. Legyen aés b két R"beli vektor. Az a és b vektorokat
ortogonallsaknak nevezzik, ha skalaris szorzatuk nulla.

. Egy Hc R" vektorhalmaz ortogonalis, ha paronkent
ortogonalls nullvektortdl kiilonb6zo vektorok alkotjak.

2
3. Egy Hc R” vektorhalmaz ortonormalt, ha ortogonalis es
vektorai egységre normaltak.

Megjegyzések:
1. aeés bortogonalis < ¢=x/2vagy a=o0vagy b =
2. R"ben a kanonikus bazis ortonormalt.

3. cl;(azolhato hogy ha a Hc R” vektorhalmaz ortogonalis,
kor H linearisan fliggetlen.

4. Legyen B={b,,....b,}ortonormalt bazis R"-ben. Ekkor egy
xe R"vektor B bazisra vonatkozd i-edik koordinataja: (x, b,
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i Fourier-egyitthato

Legyen v e R” v # o rogzitett vektor. Ekkor igazolha-
td, hogy barmely x € R" vektor esetén egyértelmden
létezik egy olyan ae R szam, amelyre az x—a-v vektor
és a v vektor ortogonalis. Mégpedig:

(X.V)

T )
Ezt az a szamot az x vektor v vektorra vonatkozo
Fourier-egyUtthatojanak nevezziik.

Megjegyzes: Ekkor az a-v vektor az x vektor v iranya-
ba esO meroleges vetiiletvektora.
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i Ortogonalis komplementer

Legyen S c R”, S#&

1. Az x e R"vektort S-re ortogonalisnak hivjuk, ha x
ortogonalis az S vektorhalmaz minden vektorara.

2. Az S vektorhalmaz ortogonalis komplementere az
S-re ortogonalis vektorok dsszessege:

St={x € R” | barmely se Sesetén (x, s) =0} .

Megjegyzes:
Igazolhatod, hogy barmely S c R”, S=&vektorhalmaz
esetén St altér R"™ben.
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i Az ortogonalis felbontas tétele

Legyen H altér az R” vektortérben. Ekkor:
1. R"direkt 0sszege a H és H- altereknek:
R"=H®H".
2. Legyenx € R, x=h+ht, ahol h € Hés ht e H-.
Ekkor: [[x|[* = [[h]|* + [In*]}* .
3. A H! altér ortogonalis komplementere H, azaz:
Hit=H .
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i Az ortogonalis projekcio

Legyen H altér az R” vektortérben.
Tekintslik a kovetkezo leképezeést:
7. R"—>R", x> h,
ahol x=h+htés heH, hteHL

A fenti leképezést a H altérre valo ortogonalis projek-
cionak (meroleges vetitésnek) nevezzik.

A 7 (x) vektort az x vektor H altérre eso ortogonalis
vetiletvektoranak hivjuk.
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i Az ortogonalis projekcio tulajdonsagai

Az elozo definicio jeldléseit megtartva a 7 ortogo-
nalis projekcio tulajdonsagai:

. = linearis transzformacio

- TOoT—TT

. 7|y = 1d|y, 7| 4L= 0 (azonosan nulla leképezés)
. Barmely x,y eR" esetén: (r(x),y) =(x, 7 (y))
. Bessel-egyenlotlenseg: ||z (x) || < |||

. A legjobb approximacio tétele: barmely xe R” ese-
tén a = (x) vetliletvektor az x-hez legkdzelebb eso H-
beli vektor, azaz: barmely y eH-ra ||x—z (X)|| < ||x~VI|
és egyenloseg pontosan akkor teljesiil, ha y = 7 (x) .

O Ul AW N
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