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i Linearis leképezés fogalma

s Linearis leképezes:
Az A:R™ > R" tipusu fv.-t linearis leképezésnek
nevezzik, ha barmely x,yeR™, ieR esetéen:
Alx+y)=AX)+Aly)  additiv

A(Ax)= 4 - A(X) homogeén

= Megjegyzesek:
= Ha specialisan m = n, akkor linearis transzforma-
ciorol beszéllink.
= Ha az A leképezés R"™ —R" tipusu, akkor
dom (A) =R™, im(A) cR".
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:L Linedris leképezések tulajdonsagai (Allitasok)

= Barmely linearis leképezes nullvektorhoz nullvektort
rendel .

= Ha Vi, Vo,..., MKERm, ﬂfl, 12, AkER, akkor

A(ﬂ’l\_/l +"'+ﬂ'k\_/k) — ﬂi ' A(\_/1) "‘---"‘ﬂ« ' A(\_/k)
= Legyen A:R" »R" lin. leképezés, B = {b,....b,} bazis
RM-ben. Ekkor barmely xe R™ esetén az A(x)
képvektorra:

ha X=A4b, +...+4,b,, , akkor
AX) = 4AD,) +...+4,A,,)
azaz a képvektort egyértelmiien meghatarozzak a
bazisvektorok képei.
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i Magtér, képter

= Linearis lekepezés magtere:

Legyen A:R™ — R"linearis leképezes. Az A leképezes
magtere olyan R™-beli vektorokbal all, amelyekhez
A az R"nullvektorat rendeli:

ker(A)={x<R"| Ax)=0 |

Megjegyzés: Minden linearis leképezeés magtere tartalmazza
a nullvektort.

= Linearis lekepezées keptere: a képvektorok halmaza.
im(A)={AX)R"| xeR"

Megjegyzes: Igazolhatd, hogy minden linearis leképezeésnél
a magtér altér R™-ben, a keptér altér R"-ben.
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i Linearis leképezés matrixa

s Linearis leképezés matrixa:

_egyen A:R™ —R" linearis lekepezeés, ¢,,....e, a
kanonikus bazis R™-ben. Az A lin. leképezés (kano-
nikus bazisokra vonatkozo) matrixan azt az n x m-es
matrixot értjik, amelynek oszlopvektorai az
A(e,)),..., A(e,) képvektorok.

Jel.: M(A), A

= Megjegyzes:
Az xe R™vektor kepe az M(A)-x matrixszorzassal is
megkaphatod, ahol x-et oszlopvektorkeént irjuk fel.
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i Mlveletek linearis leképezésekkel

s Linearis leképezések dsszege:

Legyenek A:R" ->R", B:R">R" linearis leképezé-
sek.
Az A és B 0sszege:

(A+B)(x)=A(x)+B(x) , minden R™beli x-re.
= Igazolhatoak az alabbiak:

= Az A+B leképezes is linearis.
= M(A+B) = M(A)+ M(B)
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i Mlveletek linearis leképezésekkel (folyt.)

» Linearis leképezés skalarszorosa:
Legyen A:R™ >R",1eR
Ekkor az A leképezés A-szorosa:
(1-A)(x)=4-A(x) , minden R™beli x-re.

= Igazolhatdak az alabbiak:

= A 1 A leképezeés is linearis.
= M(2- A) = A M(A)
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i Mlveletek linearis leképezésekkel (folyt.)

= Linearis leképezesek dsszetétele (kompozicioja):

Legyenek A:R™ »R" és B:R’—R™ lin. leképezések.
Ekkor az A-B:R’ -»>R" leképezés is linearis.

» Igazolhato:
M(A-B)=M(A)-M(B)

= Megjegyzeés:

A fentiek alapjan linearis leképezések €s matrixok
kdzott kdlcsondsen egyertelmi, mivelettartod
megfeleltetés letesitheto.
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$ Specialis linearis lekepezéesek
= Identikus leképezés:

id_, : R">R", xt>x matrixa: M(id_, )=E_,

= k-adik projekcio (vetito) fliggveény:

k- adik

» k-adik injekcié (beagyazd) fuiggvény: -

in: R>R", x—(0,..0,x0,.,0) matrixa:M(in, )=|1| « k—adik
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i Linearis leképezés rangja

= Lineadris leképezés rangja: Az A:R" >R" lineéaris le-
képezes rangjan a képtér dimenziojat értjik:

r(A) = dim@im(A))

= Igazolhato, hogy minden A:R™ —R" linearis leke-
pezesre:

r(A)=r(M(A))
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Linearis leképezéesekre vonatkozo tovabbi allitasok

Az A:R" —>R" linearis leképezes injektiv (invertalha-
to) < ker(A) = {o}.

Barmely A:R">R" linearis leképezés esetén lineari-
san 0sszefliggo vektorok kepvektorai is linearisan
0sszefliggoek.

Az A:rR" >R" linearis leképezes injektiv (invertalha-
t0) < linearisan fuggetlen vektorok kepvektorai is
linearisan fluggetlenek.

Az A:R"—>R" linearis leképezes rakepezes < gene-
ratorrendszer kepe is generatorrendszer.

Az a:RrR" R linearis leképezés bijektiv < bazis
kepe is bazis.
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i Linearis transzformacio determinansa

s AZ A:R" > R" linearis transzformacio determinansan
matrixanak determinansat ertjik:

det (A) = det (M(A)) .

= Megjegyzées:Linearis transzformacio matrixa mindig
negyzetes!
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i Linearis transzformacio invertalhatosaga

= Lin. transzformacio invertalhatosaganak feltétele:
=« Az A:R" = R"[in. transzformacid invertdlhaté <
az A lin. transzformacid matrixa invertalhato.
= Az A:R" - R" lin. transzformacio invertalhato <
det (A) = det (M (A) ) #0.
= Ha az A:R"—>R" lin. transzformacio invertalhato,

akkor az inverz transzformacio is linearis és az
inverz transzformacio matrixa:

M (A7) = (M (A))*.
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sajataltere

i Lin. transzformacio sajaterteke, sajatvektora,

1. Legyen A:R" - R" tipusu linearis transzformacio.
Az A linearis transzformacio sajatértekének
nevezzik a A€ R szamot, ha van olyan ve R”, v#0
vektor, amelyre A(v)=4-v teljesdl.

Ekkor a ve R”vektort a 1 sajatertekhez tartozo
sajatvektornak nevezzik.

2. Az A:R" = R" linearis transzformacio sajatalterét
olyan ve R" vektorok alkotjak, amelyekre A(v)=A4-v
teljesdl Jel.: H(A).

3. A H(1) sajataltér dimenziojat a 1 sajatertek geo-
metriai multiplicitasanak nevezzik.
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Lin. transzformacio sajaterteke, sajatvektora,
sajataltere (folyt.)

= Megjegyzések:

1. A H(1) sajatalter vektorai a A sajatértekhez tartozo
sajatvektorok és a nullvektor.

2.Igazolhato, hogy a H(1) sajataltér (ahogy az elne-
vezeés is mutatja) altér R”7—ben.

= Allitas:
Egy linearis transzformacio kiilonb6zo sajatértekek-
hez tartozo sajatvektorai linearisan fliggetlenek.

s KOvetkezmeény:

Egy A:R" —R" [inedris transzformacionak
legfeljebb n darab kiilénb6z0 sajatértéke lehet.
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i Négyzetes matrix sajatertéke, sajatvektora

Legyen A nxn-es matrix. Az A matrix sajatértékének nevezzik a
Ae R szamot, ha van olyan v nx1-es oszlopvektor, ahol v0 , és
amelyre Awv = A-v teljesdl.

Ekkor a v oszlopvektort a 1 sajatértekhez tartozo sajatvektor-
nak nevezzik.

Megjegyzes:

1. v pontosan akkor A sajatértékhez tartozo sajatvektora az A
négyzetes matrixnak, ha nemtrivialis megoldasa az (A-1E)-x=0
homogén egyenletrendszernek.

2. Az (A—1E)-x = 0 homogeén egyenletrendszernek pontosan ak-
kor van trivialistdl kiilonb6zo megoldasa, ha det(A-A-E) = 0.
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Karakterisztikus polinom, karakterisztikus egyenlet

Legyen A nxn-es matrix. Az A negyzetes matrix karakterisztikus poli-
nomjan a P(4) = det(A-4-E) polinomot, karakterisztikus egyenleten a
P(4) = det(A-4E) = 0 egyenletet ertjlk.

Linearis transzformacio karakterisztikus polinomjan matrixanak
karakterisztikus polinomjat ertjuk.

Linearis transzformacio karakterisztikus egyenletén matrixanak
karakterisztikus egyenletet ertjuk.

Megjegyzések:

1.

SR

Ha A nxn-es matrix, akkor a karakterisztikus polinom A-ra nézve n-ed
foku polinom, mig a karakterisztikus egyenlet n-ed foku algebrai
egyenlet.

A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei.

A A sajaterték algebrai multiplicitasa az a szam, amely megmutatja,
hogy A hanyszoros gyoke a P(1) = 0 karakterisztikus egyenletnek.

Igazolhato, hogy egy A sajatertek geometriai multiplicitasa mindig
kisebb vagy egyenlo, mint az algebrai multiplicitas.

Lin. leképezések /17



Osszefoglalas:
A sajatertekek, sajatvektorok meghatarozasa

Adott: A:R" = R" linedris transzformacio.

1.
2.
3.

o

Felirjuk az A lin. transzformacio matrixat. = A,
Felirjuk a karakterisztikus egyenletet: P(1) = det(A-1E) =0

Megoldjuk a karakterisztikus egyenletet. — 1 sajatertekek
A hanyszoros gyoke a karakterisztikus egyenletnek? —
algebrai multiplicitas

Minden A sajatértek esetén az ismert A sajatértekkel felirjuk
az (A-A-E)-x = 0 homogeén lin. egyenletrendszert és bazis-
transzformacioval megoldjuk azt. = M megoldashalmaz

A 1 sajatértékd sajatvektorok dsszessege: M\ {0}

A 4 sajatértéku sajataltér: H(A) = M

A 1 sajatérték geometriai multiplicitasa: dim (H(A) )
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i Cayley-Hamilton tétel

= Minden linearis transzformacio illetve négyzetes matrix
gyoke a sajat karakterisztikus egyenletének. Azaz:

1. Legyen A:R"—R" linearis transzformacio, melynek a
karakterisztikus egyenlete: P(1) =a A"+...+a;A+a,=0.

Ekkor: P(A) =a A"+...+a,A+a,idn =0,

ahol O:R"—>R", x>0 az azonosan nulla leképezeés.
2. Legyen A nxn-es matrix, melynek a karakterisztikus

egyenlete: P(1) =a,A"+...+a;A+a,=0.

Ekkor: P(A)=aA"+...+aq,A+a,E=0,

ahol O az nxn-es nullmatrix.
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